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前言

清华⼤学⽬前数学分析课程共分三个学期，每学期分三堂课分别由三位⽼师讲授。这份讲义是

其中⼀堂课的关于数学分析⼀和⼆课堂笔记，该课程是丘成桐数学英才班的实验课，与传统数学分

析教学相⽐，我们尝试在不动根本的前提下在内容与设计上探索新的可能。⽬前已公认数学分析为

数学系学⽣最重要的基础课之⼀，各类书⽬⽂献汗⽜充栋，其中不乏有颇具⼜碑同时又经得住时间

考验的优秀教材。这些教材在内容安排上⼤都以下⾯的内容为范本：数列极限，函数连续性，⼀元

函数导数，⼀元函数 Riemann 积分，多元函数连续性，多元函数微分，多元函数 Riemann 积分理

论。在这样的构架上，不同教材的作者会搭建各具特⾊的补充，⽐如有的在函数列级数的理论上详

细展开，也有的在含参数积分上进⾏引申，有的更注重概念的进阶于是增加了拓扑空间的概念或者

⼲脆引⼊ Lebesgue 积分。不同的作者有不同的视⾓，我们的课程也尽⼒表达个⼈的见解。正如对

积分论作出了不可磨灭贡献的法国数学家 Henri-Léon Lebesgue 所说的:1对数学对象有多少种不同

的理解就有多少种不同的教授⽅式。

课程内容

在课程知识点的选择上，有如下四个内容需要略加解释：

1) 距离空间与赋范线性空间。

我们选择在课程伊始便引⼊距离空间与赋范线性空间。收敛是贯穿分析始终的概念，⽽⼤多

数的收敛可以统⼀地⽤距离空间的语⾔叙述。尽早引⼊这些概念使得课程后续的诸多命题陈

述变得⾃然明了。实际教学也表明讲授实数收敛理论的难度与距离空间收敛理论的难度⽆论

对教师还是学⽣是⽆差别的，同学们对此接受程度很⾼。之后到多元函数的连续性、函数列

⼀致收敛乃⾄ Lp-空间上收敛性的过渡变得⽔到渠成。

2) Riemann 积分的定义。

我们采取⽤简单函数逼近的⽅式来定义⼀元函数的 Riemann 积分。作为推论，传统的 Rie-
mann 和与 Darboux 上下和的定义⽅式可以⽤这种语⾔清楚地表达。这种积分的处理⽅式应

⽤范围更⼴，它容许对在完备赋范线性空间中取值的映射定义积分。这也是对引⼊抽象测度

空间上的积分做铺垫。

3) ⼦流形理论。

隐函数定理的应⽤见著于数学的各个分⽀，其重要程度⽆论如何强调都不过分，然⽽它向来

都是多元微分学中较难讲解和理解的课题，甚⾄即使只要求“背过”定理的陈述也不是轻⽽易

举的事情（⾄少笔者记不住）。然⽽，⼏何的陈述通常带来直观的视觉记忆：隐函数定理说如

果⼀族函数满⾜⾮退化条件，那么它们的公共零点集是 Rn 的⼦流形。当然，引⼊⼦流形概念

不仅仅是⽅便形象地陈述和记忆隐函数定理，在学习曲线与曲⾯的积分理论时，⼦流形的概

1Il y a plusieurs manières de comprendre les mathématiques donc il y a plusieurs manières de les enseigner.
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念完全⽆法避免。尤为重要的是，在⼦流形上也可以做微分，这种在弯曲空间上的微分学可

以更清晰地揭⽰微分 df 的含义，众多经典的理论例如 Lagrange 乘⼦法也变得⼀⽬了然。⼦

流形理论是 Rn 上微分学最根本最有启发性的内容，低年级数学系同学通过这⾥的学习也能

认识到引⼊正确概念是近代数学的重要秉性。

4) 抽象测度理论

传统上，多变量函数积分的学习把⼀维 Riemann 积分理论作为原型，通过把区间替换为长⽅

体，⾼维的 Riemann 和就可以⽤来定义 Riemann 积分。然⽽，我们⽤简单函数逼近的办法

来定义⼀维 Riemann 积分，类⽐到⾼维情况，如果 A ⊂ Rn 的⾯积（测度）有定义，就可以

对其⽰性函数 1A 定义积分。所以，⼀旦明确了哪些⼦集可以定义⾯积，我们就能对它们的⽰

性函数的线性组合（即简单函数）进⾏积分，然后就对⼀切可以被简单函数逼近的函数进⾏

积分（在第⼀学期我们特意讲授了 Stieltjes 积分作为这个想法的另⼀明证）。

从计算的⾓度我们也可以做⼀番事后诸葛亮的讨论。为了计算积分，我们需要（且只需要）两

个基本⼯具：第⼀，Fubini 定理，它把⾼维积分（乘积空间上）转化为低维的来计算；第⼆，

换元积分公式，它把不规则区域上的积分转化为乘积型区域上的积分，从⽽可运⽤ Fubini 定
理。不夸张地说，相当⼀部分的积分计算只是运⽤这两个分析⼯具的代数运算。只要在抽象

积分的框架⾥建⽴这两个公式，抽象意义下定义的积分与 Riemann 积分在计算上完全⼀致。

抽象积分理论优势更明显：它囊括⼤部分可能的积分与求和，⽐如说级数的求和与概率空间

上的积分等；它拥有 Lebesgue 控制收敛等有效⼯具，所以在讨论级数的收敛、积分与求导数

可交换或者 Fourier 级数时⾮常地⽅便。还有⼀点常常被忽略：在技术层次上，抽象积分要⽐

Riemann 积分更容易学习。Riemann 积分伟⼤之处在于能够对由长⽅体构成的 Jordan 代数

／可测集进⾏刻画，然⽽其技术细节⽐抽象积分要困难，因为在抽象的场合⼈们不需要关⼼

集合具体的⼏何从⽽更⾃由。

另外，不少同学和同事认为这部分内容与实分析课程过度重合，我们认为在抽象层次上讨论

积分实际上可以尽量避免使⽤真正的实变技术，这对实分析影响甚微。

课程作业与习题

作业是课堂所教授内容的补充与⽀撑，与课堂内容同等重要。在题⽬选择⽅⾯，⾸要考虑的它

们在数学和科学中的重要性，其次是它们与其他数学⽅向的关联，再其次是问题背后想法和机制的

优美程度以及困难性。每学期我们有⼗⼆次作业，每次六⼗道以上的习题，平均对每位同学⾄少是

六到⼋⼩时的⼯作量。我们不提倡偏题难题，不为解题⽽解题。⼤家也都顽固地坚持⽼派的信条，

坚信数学⾄少相当的⼀部分内容是技术性的，必须经过反复练习才能领会贯通。所以，这门课程坚

持⾜够的作业量和⼀定质量的习题，在做习题的过程中同学⾃然就可以引导思考启发原创。

作业题⽬通常有三种形式：

1) 课堂内容的补充。
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⽐如说，课上证明连续函数的某个判断准则，习题就要求对在赋范线性空间取值的情形进⾏

证明。这种题⽬通常是直接推⼴，适当的练习有利于更好的理解课堂内容和熟悉新的概念与

术语。再⽐如说，某些复杂的计算，课程上跳过的细节可以有相应的题⽬进⾏补充。还有某

些技术性结果其论证本⾝并没有启发性（单位分解的构造），恰当设计习题可以由同学验证细

节已保证课程的完整。在作业中，我们也⿎励同学查阅教科书、⽹络或者相互讨论，因为解

决这些问题的⽬标不是为了得到答案⽽是为了掌握基本的知识，这些⼿段也更接近于学科研

究的前沿。

2) 传统教科书上某些习题。

现有教科书中有很多有意思的问题，我们从中⼴泛取材，尤其是⼀些⽐较技巧的问题，⽐如

说 L’Hôpital 法则（多练⽆益）或者定积分的计算等，这是基本训练，数学上不应该回避技巧

的提升。

3) 经典结果和定理的证明。

这是明显具有法国风格的习题，具有明显的特点：通常将某个著名的结果适当拆分成若⼲步，

问题从⽽包含很多⼩问，每⼀⼩问题的难度适当。这样的问题也可以来⾃研究论⽂。所以，同

学们在解答过程中步步为营，逐渐接近⽬标，最终证明⼀个很⼤的结果，⾮常⿎舞⼠⽓。⽐

如说，某⼀套习题证明所谓的 Borel 引理，这个引理说任意给定数列我们都可以构造光滑函

数 f 使得 f 在 0 处的各阶导数恰为此序列，这个引理在拟微分算⼦理论中很有⽤处，但是

不值得在课堂上⼤费周章地讲解，⽤这种⽅式出题很合适；再⽐如说，⼋字班的期末考试题

⽬的背景如下：1922 年，19 岁还在莫斯科⼤学读本科的 Kolmogorov 在论⽂ Une série de
Fourier-Lebesgue divergente presque partout 中构造⼀个 L1 函数，这个函数的 Fourier 级数

的部分和⼏乎处处是发散的。期末考试重现这个著名反例的构造，⼀共有 20 个⼩问题。

其他

以上⽆论是课程知识点还是习题的选择，着眼点从来都不是对已有的教材或者教学系统优点的

综合或者缺点的躲避。我们更看重这些内容在将来分析学的学习（实分析、复分析、调和分析、偏

微分⽅程以及物理学等）以及研究中的重要和基本程度。从历史渊源来看，数学分析被单独从分析

学中剥离出成为独⽴的课程应该是很近的事情。我们希望能尽量还原历史上那些有启发性的例⼦，

把课程放到相对动态的⼤背景⾥，以便同学们能意识到当下的学习与后来的课程、数学的历史和以

及现⾏的研究不是割裂的。在教学上内容的跳跃也是课程的⼀个显著特（缺）点，我们相信同学能

体会到跳跃学习是更应该尝试的和⿎励的，这个和研究更接近。事实上，我们所接触的⼤多国内优

秀同学都直接或者间接地默认数学学习⼀定顺序，须得按部就班，层层递进，才能扎实地进步。这

种想法本⾝没有错，但是数学的发展绝对不是线性的，知识也不存在先天的顺序。⼀个普遍被提及

的例证就是从 Newton 引⼊积分（反流数术）到 Cauchy 的极限理论被⼴泛接受中间⾄少有半个世

纪的光景，那个优秀的数学家层出不穷，利⽤还没有被严格化的积分理论作出了很多享誉后世的⼯

作。数学学习不应该被课程设置（甚⾄被其名称）切割。⽐如说，所谓的曲线或者曲⾯的⼏何学、数
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学物理⽅程都可以称为（多元）微积分学习的好例题，很多微积分知识就是为了解决这样的问题应

运⽽⽣的。微积分课程就应该学习和研究这样的例⼦，不能简单地将它们归结为是微分⼏何或者微

分⽅程的内容⽽忽略。仅仅为了教学⽽刻意构造的各种例题长远来看有⽬光短浅之嫌。这种做法通

常还会从⼼理上折射出胆怯的影⼦，以⾄于有同学误以为课程的顺序和难度有关联，“后⾯”的课程

⽐“前⾯”的课程困难。唯有正视，⽅能前⾏。我们可以参阅⼀些相对古⽼的经典教科书／讲义，这

些教科书⼤多数历史上真正有名望并作出过不朽⼯作的数学家写的：

• André-Marie Ampère 和 G. Vincens 在 École Polytechnique 的分析学与⼒学讲义，1823-1824
年左右出版，从函数的微分学开始定义，微分⽅程和曲⾯⼏何⼀应俱全，从书（⼿写）的长度

推测，这应该是那时⼀学期的课堂笔记。

• Charles Hermite 在 École Polytechnique 的分析学讲义的第⼀卷开篇不久就仔细地研究了曲

⾯的⼏何，反⽽ Riemann 积分没有太多严格讨论，之后花了⼤量的篇幅进⾏计算并应⽤于⼏

何的研究。

• Camille Jordan 的分析学教程是 1893 年发表的，在当时欧洲很有影响⼒，很多现代教材⼤都

直接或者间接的从这份讲义上取过经。翻开⽬录，我们就会看到关于平⾯代数曲线，复分析，

椭圆函数，偏微分⽅程等内容。

• Fritz John 和 Richard Courant 的 Introduction to Calculus and Analysis，这两位是 Courant
研究所代表⼈物，在偏微分⽅程和应⽤数学上很有成就，他们的课本包含了基本的复分析以

及微积分在⼏何和物理上的各种应⽤，知识之间没有停顿，每个例题都值得玩味。

近年来较流⾏的数学分析教材，菲赫⾦哥尔茨或者卓⾥奇这些俄国作者仍然注重应⽤。其余如 Rudin
或者国内的种种著名的课本，在细节和清晰程度上下⾜了功夫，可读性很强，数学分析课程作为⼀

门基础课的诞⽣与成长与这些优秀的课本密不可分。然⽽，很多现代数学课本越来越讲究深⼊浅出，

对读者感受的呵护有时凌驾于数学，殊不知读书与写⽂章往往穷⽽后⼯，⾛过弯路才更能领会定理

的要义。所以，在课堂上我们只建议学⽣选择⾃⼰觉得合适的参考书⽽已，我们能坚持的是以课堂

为主，教材只是辅助的，强调每个⼈都要记笔记，这是建⽴学术⾃信⽽不盲从任何参考书（包括这

份讲义）的正路。然⽽，得失之间其实很难说清楚，特别当把学习在更宏⼤的尺度下衡量的时候。

⽆论怎样，可能只有上过课程的同学才能议论这⼀年的课程是否偏离了它的初衷：在宏观上把握分

析整体图像，理解⼏个提纲挈领的想法；在微观上获得基本的计算能⼒，了解分析中为数不多的核

⼼例⼦以及它们的历史渊源。

2020 年 6 ⽉于静斋
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课程所使用的参考书目

我们在讲义和习题的编写中参考（≈ 抄）了很多⽂献，很多例⼦和掌故也是道听途说，来⾃师

长、同学或者同事。以下是主要参考书⽬，部分课题和习题选⾃这些教材：

• Richard Courant; Fritz John, Introduction to calculus and analysis. Vol. I. Reprint of the 1965 edition.
Springer-Verlag, New York, 1989. xxiv+661 pp.

• Richard Courant; Fritz John, Introduction to calculus and analysis. Vol. II. Reprint of the 1974
edition. Springer-Verlag, New York, 1989. xxvi+954 pp.

• Edmond Ramis; Claude Deschamps; Jacques Odoux, Cours de mathématiques spéciales. 3. Topologie
et éléments d’analyse. Masson, Paris, 1982. viii+362 pp.

法国预科学校的经典教材，我们 Riemann 积分的处理完全跟随这⾥的节奏。

• Edmond Ramis; Claude Deschamps; Jacques Odoux, Cours de mathématiques spéciales. 4. Séries et
équations différentielles. Masson, Paris, 1988. viii+328 pp.

关于⾼维 Riemann 积分的习题课材料来⾃最后⼀部分。

• Walter Rudin, Principles of Mathematical Analysis. McGraw-Hill Book Company, Inc., New York-
Toronto-London, 1953. ix+227 pp.

关于 Stieltjes 积分部分的讲义来⾃这⾥。

• Vladimir A. Zorich, Mathematical Analysis. I. Translated from the 2002 fourth Russian edition by
Roger Cooke. Universitext. Springer-Verlag, Berlin, 2004. xviii+574 pp.

• Vladimir A. Zorich, Mathematical Analysis. II. Translated from the 2002 fourth Russian edition by
Roger Cooke. Universitext. Springer-Verlag, Berlin, 2004. xvi+681 pp.

• 陈天权，数学分析讲义，第⼀册，北京⼤学出版社，2009 年 8 ⽉.

• 陈天权，数学分析讲义，第⼆册，北京⼤学出版社，2010 年 3 ⽉.

• 常庚哲，史济怀，数学分析教程，上册，⾼等教育出版社，2003 年 5 ⽉.
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声明

• 这是清华⼤学丘成桐数学英才班教学改⾰与尝试的⼀⼩步。

• 感谢清华⼤学数学系⼋字班参与本课程的同学，他们是第⼀批试验品。

• 感谢清华⼤学数学系九字班参与本课程的同学，讲义前半部分可读性较⾼，这要归功于同学

们课前课后指出了⼤量的错误。

• 感谢李梦妮、刘明昶、林汛、林天润、薛宇皓诸位博⼠⽣助教，他们批改了⼏万页的作业。

• 感谢荆⽂甲和罗天⽂两位⽼师，他们为这门课程花了⼤量⼼⾎。

• 这不是课本，内容与课堂⿊板笔记完全同步（字体远⽐板书漂亮）。

• 我们对讲义中数学的原创性没有贡献。

• 讲义包含很多笔误，请慎重使⽤。讲义的后半部分笔误明显增多，⼀⽅⾯是笔者的粗⼼与懒

惰之过，⼀⽅⾯因为同学们在系统地学习后声称也学会了如何⾃动纠正笔误（所以没有必要

改了），我们姑且信之。

• 如果在阅读之后能多多找出笔误的修改意见，我们在清华备有拿铁和茗茶聊表⼼意。
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但卑意欲少年为学者，每⼀书皆作数过尽之。书富如⼊海，百货皆有，⼈之精⼒，不能兼收尽

取，但得其所欲求者尔。故愿学者每次作⼀意求之。如欲求古今兴亡治乱、圣贤作⽤、但作此意求

之，勿⽣余念。又别作⼀次，求事迹故实典章⽂物之类，亦如之。他皆仿此。此虽迂钝，⽽他⽇学

成，⼋⾯受敌，与涉猎者不可同⽇⽽语也。

——— 苏 轼，又答王庠书
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简介

数学分析⼀这门课程的内容包含五个部分：

0) 2 实数理论：

– 实数的公理化表述；

– Dedekind 构造；

– 空间的概念：线性空间与度量／距离空间。

1) 数列与级数的收敛性：

– 实数序列的收敛理论：ε−N 语⾔与收敛的基本判定；

– 收敛的例⼦：级数收敛与具体实数的构造；

– 度量空间中点列的收敛与完备性；

2) 函数与映射的连续性：

– ⼀元函数的连续性：ε− δ 语⾔与连续性的判定；

– 连续函数的基本性质；

– 连续函数空间与连续函数的构造；

– 度量空间上的连续函数与映射。

– 紧性。

4) 导数与微分：

– ⼀元函数的导数与可微函数的基本性质；

– 多元函数的偏导数；

– 微分的定义；

– Taylor 展开与其它应⽤。

3) 3 积分理论：

– Riemann 积分：⼏种等价定义与反常积分；

– Newton-Leibniz 公式与积分的计算；

– 积分的性质：中值公式与 Lebesgue 定理等；

2实数理论从知识体系完备性的⾓度⽽⾔是⾮常重要的，然⽽对于理解数学分析的基本思想并不是不可或缺的。
3积分和微分的理论体系是完全独⽴的，连结它们的纽带是 Newton-Leibniz 公式。Riemann 积分的定义⽐微分的定

义更为⾃然，从现代分析学的观点来看，先教授积分学是更⾃然的做法。

14



– Stieltjes 积分。

除了理论部分，课程的真正核⼼是围绕着所谓的 Euler 公式展开的：

eiπ = −1.

我们课程⼀个主要的⽬标是正确的定义 e，π 以及指数函数 ez 并严格的证明上⾯的公式。（如果你

可以完整地说清楚这些对象是什么并且给出 Euler 公式的严格证明的话，数学分析⼀就算完全学明

⽩了）
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1 实数的公理化描述

⼆零⼀九年九⽉九⽇，星期⼀，多云

实数的公理体系

实数理论这⼀章节的⽬标是从基本的集合论出发（只假设同学们熟知有理数和⾃然数），通过严格和完备的

推理，证明若⼲论题作为基本的⼯具。这些通过严格论证得来的⼯具将会⽀撑着我们直观的图像，使得我们

可以形象地思考和解决问题。

R 是⼀个集合，我们假设 x，y，z 等都是它的元素。

• R 上⾯配有两个操作：

– 加法. + : R× R → R, (x, y) 7→ x+ y；

– 乘法. · : R× R → R, (x, y) 7→ x · y。

• R 上⾯还有⼀个序关系 ⩽：x ⩽ y（也记为 y ⩾ x）。

我们要求四元组 (R,+, ·,⩽) 表⽰满⾜下⾯四套公理：

(F) 域公理：R 是一个域

(F1) 加法结合律：x+ (y + z) = (x+ y) + z。

(F2) 加法交换律：x+ y = y + x。

(F3) 存在加法单位元：存在 0 ∈ R，使得对任意 x ∈ R，0 + x = x 成⽴。

(F4) 加法逆元的存在性：对任意 x ∈ R，存在 −x ∈ R，使得 x+ (−x) = 0。

练习. 证明，加法逆元 −x 是唯⼀的，即如果 x′ ∈ R 也满⾜ x+ x′ = 0，那么 x′ = −x。

注记. 如果假定 (F1)-(F4) 成立，按照通⾏的代数学的概念，(R,+) 被称作是⼀个（交

换）群。我们强调 −x 目前只是⼀个记号。根据俗套的约定，我们把 x + (−y) 简写成

x− y。

(F5) 乘法结合律：x · (y · z) = (x · y) · z。

(F6) 乘法交换律：x · y = y · x。

(F7) 存在乘法单位元：存在 1 ∈ R，使得 1 ̸= 0 并且对任意 x ∈ R，1 · x = x 成⽴。我们还要

求 1 ̸= 0，从⽽ R 中⾄少有两个元素。

(F8) 乘法逆元的存在性：对任意 x ∈ R− {0}，存在 x−1 ∈ R，使得 x · x−1 = 1。

练习. 证明，x ̸= 0 乘法逆元 x−1 是唯⼀的，即若 x′ ∈ R 也满⾜ x · x′ = 1，那么

x′ = x−1。
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注记. (F5)-(F9) 这四条公理表明 (R× := R− {0}, ·) 是⼀个（交换）群。我们强调 x−1

只是⼀个记号。根据约定，我们把 x · y−1 也记作
x

y
。另外，有时候我们还省略掉 · 把

x · y 写成 xy。

(F9) 乘法分配律：x · (y + z) = x · y + x · z。

注记. 假定 (F1)-(F7) 以及 (F9) 这⼋条，我们就称 (R,+, ·) 是⼀个（交换）环；满⾜这九条

公理的 (R,+, ·) 被称作是⼀个域。

注记 (空间的概念.). 上面的定义具有下述的模式，首先固定⼀个集合 X = R，然后在 X 上加

上额外的结构，比如说加法结构 + : X ×X → X，当然，我们对这个额外的加法结构也可以

做⼀些要求，比如说满⾜ (F1)-F(4) 等；我们还可以加更多的结构，比如还要求 X 上有乘法

结构 · : X ×X → X 并且对这些结构之间的关系也有限定（比如说 (F9)）。在数学中，所谓

的空间通常指的是⼀个配备了某些结构的集合 X。

对于正整数 n，我们还约定 xn = x · x · · · · · x︸ ︷︷ ︸
n个

，nx = x+ x+ · · ·+ x︸ ︷︷ ︸
n个

。类似的，对于 n ∈ Z<0，我

们约定 xn = x−1 · x−1 · · · · · x−1︸ ︷︷ ︸
|n|个

，nx = (−x) + (−x) + · · ·+ (−x)︸ ︷︷ ︸
|n|个

。我们规定 0x = 0，x0 = 1。

特别地，我们定义了以整数 n ∈ Z 为幂的幂函数：

R → R, x 7→ xn.

不难验证，对任意的m,n ∈ Z，(n+m)x = nx+mx，xn+m = xn ·xm。特别地，nx+(−n)x = 0，

xn · x−n = 1。

练习. 1) 证明，对任意的 x, y，如果 b ̸= 0，我们有

x+ a = y + a⇒ x = y; x · b = y · b⇒ x = y.

2) 证明，对任意的 x, y, z, w，如果 y ̸= 0，w ̸= 0，那么我们有

x

y
+
z

w
=
xw + zx

yw
,
x

y
· z
w

=
x · z
y · w

.

3) 证明，对任意非零的 x 和 y，我们有(
x

y

)−1

=
y

x
.

4) 证明，(−1) · x = −x。据此，进⼀步证明 (−x) · y = −(xy)，(−x) · (−y) = xy。

（提示：利用 x+ (−1) · x = 1 · x+ (−1) · x）

从此之后，我们可以不计后果地使用这些公式（熟知的公式是所谓的直观的⼀部分）。

(O) 序公理：R 是有序域
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(O1) 序的传递性：x ⩽ y, y ⩽ z ⇒ x ⩽ z。

(O2) 序可以决定元素：x ⩽ y, y ⩽ x⇒ x = y。

(O3) 全序关系：对任意的 x 和 y，x ⩽ y 或者 y ⩽ x，⼆者必居其⼀（可以都成⽴）。

注记. 我们给出⼤于号和小于号的定义：如果 x ⩽ y 且 x ̸= y，我们就说 x < y；类似

地，可以定义 y < x。所以任意给定 x, y ∈ Q，那么如下三种情形（这三种情形是互斥

的）必居其⼀：

x < y, x = y, x > y.

我们在数学分析中偏爱 ⩽ 和 ⩾，这是因为这两种符号在后来的去极限的运算下是封闭

的，这是后话。

另外，如果 x > 0，我们就称 x 是正实数并且称它的符号是正的，记做 sign(x) = +；如

果 x > 0，我们就称 x 是负实数并且称它的符号是负的，记做 sign(x) = −。换句话说，

我们定义了⼀个映射

sign : R× → {+,−}.

我们在课程中会强调集合之间的映射这个概念。习惯上我们把正实数，记作 R>0，我们

还将 ⩾ 0 的实数称作非负实数，记作 R⩾0；类似地，我们可以定义非正或者负实数并且

“望⽂⽣义”地定义符号 R<0 和 R⩽0。

注记 (区间的定义（也请参见之后所谓的⼏何定义）). 假设 a, b ∈ R，满⾜ a < b。我们

定义开区间，闭区间和半开半闭的区间如下

[a, b] := {x ∈ R|a ⩽ x ⩽ b}, (a, b) := {x ∈ R|a < x < b},

[a, b) := {x ∈ R|a ⩽ x < b}, (a, b] := {x ∈ R|a < x ⩽ b}.

另外，作为约定，我们还采取下面的记号

[a,+∞) := {x ∈ R|x ⩾ a}, (a,+∞) := {x ∈ R|x > a},

(−∞, b] := {x ∈ R|x ⩽ b}, (−∞, b) := {x ∈ R|x < b}.

其中，a 和 b 分别被称作是这些区间的左端点或者右端点。

用数学分析中的⿊话来说，符号 ∞ 被称作是无穷，±∞ 被称作是正／负无穷，它们目

前完全不具有具体的含义。

(O4) 与加法相容：x ⩽ y ⇒ x+ z ⩽ y + z。

(O5) 与乘法相容：x ⩾ 0, y ⩾ 0 ⇒ xy ⩾ 0。

(A) Achimedes 公理：R 是 Archimedes 有序域，即

对任意 x > 0 和 y，总存在正整数 n，使得 n · x ⩾ y。
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思考题. 假设 a > 0，你是否能证明开区间 (0, a) 是非空的。通过反证法，你就可以看到所谓

的 Dedekind 分割的影⼦。Dedekind 分割是构造实数的⼀种⼿段，我们在后面的课程会讨论。

在思考的过程中你也会发现，真正的困难在于，基于目前的公理，我们不清楚 R 中都有什么

样⼦的元素（目前我们只知道 0, 1,−1 ∈ R），所以，能否⼤量的构造实数是⼀个很重要的问

题。我们课程的⼀个关键点就是构造
√
2，e 和 π，这听起来有些⽆聊，但是中学数学教学从

来都没有给出这些数的具体定义（只要求⼤家必须接受它们的某些性质）。

练习. 1) 证明，x ⩾ 0 等价于 −x ⩽ 0；y > 1 可以推出 0 <
1

y
< 1。进⼀步证明，x ⩾ y 等

价于 −x ⩽ −y。

2) 证明，1 > 0，−1 ̸= 1。（提示：如若不然，那么，−1 > 0，利用 (O5) 就得到了⽭盾）

3) 证明，如果 x ⩽ y，a ⩽ 0，那么 a · x ⩾ a · y。

4) 证明，如果 a ⩽ b，x ⩽ y，那么 a+ x ⩽ b+ y 并且 = 成立当且仅当 a = b，x = y；再

证明，如果 0 < a ⩽ b，0 < x ⩽ y，那么 ax ⩽ by 并且 = 成立当且仅当 a = b，x = y。

5) 给定 x, y ∈ R，如果对任意的 a < x 都能推出 a < y，证明，x ⩽ y。

6) 证明，对任意的 x ∈ R，我们有 x2 ⩾ 0。

7) 证明，如果 a2 < a，那么 0 < a < 1。

8) 如果非零实数 x 和 y 的符号相同，证明，(x+ y)2 > (x− y)2。

命题 1. R 包含所有有理数，即存在单射 ι : Q → R，使得对任意的 x, y ∈ Q，我们有

ι(x+Q y) = ι(x) + ι(y), ι(x ·Q y) = ι(x) · ι(y),

其中 +Q 和 ·Q 分别为有理数 Q 上的乘法和加法。映射 ι : Q → R 还保持序关系，即对任意

的 x, y ∈ Q，如果 x ⩽Q y，那么 ι(x) ⩽ ι(y)，其中 ⩽Q 是有理数上的序。

证明: ⾸先对于整数 n 定义映射 ι(n) ∈ R。我们令

ι(n) =



n个︷ ︸︸ ︷
1 + 1 + · · ·+ 1, 如果 n > 0;

0, 如果 n > 0;

(−1) + (−1) + · · ·+ (−1)︸ ︷︷ ︸
−n个

, 如果 n < 0.

不难验证（请同学参考课堂笔记），对任意的 m,n ∈ Z，我们都有

ι(m+Q n) = ι(m) + ι(n), ι(−n) = −ι(n), ι(m ·Q n) = ι(m) · ι(n).

据此，为了验证 ι 是单射，只要说明如果 ι(m) = ι(n)，则 m = n。我们有

ι(m− n) = ι(m) + ι(−n) = ι(m)− ι(n) = 0,
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按照定义，就有 k = m−n（因为对任意的 k > 0，

k个︷ ︸︸ ︷
1 + 1 + · · ·+ 1 > 0，

k个︷ ︸︸ ︷
(−1) + 1 + · · ·+ (−1) <

0）。对于有理数 x =
p

q
∈ Q，其中 p, q ∈ Z，q ̸= 0，我们定义

ι(x) =
ι(p)

ι(q)
,

其中，因为 p 和 q 是整数，所以 ι(p) 和 ι(q) 已经有了定义。当然，x 可以表⽰为其他的整数

的商的形式，⽐如说，x =
s

t
，其中 s, t ∈ Z，为了说明 ι(x) 是良好定义的，我们就要说这两

种表⽰所给出的 R 中的元素是⼀样的，即证明

ι(p)

ι(q)
=
ι(s)

ι(t)
.

根据整数情况已经证明的结论，我们知道上式等价于

ι(p) · ι(t) = ι(q) · ι(s) ⇔ ι(pt) = ι(qs) ⇔ pt = qs,

其中最后⼀个等价性⽤到了 ι 在整数集上是单射，所以 ι(x) 是良好定义的，从⽽我们得到了

映射

ι : Q → R.

为了说明 ι 是单射，考虑 ι(
p

q
) = ι(

s

t
)，其中 p, q, s, t 是整数。此时，按照定义，我们有

ι(p)

ι(q)
=
ι(s)

ι(t)
⇒ pt = qs⇒ p

q
=
s

t
.

最后，我们把 ι 保持序关系，即说明如果 p
q > s

t，那么 ι(p)
ι(q) >

ι(s)
ι(t)，其中，我们总能假设

q > 0�t > 0。由于 ι(q) > 0，ι(t) > 0（因为对任意的 k > 0，

k个︷ ︸︸ ︷
1 + 1 + · · ·+ 1 > 0），所以

ι(p)
ι(q) >

ι(s)
ι(t) 等价于

[ι(p) · ι(t) > ι(q) · ι(s) ⇔ ι(pt− qs) > 0.

后者是显然的，因为 pt− qs > 0。

注记. 我们之后将 Q 和 ι 的像等同。自此往后，我们就在这个意义下认为有理数 Q 是 R 的

⼦集。换句话说，我们用 n 来表示 R 中的

k个︷ ︸︸ ︷
1 + 1 + · · ·+ 1，

p

q
表示

p个︷ ︸︸ ︷
1 + 1 + · · ·+ 1

1 + 1 + · · ·+ 1︸ ︷︷ ︸
q个

等。习惯

上，我们将 R−Q 的元素称为是无理数（这是⼀个在中⽂世界里被⼴泛接受的“⽆理的”术语）。

练习. 有了以上的各种准备和经验，我们就不难证明

1) 证明，利用 R 中的 n 的定义，我们有 n · x = nx，n · x = nx。（先证明在 R 中，我们有

n · x =

n个︷ ︸︸ ︷
x+ x+ · · ·+ x，其中 n > 0 是 R 中的⼀个自然数）。
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2) 证明，对于任意的 a < b，(a, b) 有⽆限多个元素。（提示：我们可以考虑
1

2
(a+ b) 并利

用 0 <
1

2
< 1 这个事实）

3) 如果 R 中存在元素 o > 0，使得对任意的 x > 0，我们都有 o < x，我们就称 o 是⽆穷

小元。证明，R 中没有⽆穷小元。（有⼀种专门研究含有⽆穷小的数的分析，叫做非标准

分析）

(I) 区间套公理

给定有限（即要求下⾯的 an 和 bn 均为实数）闭区间的序列 {In = [an, bn]}n=1,2,···，如果

这个序列是下降的，即 I1 ⊃ I2 ⊃ I3 ⊃ · · ·（等价于对任意的 n ⩾ 1 都有 an ⩽ an+1 并且

bn+1 ⩾ bn），那么它们的交集⾮空，即

lim
n→∞

In :=
∩
n⩾1

In ̸= ∅.

定义 2. 我们将满⾜上述四条公理系统 (F)，(O)，(A)，(I) 的四元组 (R,+, ·,⩽) 称作是实数。

注记. 这个定义目前并不是良好定义的：我们完全不知道这样的实数理论是不是唯一的；我们甚⾄

没有证明满⾜四条的四元组 (R,+, ·,⩽) 是存在的。另外，除了有理数之外，我们并没有证明⽆理数

（比如说
√
2）是存在的。

我们注意到，如果就强⾏要求 R 是全体有理数的集合并且配备了 +，· 和 ⩽ 这⼏种有理数上

的结构，我们所得到的四元组是满⾜ (F)，(O)，(A) 这三条公理系统的，所以，要想真的得到我

们中学所熟悉的实数（⽐如说存在
√
2），区间套公理是必不可缺的。
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2 区间套公理与确界原理，距离空间

⼆零⼀九年九⽉⼗⼆⽇，星期四，多云

实数的基本性质

假设存在 (R,+, ·,⩽) 满⾜ (F)，(O)，(A)，(I) 四套公理，除了上次课练习题中已证明的结

论，实数还有许多为⼈们所“熟知的”性质。我们强调的是这些性质需要在以上公理化的体系下被证

明。我们补充⼏个这样的性质，它们证明⽐较简单，我们仍以课堂习题的⽅式给出，细节留给同学

在整理笔记的时候给出：

练习. 1) x ⩽ y 和 y < z 可以推出 x < z；x < y 和 y ⩽ z 可以推出 x < z。

2) R 的有限⼦集都有唯⼀的最⼤元和唯⼀的最小元（我们约定集合中的两个元素是不同的）。特

别地，如果 A ⊂ R 是有限⼦集，n = |A|，那么可以将 A 中的元素排序，使得

A = {a1, a2, · · · , an}, a1 < a2 < · · · < an.

3) x1, · · · , xn 和 y1, · · · , yn 是实数，对任意的指标 1 ⩽ i ⩽ n，xi ⩽ yi，那么

x1 + · · ·+ xn ⩽ y1 + · · ·+ yn.

上面的不等式取等号当且仅当对所有的 i，我们都有 xi = yi。特别地，对于非负实数 a1, · · · , an，

它们的和
n∑
i=1

ai 也是非负实数，此和为零当且仅当所有的 ai 均为零。（这个命题当 n = 2 时

前面已经证明）

关于实数有⼀个重要（但是简单）的事实：存在充分⼤的正数，也存在充分⼩的正数，这将是

数学分析中反复使⽤的事实。这个命题的精确说法如下（这是我们第⼀次⽤到 ε− δ 语⾔）：

引理 3. 对任意的正实数 A，总存 M，使得 M > A；对任意的正实数 a，总存在正实数 ε，使得

ε < a。

证明: 我们可以选取 M = A+ 1，ε =
a

2
。证明的要点在于说明 1

2 < 1。

我们按照如下⽅式定义绝对值函数| · | : R → R⩾0：对任意的 x ∈ R，

x 7→ |x| =

x, 如果x ⩾ 0;

−x, 如果x < 0.

练习. a 是非负实数。证明，|x| ⩽ a 当且仅当 −a ⩽ x ⩽ a。特别地，x = 0 当且仅当 |x| = 0。

引理 4. 绝对值函数 | · | : R → R⩾0 满⾜下面的性质：

1) 假设 a ∈ R⩾0。证明，|x| ⩽ a 当且仅当 −a ⩽ x ⩽ a。特别地，x = 0 当且仅当 |x| = 0。
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2) 对任意实数 x 和 y，我们有

|x+ y| ⩽ |x|+ |y|,
∣∣|x| − |y|

∣∣ ⩽ |x− y|.

特别地，我们有 |x1 + · · ·xn| ⩽ |x1|+ · · ·+ |xn|，其中 {xi}1⩽i⩽n ⊂ R。

证明: 我们只对 2) 中第⼀个不等式进⾏证明，其余的部分是简单的，留给同学⾃⾏验证。对 x 和 y

分情况讨论：如果 x和 y 的符号⼀致，命题是显然的，所以不妨假设 x ⩽ 0 ⩽ y。此时，x+y ⩽ |x|+|y|
是明显的，下⾯说明 x+ y ⩾ −(|x|+ |y|)，这是因为 −|x| ⩽ x，−|y| ⩽ y。

在实数 R 上研究分析有⼀个重要的“⼏何观点”：尽管这个看法很“⾃然”，然⽽从公理化的观点

⽽⾔，这绝⾮显⽽易见：

我们将 R 想象成⼀条“直线”：每个实数对应直线上的⼀个点；⼤⼩关系可以两点的⼀左⼀右来确定；区间就

是两点之前的线段，诸如此类。

这种形象的看法使得在很多场合下的推理和计算变得容易操作和叙述。然⽽必须强调的是，在证明或者计算

的过程中上述图像只起辅助的作⽤，⼀切结论都是严格根据从实数公理出发的所得到的结论通过正确推理⽽

来。（这⼀如平⾯⼏何中画图对证明所起到的作⽤）

分析学会进⼀步深化这种⼏何化的看法：我们倾向于 几何地考虑问题。⽐如说，我们会将尽量多的数学对象

想象成空间的点并发展相应的理论使得于⼏何的直观在应⽤的时候是严格的。

我们注意到，迄今为⽌，我们还未使⽤公理 (I)（区间套原理），上次课的最后也提到过，如果

只⽤前三套公理体系，那么这种“实数”可能只包含有理数，这⾃然不是我们想要的实数理论。下⾯

要证明的确界原理就依赖于区间套原理。

X ⊂ R 是实数的集合，a,A ∈ R。如果对任意 x ∈ X，都有 x ⩽ A，就称 A 是 X 的⼀个上界；

如果对任意 x ∈ X，都有 x ⩾ a，我们就称 a 是 X 的⼀个下界。如果 X 既有上界又有下界，我们

就说 X 是有界的。X 有界等价于存在（⼤的）正实数 M，使得对任意 x ∈ X，我们都有 |x| ⩽M。

定理 5 (确界原理). 假设 X ⊂ R 是非空的并且 X 有上界。令 M =
{
M ∈ R

∣∣M是 X 的上界
}
，则

M 有（唯⼀的）最小元，即存在 M0 ∈ M，使得任意的 M ∈ M，都有 M0 ⩽M。

我们称 M0 为 X 的上确界，记作 supX。

证明: 任选 x ∈ X，任取上界 M ∈ M 并不妨假设 x /∈ M（否则 x = supX）。对每⼀个正整

数 n ⩾ 1，根据 Archimedes 公理，存在正整数 k，使得 x + k2−n ⩾ M，从⽽ x + k2−n ∈ M

是上界。我们令 kn（⩾ 1 根据 x /∈ M）是最⼩的使得 x + kn2
−n ∈ M 是上界的正整数，令

In = [x+ (kn − 1)2−n, x+ kn2
−n] = [an, bn]（闭区间），那么

a) In ∩X ̸= ∅。

如果不然，对任意的 y ∈ X，都有 y /∈ In。很明显，y 落在 In 的右端点 bn 的左边（因为 bn

是上界），所以 y 只能落在整个 In 的左边，这表明 In 的左端点 an 也是上界。但是，这与 kn

的选取⽅式（最⼩性）⽭盾。
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b) In ⊃ In+1。

根据区间 In 的构造⽅式，它的右端点 bn 是上界，左端点 an 不是上界（即存在 y ∈ X 使得

y > an）。为了说明 In ⊃ In+1，我们要证明下⾯的不等式即可：

an ⩽ an+1, bn+1 ⩽ bn ⇔ (kn − 1)2−n ⩽ (kn+1 − 1)2−(n+1), kn+12
−(n+1) ⩽ kn2

−n

我们⽤反证法。

先⽐较右端点，如果 kn+12
−(n+1) > kn2

−n，那么 kn+12
−(n+1) ⽐ kn2

−n ⾄少⼤出来 2−(n+1)

这么多，所以 (kn+1 − 1)2−(n+1) ⩾ kn2
−n，这表明 In+1 的左端点 an+1 在 In 的右端点 bn 的

右边（可能重合），即 an ⩾ bn+1，从⽽ an 也是 X 的上界，⽭盾。

其次⽐较左端点，如果 (kn+1 − 1)2−(n+1) < (kn − 1)2−n，和上⾯⼀样的推理我们就知道

kn+12
−(n+1) ⩽ (kn − 1)2−n，这表明 In+1 的右端点 bn+1 在 In 的左端点 an 的左边（可能重

合），所以 an 是 X 的上界，⽭盾。

根据区间套公理，我们令 J =
∩
n⩾1

In ̸= ∅。我们注意到，J 恰好只含有⼀个元素：如果不然，我们在

J 中选取两个点（我们认为点＝数）a 和 b 并且不妨假设 a < b。按照定义，对任意的 n，a, b ∈ In。

特别地，我们可以选取 n，使得 b− a > 2−n（即 2n(b− a) < 1），此时区间 In 的长度⼩于 a 和 b 之

间的距离，它不可能同时包含 a 和 b 这两个点，⽭盾！所以，我们假设 J = {M0}。那么，我们有

• M0 ∈ M，即 M0 是 X 的⼀个上界。

如若不然，存在 y ∈ X，使得 y > M0。根据定义，对每个 n，我们都有 M0 ∈ In（因为 J 是

所有 In 的交集），所以 bn −M0 ⩽ 2−n。我们可以选取很⼤的 n，使得 2−n < y −M0，从⽽

y > M0 + y ⩾ bn，这和 bn 是 X 的上界⽭盾（按照 In 的构造⽅式，它的右端点 bn 是 X 的

上届）。

• M0 = min
M∈M

M 是最⼩的上界。

如若不然，那么存在 M̃ ∈ M 使得 M̃ < M0。由于对每个 n，我们都有 M0 ∈ In，所以

an + 2−n ⩾ M0。我们可以选取很⼤的 n，使得 2−n < M0 − M̃，从⽽ an > M̃，这和 an 不

是 X 的上界⽭盾。

综上所述，命题得证。

注记. 关于确界，我们有下面⼏个补充，第三个尤为重要：

1) 对偶的命题：假设 X ̸= ∅ 有下界，令 M =
{
M ∈ R|M是 X 的下界

}
。那么，M 有（唯⼀的）

最⼤元，即存在 M0 ∈ M，使得任意的 M ∈ M，都有 M0 ⩾M。我们称 M0 为 X 的下确界，

记作 infX。

2) infX ⩽ supX。
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3)（上确界的刻画）假设非空集合 X ⊂ R 有上界并且实数 M 是 X 的上界。那么，下面两个命

题是等价的

– M = supX。

– 对任意的 ε > 0，都存在 x ∈ X，使得 x > M − ε。

集合的下确界也可以类似地刻画，我们略去叙述。这个刻画的证明我们留做作业题。

4) 假设 (R,+, ·,⩽) 满⾜ (F)，(O) 和 Archimedes 公理 (A) 这三套公理。如果我们假设确界定

理成立，那么区间套公理 (I) 可以被证明：

对任意的闭区间套序列 {In = [an, bn]}n=1,2,···，其中对任意的 n，有 an ⩽ an+1，bn+1 ⩾ bn。

很明显，集合 A = {an}n⩾1 是有上界的（取 b1 为上界），根据确界原理，我们令 a = supA，

那么 a ⩽ bn（因为每个 bn 都是上界⽽上确界是最小的上界）；B = {bn}n⩾1 是有下界的（取

a 为下界），根据确界定理，我们令 b = infB，所以，a ⩽ b。那么，
∩
n⩾1

In ⊃ [a, b] ̸= ∅。

空间的概念

我们引⼊度量／距离空间的概念。我们已经讲过，所谓的空间，就是⼀个集合加上⼀些附加的

结构：

定义 6. X 是集合。如果存在 d : X ×X → R⩾0 是 X 上双变量的函数，满⾜如下三条性质：

a) 对任意的 x 和 y，d(x, y) ⩾ 0 并且取等号当且仅当 x = y；

b) 对任意的 x 和 y，d(x, y) = d(y, x)；

c) 三角不等式：对任意的 x, y, z ∈ X，我们有 d(x, z) ⩾ d(x, y) + d(y, z)。

我们就称⼆元组 (X, d) 是⼀个距离空间或者度量空间。函数 d 被称作该距离空间上的距离函数。

注记. 直观上，d(x, y) 衡量空间 X 中两点 x 和 y 的远近（我们可以形象地将 X 想成是中学所熟

悉的平面）。

1) 在距离空间的定义中，我们已经用到了实数 R 的概念。

2)（重要）对于 x, y ∈ R，定义 d(x, y) = |x− y|，那么 (R, d) 是度量空间（只要验证定义即可）。

从此往后，我们就可以将 R 等同成⼀个⼏何对象了。

3)（重要）我们令 Rn = R× R× · · · × R︸ ︷︷ ︸
n个

，即 Rn =
{
(x1, · · · , xn)

∣∣x1 ∈ R, · · · , xn ∈ R
}
。对于

x, y ∈ Rn，我们定义

d(x, y) =
√
(x1 − y1)2 + · · ·+ (xn − yn)2, x = (x1, · · · , xn), y = (y1, · · · , yn).

那么，(Rn, d) 是度量空间（验证三角不等式时候需要用到所谓的 Cauchy-Schwarz 不等式）。

注意到，我们目前并没有定义开⽅运算！
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4) 考虑复数域 C。对于 z1, z2 ∈ C，定义 d(z1, z2) = |z1 − z2|，那么 (C, d) 是度量空间。

5)（⼦空间）假设 Y ⊂ X，我们定义 Y 上的距离函数:

dY : Y × Y → R, (y1, y2) 7→ dY (y1, y2) = d(y1, y2).

那么，(Y, dY ) 是度量空间。我们称 dY 是 d 在 Y 上的诱导度量，(Y, dY ) 称作是 (X, d) 的子

（度量）空间。

我们之后会经常⽤到稠密性的概念。给定度量空间 (X, d)，Y ⊂ X 是⼦集。如果对任意的

x ∈ X 和任意（⼩）的 ε > 0，都存在 y ∈ Y，使得 d(y, x) < ε，我们就称 Y 在 X 中是稠密的。直

观上，Y 在 X 中稠密说的是对于 X 的每个点都有⼀个 Y 中的点和它离得要多近就有多近。对这

个概念的理解有助于学习 ε− δ 语⾔。我们有如下经典的习题：

练习. 证明，有理数和⽆理数在实数（这是⼀个度量空间）中都是稠密的。

我们还可以引⼊其他的⼏何概念，⽐如说区间的长度（⾼维数时称为⾯积／体积或者测度）的

概念：对于区间 I = [a, b] 或者 (a, b) 或者相应的半开半闭的形式，定义 I 的长度为 |I| = |b − a|。
我们不系统地引⼊所有和⼏何相关的概念，⽽是这个概念真的必要时再进⾏讨论。

最终，我们引⽤线性／向量空间的概念，作为另⼀个例⼦来阐述所谓的空间的概念：

定义 7. F = R 是实数域（可以是别的域，比如说有理数或者复数），V 是集合。我们假设存在两

种运算：

• 加法运算。+ : V × V → V, (v, w) 7→ v + w；

• 数乘运算。· : F× V → V, (λ, v) 7→ λ · v。

我们假设三元组 (V,+, ·) 满⾜如下的⼋条公理（其中 λ�µ ∈ F，u, v, w ∈ V 是任意选取的）：

1) 加法结合律：u+ (v + w) = (u+ v) + w；

2) 加法交换律：u+ v = v + u；

3) 存在加法单位元：存在 0 ∈ V（被称作是 V 的原点），使得对任意 v ∈ V，0 + v = v 成立；

4) 加法逆元的存在性：对任意 v ∈ V，存在 −v ∈ R，使得 v + (−v) = 0；

5) 数乘的结合律：λ · (µ · v) = (λ ·F µ) · v；

6) 数乘的分配律之⼀：(λ+F µ) · v = λ · v + µ · v；

7) 数乘的分配律之⼆：λ · (u+ v) = λ · u+ λ · v；

8) 乘法单位元：1 · v = v。

我们就称三元组 (V,+, ·) 是 F 上的⼀个线性空间或者向量空间，或者称作 F-线性空间。

练习. 试在 Rn 定义 + 和 · 的结构使得它成为⼀个 R-线性空间。
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3 实数的构造：Dedekind 分割

⼆零⼀九年九⽉⼗六⽇，星期⼀，晴天

Dedekind 分割与实数的构造

定义 8 (Dedekind 分割). X ⊂ Q 是有理数的⼦集，令 X ′ = Q−X。如果下面三条性质都成立：

1) X ̸= ∅，X ′ ̸= ∅；

2) 对任意 x ∈ X，x′ ∈ X ′，都有 x < x′；

3) X 中没有最⼤元，

我们就称 X 或 X ∪X ′ 是 Q 的⼀个 Dedekind 分割。我们用 R 表示所有 Dedekind 分割组成的

集合。

注记. 我们可以重新解读后两条性质：

• 第⼆条 2) 等价于说，如果 x1 ∈ X，那么对任意的 x2 < x1，我们就有 x2 ∈ X。这也表明，

如果 x′1 ∈ X，那么对任意的 x′2 > x′1，我们就有 x′2 ∈ X ′。

• 第⼆条 3) 指的是对任意 x ∈ X ′，总存在 x′ ∈ X，使得 x′ > x。

例子. 我们给出两个 Dedekind 分割的例⼦（课堂练习：直接验证定义）：

a) 假设
p

q
是有理数，其中 p ∈ Z，q ∈ Z⩾1 并且 p 和 q 互素，我们定义

X p
q
=
{
x ∈ Q

∣∣x < p

q

}
.

这个例⼦将给出所有的有理数。

b) 我们定义 X√
2 如下：

X√
2 =

{
x ∈ Q⩾0

∣∣x2 < 2
}
∪Q⩽0.

这个例⼦将给出我们所熟悉的
√
2。

序结构

现在，我们要在 R 上定义序关系，加法和乘法，使得 (R,+, ·,⩽) 满⾜四套公理。

我们先定义序关系：

定义 (序关系). 对任意的 X,Y ∈ R，作为 Q 的⼦集合，如果

• X = Y，我们称 X = Y；

• X ⊂ Y 且 X ̸= Y，我们称 X < Y（也记做 Y > X）。
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我们⾸先来验证这个序关系满⾜公理 (O1)，(O2) 和 (O3)：

(O3). ⩽ 是⼀个全序关系，即对任意的 X,Y ∈ R，X ⊂ Y 和 Y ⊂ X 必居其⼀：

我们假设 X ̸⊂ Y，只要说明 Y ⊂ X 即可。根据假设，存在 x ∈ X，使得 x /∈ Y，根据序的定

义中的 2），对任意的 y ∈ Y，都有 y ⩽ x（否则 x < y，y ∈ Y，就可以推出 x ∈ Y，⽭盾！），

从⽽ y ∈ X（因为 x ∈ X），所以 Y ⊂ X。

(O1). 对任意的 X,Y, Z ∈ R，如果 X < Y，Y < Z，那么 X < Z。

这就是集合关系的传递性的重新叙述。

(O2). 对任意的 X,Y ∈ R，X < Y，X = Y 或者 X > Y 三者恰有⼀种情形成⽴。

⽤集合的包含关系来看，这是显然的。

⼀个有趣的事情是，我们现在就可以证明确界原理了（只需要⽤到序的定义！）。为此，我们先做

⼀番准备。假设 X ⊂ R（这是⼀个由若⼲ Dedekind 分割所组成的集合）有上界，即存在 Dedekind
分割 M，使得对任意 X ∈ X，X ⩽M，这⾥我们假设 X ̸= ∅。我们现在定义 supX 的候选：

M0 =
∪
X∈X

X.

这是有理数的⼦集，我们⾸先要说明 M0 ∈ R，即 M0 是 Dedekind 分割。我们逐条验证定义：

1) M0 ̸= ∅，M ′
0 ̸= ∅。

M0 ̸= ∅ 是显然的。为了说明 M ′
0 ̸= ∅，我们考虑 X 的⼀个上界 M，也就是说对于任意的

X ∈ X，我们都有 X ⊂M。此时，我们考虑任意的⼀个 m′ ∈M ′，这是 M ′
0 中的⼀个元素。

2) 对每⼀个 x1 ∈M0，如果 x2 < x1，那么⼀定有 x2 ∈M0。

实际上，由于 x1 ∈ M0，所以存在 Dedekind 分割 X ∈ X，使得 x1 ∈ X，所以 x2 ∈ X ⊂
M0 =

∪
Y ∈X

Y。

3) M0 中没有最⼤元。

如若不然，我们可以找到 x ∈ M0 是最⼤元。根据 M0 的定义，存在 Dedekind 分割 X ∈ X，

使得 x ∈ X，那么 X 必须是 X 的最⼤元（因为 X ⊂M0），这与 X 是 Dedekind 分割⽭盾。

我们下⾯说明，M0 是 X 最⼩的上界，即若定义

M =
{
M ∈ R

∣∣M是 X 的上界
}
,

那么，我们有 M0 ∈ M 并且如果 M ∈ M，那么 M0 ⩽M：

M0 ∈ M 是明显的。为了说明 M0 ⩽ M，其中 M 是上界，我们⽤定义：由于 M 是上界，所

以对任何的 X ∈ X，我们都有 X ⊂M，所以它们的并
∪
X∈X

X 也是 M 的⼦集，即 M0 ⊂M，这等

价于 M0 ⩽M。

这就证明了确界原理。
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加法结构

我们现在定义加法运算：

定义 (加法). 对任意的 X,Y ∈ R，我们定义

X + Y :=
{
x+ y

∣∣x ∈ X, y ∈ Y
}
.

我们还定义零元素 0 为

0 = X0 =
{
x ∈ Q

∣∣x < 0
}
.

注记. 我们首先说明加法运算

R× R +−→ R, (X,Y ) 7→ X + Y

是良好定义的，即说明上面所定义的 X + Y 的确是 Dedekind 分割（先验地来看，X + Y 只是 Q
的⼀个⼦集）。为此，我们只需要依次验证 Dedekind 分割的定义中的三条性质：

1) X + Y 及其补集 (X + Y )′ 是非空的。

由于 X 和 Y 都非空，X + Y 自然非空；我们随意选定 x′0 ∈ X ′，y′0 ∈ Y ′，那么对任意的

x ∈ X，y ∈ Y，我们都有 x < x′0，y < y′0。所以，对任意的 x ∈ X，y ∈ Y，我们都有

x+ y < x′0 + y′0，这就表明 x′0 + y′0 比 X + Y 中所有数都⼤。特别地，x′0 + y′0 /∈ X + Y，也

就是说 x′0 + y′0 ∈ (X + Y )′。

2) 对任意的 x+ y ∈ X + Y，其中 x ∈ X，y ∈ Y，如果有理数 z < x+ y，那么 z ∈ X + Y。

为此，我们注意到 z − x < y，根据，y ∈ Y，我们知道 z − x ∈ Y，所以

z = x︸︷︷︸
∈X

+ z − x︸ ︷︷ ︸
∈Y

∈ X + Y.

3) X + Y 中没有最⼤元。

如果不然，假设 x0 + y0 ∈ X + Y 是最⼤元，其中 x0 ∈ X，y0 ∈ Y。根据定义，由于 X 和

Y 没有最⼤元，所以存在 x ∈ X，y ∈ Y，使得 x0 < x，y0 < y，从⽽ x0 + y0 < x+ y。但是

x+ y ∈ X + Y，这与 x0 + y0 是最⼤元这个假设⽭盾。

我们下⾯需要依次验证和加法相关的⼏条公理。如果不加其他的陈述，我们总假设 X,Y, Z ∈ R

是任意选定的 Dedekind 分割。那么，我们有

(F1) (X + Y ) + Z = X + (Y + Z)。

根据定义，这是显然的。

(F2) X + Y = Y +X。

根据定义，这也是显然的。
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(O4) 如果 X < Y，那么 X + Z < Y + Z。

这个性质的证明不是⼀句话就可以完成的，我们先准备⼀个技术⼯具

引理 9. X 是 Dedekind 分割。那么，对任意的正整数 n，总存在 x ∈ X，x′ ∈ X ′，使得

0 < x′ − x <
1

n
.

证明想法可以追溯到庄周：⼀尺之棰，日取其半，万世不竭。－《庄⼦ · 天下》

证明: 任意选定 x0 ∈ X,x′0 ∈ X ′，我们通过归纳的⽅式来构造⼀些列的 (xk, x
′
k)，其中 k ⩾ 0，

xk ∈ X，x′k ∈ X ′。假设 (xk, x
′
k) 已经构造好了，那么我们考虑 y =

1

2
(xk + x′k)。有两

种可能的情况：如果 y ∈ X，那么定义 (xk+1, x
′
k+1) = (y, x′k)；如果 y ∈ X ′，那么定义

(xk+1, x
′
k+1) = (xk, y)。很明显，我们有

|xk+1 − x′k+1| =
1

2
|xk − x′k| ⇒ |xk − x′k| =

1

2k
|x0 − x′0|.

上⾯的等式对任意的 k 都对。特别地，我们选取 k0，使得 2k0 > n|x0−x′0|，从⽽ x = xk0 ∈ X

和 x′ = x′k0 ∈ X ′ 满⾜要求。

回到 (O4) 的证明：⾸先注意到不等式 X+Z ⩽ Y +Z 是显然的，所以只要说明 X+Z ̸= Y +Z

即可。我们选取 y, ỹ ∈ Y −X，使得 y > ỹ（先取 ỹ，由于 Y 没有最⼤元，可以再选 y）。现在

选取⾃然数 n，使得
1

n
< y − ỹ（在有理数中这⼀点总能做到）。根据引理，我们再取 z ∈ Z，

z′ ∈ Z ′，使得 z′ − z <
1

n
。

我们现在说明 y+ z /∈ X +Z：如若不然，那么存在 x ∈ X，z1 ∈ Z，使得 y+ z = x+ z1。按

照定义，x < ỹ，所以 z1 < z′。这样，我们得到如下两个不等式：

x < (ỹ − y) + y,

z1 < (z′ − z) + z <
1

n
+ z < (y − ỹ) + z.

将这两个不等式相加，我们得到 x+ z1 < y + z，⽭盾。

(F3) 对任意的 X ∈ R，我们都有 0 +X = X。

根据 0 的定义，0 +X =
{
x+ (−a)|a ∈ Q>0

}
。假设 x− a ∈ 0 +X 是任意给定的⼀个元素，

其中 x ∈ X，a ∈ Q>0，那么，根据 x−a < x，我们知道 x−a ∈ X，这说明 0+X ⊂ X；假设

x ∈ X 是任意给定的⼀个元素，那么⼀定存在 x′ ∈ X，使得 x > x′，我们令 a = x′−x ∈ Q>0，

从⽽，x = x′ + (−a)，这个分解表明 x ∈ 0 +X，所以 X ⊂ 0 +X。

(F4) 对任意的 Dedekind 分割 X 和 Y，存在唯⼀的 Z ∈ R，使得 X +Z = Y。Y = 0 的情况就是

公理 (F5)。
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X,Y ∈ R 给定，我们按照下⾯的⽅式定义 Z：

Z =
{
y − x′

∣∣y ∈ Y, x′ ∈ X ′}.
我们⾸先要说明 Z ∈ R，其推理与之前验证 X + Y ∈ R 的⽅式类似：

– Z ̸= ∅，Z ′ ̸= ∅。

Z 显然不是空集；为了说明 Z ′ 不是空集，我们选定 y′0 ∈ Y，x0 ∈ X，只要说明 y′0−x0 /∈ Z

即可：如若不然，存在 y ∈ Y 和 x′ ∈ X ′，使得 y − x′ = y′0 − x0，即 y + x0 = y′0 + x′，

这与 y < y′0 以及 x0 < x′ ⽭盾。

– 对任意的 y − x′ ∈ Z，其中 y ∈ Y, x′ ∈ X ′，如果 z < y − x′，就⼀定有 z ∈ Z。

我们只需要把 z 分解为 z = y − (y − z)，根据 z < y − x′，我们知道 y − z > x′，所以

y − z ∈ X ′，所以 z 可以写成 Y 中元素与 X ′ 中元素的差。

– Z 中的元素没有最⼤元。

证明是平凡的。

现在来说明 X + Z = Y。

由于 X + Z 中的元素形如 x+ (y − x′)，其中 x ∈ X，y ∈ Y，x′ ∈ X，根据 x < x′，所以这

个元素必然 < y，这就说明该元素落在 Y 中，所以 X +Z ⊂ Y；对任意 y，由于 Y 没有最⼤

元，我们可以选取 ỹ ∈ Y，使得 y < ỹ。根据上⾯的技术性引理，我们还可以选取 x ∈ X 和

x′ ∈ X ′，使得 x′ − x < ỹ − y，那么 ˜̃y = y + (x′ − x) < y，所以 ˜̃y ∈ Y。从⽽，

y = x︸︷︷︸
∈X

+ ˜̃y − x′︸ ︷︷ ︸
∈Z

∈ X + Z

这说明 Y ⊂ X + Z。综合上述，X + Z = Y。

我们再进⼀步研究刚才所以定义的加法的结构。注意到，根据刚刚证明的 (F4)，我们可以定义

相反数的运算：

− : R → R, X 7→ −X.

其中 −X 是使得 X+Z = 0 的（唯⼀的）那⼀个 Z。按照定义，我们有 −X = {y−x′|y ∈ 0, x ∈ X ′}。
根据公理 (F1)-(F4)（⽬前已经证明），这个 Z 是唯⼀的并且 −(−X) = X。我们还可以说明，这⾥

定义的负号运算和本来有理数上的负号的运算是⼀致的，即若
p

q
是有理数，那么 X− p

q
= −X p

q
：为

此，我们只需要说明 X− p
q
+X p

q
= 0 即可，我们把验证细节的乐趣以及下⾯的练习题⼀并留给同学

们：

练习 (正负性). 对于 X ∈ R，如果 X > 0，我们就称 X 是正的；如果 X < 0，我们就称 X 是负的。

1) 证明，X 是正的当且仅当 X 中有正的有理数。

2) 证明，X 是正的当且仅当 −X 是负的。
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利⽤这个习题的第⼀个结论，我们现在可以证明 Archimedes 公理 (A)，即如果 Dedekind 分

割 X > 0，那么对任意的 Y ∈ R，存在正整数 n，使得

X + · · ·+X︸ ︷︷ ︸
n 个

> Y.

实际上，根据上⾯习题的结论，我们先选⼀个有理数 x ∈ X，并且 x > 0。我们任意选取⼀个有理

数 y′ ∈ Y。我们当然可以找到 n，使得 n · x > y′，此时，n · x ∈ X + · · ·+X︸ ︷︷ ︸
n 个

并且⽐ Y ′ 中的⼀个

元素还要⼤，这说明 X + · · ·+X︸ ︷︷ ︸
n 个

> Y。

乘法结构

我们现在要来定义并研究 R 上的乘法。为了定义乘法，对于 X,Y ∈ R，我们分情况来讨论：

X · Y =



0, 如果 X = 0 或 Y = 0;{
x · y

∣∣x ⩾ 0, x ∈ X, y ⩾ 0, y ∈ Y
}
∪ 0, 如果 X > 0，Y > 0;

−
(
X · (−Y )

)
, 如果 X > 0，Y < 0;

−
(
(−X) · Y

)
, 如果 X < 0，Y > 0;(

(−X) · (−Y )
)
, 如果 X < 0，Y < 0.

我们希望（将证明）乘法单位元 1 恰好就是

1 = X1 =
{
x ∈ Q

∣∣x < 1
}
.

在第⼀次作业题中，我们将逐条验证域公理 (F) 和序公理 (O) 所剩下的部分。⾄此，我们证

明了 (R,+, ·,⩽) 满⾜实数的所有公理，从⽽证明了实数的存在性。关于实数的唯⼀性，我们将会在

后⾯课程的展开中顺便讨论（⽐如说在什么意义下是唯⼀的）。
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3.1 作业：可数与不可数，Schroeder-Bernstein 定理

数学分析一作业 1

请⽤ A4 ⼤⼩的纸张正反面⽤钢笔，签字笔或者圆珠笔书写，并注明⾃⼰的姓名，年级和

作业的总页数。除定理公式所涉及的⼈名之外，请使⽤中文。本次作业的提交时间和地点

为 9 月 26 日上午的课堂上，逾期视作零分。

基本习题

习题 A：课堂内容的补充

A1) 假设⾮空集合 X ⊂ R 有上界并且实数 M 是 X 的上界。证明，如下两个命题等价：

– M = supX。

– 对任意的 ε > 0，都存在 x ∈ X，使得 x > M − ε。

A2) 证明，每个⾮空开区间都包含⽆限多个有理数。

A3) (X, d) 是距离空间，Y ⊂ X。我们定义 Y 上的距离函数:

dY : Y × Y → R, (y1, y2) 7→ dY (y1, y2) = d(y1, y2).

证明，dY 是 Y 上的距离函数，从⽽ (Y, dY ) 是度量空间。我们称 dY 是 d 在 Y 上的诱导度

量，(Y, dY ) 称作是 (X, d) 的子（度量）空间。（提⽰：直接验证定义）

A4) Rn = R× R× · · · × R︸ ︷︷ ︸
n个

=
{
(x1, · · · , xn)

∣∣x1 ∈ R, · · · , xn ∈ R
}
。对于 x, y ∈ Rn，我们定义

d(x, y) =
√

(x1 − y1)2 + · · ·+ (xn − yn)2, x = (x1, · · · , xn), y = (y1, · · · , yn).

证明，(Rn, d) 是度量空间。（我们默认开⽅运算和中学的⼀致，尽管我们现在没有定义开⽅运

算）

A5)（重要）给定距离空间 (X, d)，Y ⊂ X 是⼦集。如果对任意的 x ∈ X 和任意的 ε > 0，都存在

y ∈ Y，使得 d(y, x) < ε，我们就称 Y 在 X 中是稠密的。证明，有理数在 R 中（距离函数由

两个数的差的绝对值定义）是稠密的。

A6) 对于 (x, y) ∈ R2，如果它的坐标 x 和 y 都是有理数，我们就称这个点是有理点。证明，(R2, d)

（参见习题 A4)）中的有理点是稠密的。　

A7) 证明，假定域公理 (F) 和序公理 (O)，确界原理可以推出 Archimedes 公理 (A)。

A8)（⽆理数的存在性）令 X =
{
x ∈

∣∣x2 ⩽ 2
}
，这是⼀个有界的集合。令

√
2 = supX。证明，

√
2

不是有理数。

33



A9) 证明，每个开区间总包含⽆限多个⽆理数。

习题 B：可数集和不可数集
（⿎励同学们查找图书或者资料来完成这⼀部分）令 N 表⽰⾃然数的集合（包括 0）。X 是⼀个

集合，如果存在单射 f : X → N，我们就称 X 是可数的。如果 X 不是可数的，我们就称它是不可

数的。

B1) 证明，有限集是可数的。

B2) 证明，可数集合的⼦集是可数的。

B3) 证明，如果 X 是可数集，那么我们总可以将 X 写成 X = {x1, x2, x3, · · · }（即可以把 X 中的

元素⽤⾃然数来标号）。（我们可以从⼀个开始⼀个⼀个的数下去把这些元素都罗列出来，所

以叫做可数集）

B4) 证明，有理数 Q 是可数集。

B5) 证明，可数个可数集合的并集也是可数集，也就是说，如果 X1, X2, · · · , Xn, · · · 都是可数集

合，那么它们的并集
∪
n⩾1

Xn 也是可数集合。（提⽰：这是⼀个需要记住的经典证明，请查阅

参考书或者⽹络）

B6) X 是可数的，映射 f : X → Y 是满射。证明，Y 是可数的。

B7) 按照以下步骤证明 R 是不可数的（同学们可以查阅⼀个⽤所谓对⾓线法则的经典证明，我们

的证明基于区间套原理）：

B7-1) J ⊂ R 是闭区间并且它的长度 |J | > 0。证明，对任意的 x ∈ R，总存在闭区间，使得

I ⊂ J，|I| > 0 且 x /∈ I。

B7-2) 证明，如果 {x1, x2, · · · } 是 R 的⼀个可数⼦集，那么存在闭区间套 I1 ⊃ I2 ⊃ · · ·，使得

对任意的 n，xn /∈ In。

B7-3) 证明，R 不可数。

B8) 证明，如果 X 是不可数集，A 是 X 的可数⼦集，那么 X −A 是不可数的。

B9) 证明，任意的长度不为 0 的区间（⽆论开或闭）都是不可数的。

B10) 证明，复数 C 是不可数的。

B11) 假设 I 是 R 上的某些开区间组成的集合，它满⾜如下性质：对任意的 I, J ∈ I，I ̸= J，那么

它们的交集是空集，即 I ∩ J = ∅。证明，I 是可数集。
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课外知识：一个集合论的补充

习题 C：Schroeder-Bernstein 定理
假设 X 和 Y 是两个集合，映射 f : X → Y 和 g : Y → X 都是单射。我们令 X ′ = X − g(Y )。

C1) 如果 X 是有限集，证明，存在 φ : X → Y，使得 φ 是双射。

C2) 如果 X 是可数集，证明，存在 φ : X → Y，使得 φ 是双射。

从现在开始，对 X 不加任何的限制。我们令 h : X → X 是复合映射 h = g ◦ f：

X
f

//

h   
AA

AA
AA

AA
Y

g

��

X

C3) 考虑 X 的⼦集的集合 F = {A ⊂ X|X ′ ∪ h(A) ⊂ A}。证明，F 是⾮空。

C4) 证明，如果 A ∈ F，那么 X ′ ∪ h(A) ∈ F。

C5) 我们定义

A0 =
∩
A∈F

A = {x ∈ X|对任意的 A ∈ F, 都有 x ∈ A}.

证明，A0 ∈ F。

C6) 证明，X ′ ∪ h(A0) = A0。

C7) 令 B0 = X −A0。证明，f(A0) ∩ g−1(B0) = ∅ 并且 f(A0) ∪ g−1(B0) = Y。

C8) 我们定义映射 φ : X → Y：对于 x ∈ X，我们要求

φ(x) =

f(x), 如果x ∈ A0;

g−1(x), 如果x ∈ B0.

证明，这是双射。

根据上述，我们证明了

定理 (Schroeder-Bernstein). 如果有单射 f : X → Y 和单射 g : Y → X，那么存在着两个集合之间

的双射 φ : X → Y。
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习题 D：Dedekind 分割证明的细节

这⼀部分习题的⽬标是完成课堂上关于 Dedekind 分割乘法结构的部分，从⽽给出了实数域的

构造完整证明。

D1) 证明，如果 X 和 Y 都是 Dedekind 分割，那么讲义中定义的 X · Y 也是 Dedekind 分割，即

乘法

R× R ·−→ R, (X,Y ) 7→ X · Y,

是良好定义的。（提⽰：只要对 X > 0，Y > 0 这⼀种情形证明即可，当然你需要⽤到课上的

练习和结论）

D2) 证明，(X · Y ) · Z = X · (Y · Z)。（⇒(F5)）

D3) 证明，X · Y = Y ·X。（⇒(F6)）

D4) 证明，X · (Y + Z) = X · Y +X · Z。（⇒(F9)）（提⽰：略难）

D5) 证明，1 ·X = X 并且 1 ̸= 0。（⇒(F7)）

D6) 证明，如果 X · Y = 0，那么 X = 0 或者 Y = 0；再证明，如果 X ⩾ 0，Y ⩾ 0，那么

X · Y ⩾ 0。（⇒(O5)）

D7)（技术⼯具）X 是⼀个正的 Dedekind 分割。证明，对任意的正整数 n，总存在 x ∈ X，x′ ∈ X ′，

使得

1 <
x′

x
< 1 +

1

n
.

D8) 证明，对任意的 Dedekind 分割 X 和 Y，其中 Y ̸= 0，存在唯⼀的 Dedekind 分割 Z，使得

Y · Z = X.

我们将 Z 记作
X

Y
。当 X = 1 时，我们也将它记作 Y −1。（⇒(F8)）

D9) 请检验，我们已经完整的证明了域公理 (F) 和序公理 (O)。
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4 极限，级数，Cauchy 列，距离空间中的收敛

⼆零⼀九年九⽉⼗九⽇，星期四，晴天

数列和点列的极限

我们通常⽤ {xn}n⩾1 来表⽰⼀列数（有顺序）x1, x2, · · · , xm, · · · 并且将它称为是数列。⼀个

数列实际上就是⼀个映射

f : Z⩾1 → R, k 7→ f(k) = ak.

同样的，给定⼀个映射

f : Z⩾1 → X, k 7→ f(k) = xk,

其中 (X, d) 是⼀个距离空间，我们就得到了距离空间中的⼀个点列。如果把 R 看成是距离空间的

话（我们之前已经这样做了），那么数列只是点列的⼀个特殊情况。

定义 10 (极限的定义，ε −N 语⾔). 假设 {xn}n⩾1 是实数序列。如果存在 x ∈ R，使得对任意的

ε > 0，总存在 N ⩾ 1，使得对任意的 n ⩾ N，我们都有

|xn − x| < ε,

那么，我们就说数列 {xn}n⩾1 有极限并把 x 称作是数列 {xn} 的极限，记作 lim
n→∞

xn = x。如果数

列 {xn} 有极限，我们还说它是收敛的。

注记. 我们直观上总是认为 ε 是非常小的数，N 是非常⼤的数

1) 上述定义中的 N 是在 ε（任意的）选定之后再选择的，它通常依赖于 ε 的⼤小，我们有时候

也写成 N = N(ε) 来表示这种依赖性。

2) 上述定义就是想描叙下面的直观：⽆论 ε 有多么小，总存在很⼤的 N，使得从数列的第 N 项

开始，数列的每个数都和 x 的误差不超过 ε（离着 x 很近）。

把数列的极限的概念推⼴到距离空间是轻⽽易举的事情：

定义 11 (度量空间中点列的极限). {xn}n⩾1 是度量空间 (X, d) 中点的序列，如果存在 x ∈ X，使

得对任意的 ε > 0，总存在 N ⩾ 1，使得对任意的 n ⩾ N，我们都有

d(xn, x) < ε,

那么就称点列 {xn} 在 (X, d) 中有极限的，x 称作是它的极限，记为 lim
n→∞

xn = x。

为了了解极限的概念，我们从⼀些重要的例⼦⼊⼿：

例子. 1) 这是⼀个反面的例⼦。极限是否存在将是我们的核⼼课题，下面的例⼦可以表明这个问

题的重要性与困难之处：我们考虑实数数列 {xn}n⩾1，其中

xn = 1− 1

3
+

1

5
− · · ·+ (−1)n−1

2n− 1
,
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– 我们想知道这个序列是不是有极限。

然⽽，根据极限的定义，如果有极限，我们要先验地知道极限是什么才可以利用定义来

证明。事实上，要想猜到这个极限的值是很困难的。通过这个例⼦，我们发现极限的定

义对于判断极限是否存并没有太⼤的帮助。

– 从概念上⽽⾔，极限的定义在哲学意义上有⼀个先天的缺陷：判断数列收敛与否，应该

由数列本身所决定⽽不需要依赖于外在的信息，比如说事先知道极限是什么。换句话说，

我们想要内蕴地来考虑极限问题。这种看法和思考⽅式对数学的学习是⼤有裨益的。

– 假设我们已经得知上述数列的极限是
π

4
（注意，目前我们还没有定义圆周率 π）。然⽽，

要尝试从定义出发来证明极限就是
π

4
，我们目前还是⽆能为⼒，因为我们缺乏基本的⼯

具。我们将学习微分和积分等基本的分析⼯具，有了这些技术⼿段的支持，我们才可以

真正地计算类似的极限。

– 让我们暂且接受 π 是⽆理数这个事实。我们注意到，这个数列的每⼀项都是有理数，但

是它在有理数 Q 中是没有极限的。我们知道，(Q, d(x, y) = |x − y|) 也是⼀个距离空间

（参见第⼀次作业题的 A3)）可见，⼀个点的序列能否收敛与这个点列所⽣活的空间的性

质密切相关。

– 题外话：我们可以把上述极限写为

lim
n→∞

(
1− 1

3
+

1

5
− · · ·+ (−1)n−1

2n− 1

)
=
π

4
.

等式左边每⼀项都是用算术来定义的，即通过整数进⾏加减乘除⽽来。然⽽，通过取极

限的过程，右边得到了和圆周率有关的信息。简⽽⾔之，⼀个算术的对象和⼀个⼏何的

对象通过极限联系在⼀起：可以不夸张地说，极限是从算术世界通往⼏何世界的秘密通

道。

2) 如果 xn = x，那么 lim
n→∞

xn = x。

我们按照定义来证明：对任意的 ε > 0，我们取 N = 1，当 n ⩾ 1 时，有 |xn − x| = 0 < ε。

3) 我们有极限 lim
n→∞

1

n
= 0。我们按照定义来证明：对任意的 ε > 0，可以选取 N，使得 N >

1

ε
，

比如说，N = ⌊1
ε
⌋+ 1。当 n ⩾ N 时，有 |xn − 0| = 1

n
<

1

N
< ε。

4) 我们有极限 lim
n→∞

1

λn
= 0，其中 λ > 1。

先陈述⼀个技术事实：假设 λ = 1+ δ，其中，δ > 0。根据⼆项式的展开（只需要乘法和加法

以及各类实数的四则运算就可以证明），我们有

λn = (1 + δ)n = 1 + nδ + · · · ⩾ 1 + nδ.

所以，对任意的⼀个数 M，总能选到 n，使得 λn > N（Archimedes 原理）。
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我们现在按照定义来证明：对任意的 ε > 0，可以选取 N，使得 λN >
1

ε
，比如说，N = ⌊ 1

εδ
⌋+1。

当 n ⩾ N 时，有 |xn − 0| = 1

λn
<

1

λN
< ε。

有了极限，我们可以定义⽆限个数求和这⼀个概念，这也就是级数的概念。不夸张地说，这是

极限最重要的⼀个应⽤，因为⼏乎所有有意义的数和函数都是通过级数的⽅式来构造的。另外，我

们还可以仿照极限的定义⽅式，研究极限是 +∞ 或者 −∞ 的数列。为此，我们对极限的定义进⾏

扩充

定义 12 (极限定义的补充). 我们假定 {xn}n⩾1 是实数的序列。

1) 如果对任意的 M > 0（很⼤），总存在 N > 0，使得对任意的 n ⩾ N，都有 xn > M，我们就

称 xn 收敛到正无穷，记作 lim
n→∞

xn = +∞。类似地，如果对任意的 M > 0，总存在 N > 0，

使得对任意的 n ⩾ N，都有 xn < −M，我们就称 xn 收敛到负无穷，记作 lim
n→∞

xn = −∞。

如果上述之⼀发⽣，我们就称 xn 是发散的。

2) a1, a2, · · · 是⼀列实数，令 xn =

n∑
i=1

ai，如果 {xn}n⩾1 有极限，我们就说级数 a1+a2+a3+· · · 收

敛并把它的极限 lim
n→∞

xn 记作
∞∑
i=1

ai；如果 {xn}n⩾1 是发散的，我们就称级数 a1+a2+a3+· · ·

发散。根据之前的定义，我们可以想当然地定义
∞∑
i=1

ai = +∞ 或者
∞∑
i=1

ai = +∞ 并称这个级

数是收敛到正⽆穷或者负⽆穷的。

注记. 为了理解这⼏个定义，我们再给出⼏个简单的例⼦：

1) ⼀个数列既没有极限也不发散，比如说 {xn}n⩾1，其中 xn = (−1)n−1。这个数列是没有极限

的：如若不然，假设它的极限是 x。根据定义，对于 ε = 0.1（因为对与任意的 ε 都成立，特

别地，我们就取这个数），存在 N0，使得当 n ⩾ N0 时，|xn− x| < 0.1。所以，根据三角不等

式，

2 = |xN0 − xN0+1| ⩽ |xN0 − x|+ |x− xN0+1| < 0.1 + 0.1 = 0.2,

⽭盾。

2) 在度量空间中，我们有收敛的概念，但是我们⼀般⽽⾔并没有级数的概念，原因是对于点列

{ak}k⩾1，求和 a1 + a2 + · · ·+ an 是不能被定义的（因为我们没有加法运算 X ×X → X）。

根据这个讨论，如果 X 还是⼀个线性空间，那么，我们可以定义级数 a1 + a2 + · · ·+ an。比

如说，X = C 是复数，我们就可以定义复数的级数。

3) 调和级数 1 +
1

2
+

1

3
+ · · ·+ 1

n
+ · · · 是最经典的发散级数的例⼦。
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调和级数是发散的证明分析中最经典的证明之⼀：考虑 n = 2k，那么，我们有

n−1∑
j=1

1

j
=

1

1︸︷︷︸
1个, ⩾ 1

2

+

(
1

2
+

1

3

)
︸ ︷︷ ︸
2个, ⩾ 1

4

+

(
1

4
+

1

5
+

1

6
+

1

7

)
︸ ︷︷ ︸

4个, ⩾ 1
8

+ · · ·+
(

1

2k−1
+

1

2k−1 + 1
+ ·+ 1

2k − 1

)
︸ ︷︷ ︸

2k−1个, ⩾ 1

2k

> 1× 1

2
+ 2× 1

4
+ 4× 1

8
+ · · ·+ 2k−1 × 1

2k
=
k

2
.

所以，对任意的 M，我们总可以选取很⼤的 n，使得 an ⩾M，这说明调和级数是发散的。我

们发现证明从技术上仍然和庄⼦的⼆分法相似，究其根本，是因为⼆分之后求和变得容易计

算。可计算性将在很多数学问题中都是头等重要的事情，我们后面会数次遇到类似地事情。

我们收集与极限定义相关的⼀些简单性质，我们对距离空间 (X, d) 中的点列来陈述这些性质，

它们⾃然的对实数的序列也成⽴：

命题 13. 给定距离空间 (X, d)，{xn}n⩾1 是 X 中点的序列，我们有

1) 如果 {xn}n⩾1 收敛，那么它的极限唯⼀，即若 lim
n→∞

xn = x 并且 lim
n→∞

xn = y，那么 x = y。

2) 任意改变序列中有限项之后，不会改变序列的极限，即若 lim
n→∞

xn = x，{yn}n⩾1 是另外⼀个

点列，其中当 n ⩾ N0 时，yn = xn，那么 {yn}n⩾1 也收敛并且 lim
n→∞

yn = x。

3) 假设 1 ⩽ n1 < n2 < · · · < nk < · · · 是⼀列上升的指标，对 k ⩾ 1，yk = xnk
，那么点列

{yk}k⩾1 称作是 {xn} 的子列，⼦列也经常写成 {xnk
}k⩾1。⼀个收敛点列的⼦列也收敛到同⼀

个极限，即若序列 {xn}n⩾1 是收敛的，那么⼦列 {xnk
}k⩾1 也收敛并且 lim

n→∞
xn = lim

k→∞
xnk

。

4) 如果实数数列 {xn}n⩾1 是收敛的，那么它有界的。（在距离空间中我们也可以定义有界性，但

是这里我们只对实数陈述这个事实）

5)（逆否命题的叙述，重要）假设 {xn}n⩾1 的极限不是 x（可以不收敛），这个命题用数学的语

⾔说就是：存在 ε > 0，对任意的 N > 0，总存在 n > N，使得 d(xn, x) ⩾ ε。

证明: 我们逐条的进⾏论证。这些证明是简单的，但是对于第⼀次接触极限的同学，应该坚持把证

明写完整以熟悉这种语⾔。

1) 任意给定 ε > 0，根据极限的定义，存在 N1 ⩾ 1，使得对任意的 n ⩾ N1，我们都有 d(xn, x) < ε，

也存在 N2 ⩾ 1，使得对任意的 n ⩾ N2，我们都有 d(xn, y) < ε。那么，对于 n0 = max(N1, N2)，

我们有 d(xn0 , x) < ε 和 d(xn0 , y) < ε 同时成⽴。从⽽，根据三⾓不等式，我们有

d(x, y) < d(xn0 , x) + d(xn0 , y) < 2ε.

由于 ε 是任意选取的，所以 d(x, y) = 0，所以 x = y。
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2) 对任意给定的 ε > 0，我们想要找⼀个 N ⩾ 1，使得对任意的 n ⩾ N，我们都有 d(yn, x) < ε。

根据极限的定义，对于这个 ε，存在 N1 ⩾ 1，使得对任意的 n ⩾ N1，我们都有 d(xn, x) < ε。

我们只需要令 N = max(N0, N1)，此时，当 n ⩾ N 时，我们有

d(yn, x) = d(xn, x) < ε.

3) 我们将 {xn}n⩾1 的极限记做 x，为了证明 limk→∞ xnk
= x，我们任选 ε > 0。根据 {xn}n⩾1

的极限的定义，存在 N ⩾ 1，使得对任意的 n ⩾ N，d(xn, x) < ε。那么，对任意的 k ⩾ N，

根据 nk ⩾ k ⩾ N，我们知道 d(xnk
, x) < ε，从⽽ limk→∞ xnk

= x。

4) 假设 lim
n→∞

xn = x，根据定义，对 ε = 1，存在 N，使得当 n ⩾ N 时，我们有 |xn − x| ⩽ 1。

特别地，对⼀切满⾜ n ⩾ N 的指标 n，xn 都落在区间 [x− 1, x + 1] 中，这是有界的。对于

n = 1, 2, · · · , N − 1，这是有限多个数，它们⾃然有界，所以数列本⾝有界。

最后⼀个命题 5) 是基本的（但是别扭）逻辑。

注记. 对于 4)，我们注意到如果⼀个数列是有界的，那么它不⼀定是收敛的，比如说 xn = (−1)n

所给出的数列。但是，（后面会证明）如果⼀个数列是有界的，那么它⼀定包含着收敛的⼦列。

极限是我们在⾼等数学学习中所最先接触的⼏个数学对象之⼀。在数学中，对于每⼀个数学对

象（例如极限），我们会例⾏公事般地考虑它的⼀些常见的性质。比如说，这个对象最基本的例⼦是

什么，这种对象是否存在，如果存在的话它是否具有唯⼀性，它的⼦对象和商对象（如果有的话）

都具有什么性质（比如说遗传了原来的对象的什么性质），这个对象的可计算性以及在特定映射下

的⾏为等等。作为例⼦，我们刚刚见到⼀个点列的⼦对象（即⼦列）遗传了点列的收敛性（和有界

性）。尽管这是⼀种⼋股⽂⼀般的讨论⽅式（Bourbaki 学派是这种⽅式最忠实的实践者），但是是非

常有效率的⼀种学习和记忆⽅式，我们在课程上会尽量的按照这种习惯来学习。特别要强调的是，

每⼀个定义⼤家都应该搞清楚最基本的例⼦是什么。

在实数 R 上，我们有四则运算和序关系，我们⾃然要研究它们与极限的关系

命题 14 (四则运算与序关系的交换性). 假设 {xn}n⩾1 和 {yn}n⩾1 是实数数列，那么我们有

1) 数列 {xn + yn}n⩾1 收敛并且 lim
n→∞

(xn + yn) = lim
n→∞

xn + lim
n→∞

yn。

2) 数列 {xn − yn}n⩾1 收敛并且 lim
n→∞

(xn − yn) = lim
n→∞

xn − lim
n→∞

yn。

3) {xn · yn}n⩾1 收敛并且 lim
n→∞

(xn · yn) = lim
n→∞

xn · lim
n→∞

yn。特别地，对任意实数 λ ∈ R， lim
n→∞

λ ·
xn · yn = λ · lim

n→∞
xn。

4) 如果 lim
n→∞

yn ̸= 0，那么数列 {xn
yn

}n⩾N 收敛（ lim
n→∞

yn ̸= 0 表明存在 N，使得当 n ⩾ N 时，

yn ̸= 0）并且 lim
n→∞

xn
yn

=
lim
n→∞

xn

lim
n→∞

yn
。
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5) 如果对⾜够⼤的 n（即存在 N，使得 n ⩾ N 时），有 xn ⩽ yn，那么 lim
n→∞

xn ⩽ lim
n→∞

yn。

证明: 这⼏个命题的证明不困难，但是对初学者⽽⾔，细节的训练是重要的。我们假设 lim
n→∞

xn = x，

lim
n→∞

yn = y。

1) 任意给定 ε > 0，我们要证明存在 N，使得对所有的 n ⩾ N，我们都有 |(xn+yn)−(x+y)| < ε。

因为 xn → x，对于正数
ε

2
⽽⾔，所以存在 N1，使得对所有的 n ⩾ N1，我们都有 |xn−x| <

1

2
ε；

因为 yn → y，所以存在 N2，使得对所有的 n ⩾ N1，我们都有 |yn − y| < 1

2
ε。此时，我们可

以选取 N = max(N1, N2)，所以当 n ⩾ N 时，我们有

|(xn + yn)− (x+ y)| ⩽ |xn − x|+ |yn − y| < ε

2
+
ε

2
= ε.

2) 把上⾯证明中的适当位置的加号换成减号即可。

3) 由于两个数列都收敛，所以它们都是有界的，所以存在⼀个常数 C，使得对任意的 n ⩾ 1，我

们都有 |xn| ⩽ C，|yn| ⩽ C。为了证明极限存在，我们先做计算

|xnyn − xy| = |xn(yn − y) + (xn − x)y| ⩽ |xn||yn − y|+ |xn − x||y|

⩽ C
(
|yn − y|+ |xn − x|

)
.

任意给定 ε，我们可以选取 N，使得当 n ⩾ N 时，|xn − x| < ε 和 |yn − y| < ε 同时成⽴，此

时，对于 n ⩾ N，我们就有

|xnyn − xy| ⩽ C(ε+ ε) = 2Cε.

由于 ε 可以任意选取，命题就得到了证明（实际上，为了把证明写的和定义完全⼀致，我们

应该回头把原来的 ε 替换成
ε

2C
）。

4) 这⼀条性质的证明我们留成作业。

5) 我们可以利⽤反证法：如若不然，我们有 x > y，选取 ε =
|x− y|

2
，根据极限的定义，我们

可以选取 N，使得当 n ⩾ N 时，|xn − x| < ε 和 |yn − y| < ε 同时成⽴，从⽽对于任意⼀个

这样的 n，我们都有

xn = (xn − x) + x > x− ε =
x+ y

2
, yn = (yn − y) + y < y + ε =

x+ y

2
,

从⽽，我们得到 xn > yn，⽭盾！

注记. 我们对命题本身稍加解释：

a) 在命题的 5) 中出现的“对⾜够⼤的 n”的讲法，指的是“存在 N，使得 n ⩾ N 时”，我们将经常

使用这种分析中的“⿊话”。
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b) 命题 1) 的等号左边说我们先逐项求和然后取极限，右边我们可以先求极限再求和，所以交换

了求和和取极限这两种操作之后，我们得到了同样的结果。其他⼏个命题都是将极限符号和

四则运算可以交换。在数学和物理的很多分支中，两种操作的顺序是否可交换的是很重要的，

比如说在线性代数里两个矩阵的乘积何时可交换是很核⼼的话题，时空的弯曲与此有关，量

⼦⼒学中的 Heisenberg 测不准原理也是。

c) 命题的 5) 说的是 lim 与 ⩽ 可以交换。如果我们要求对⾜够⼤的 n，有 xn < yn，那么取极

限之后 x < y 未必成立（试举⼀个反例，举反例是很重要的练习，尤其是接触新概念时，这

不失为理解抽象概念的最好⽅式之⼀），即严格⼤小关系和极限不交换。另外，将 ⩽ 换成 ⩾
结论也成立，课程后面这种平⾏的命题我们⼀般只选择证明其中的⼀条。

d) 在命题的 3) 的证明中，我们不需要区别 ε 和 2Cε 或者 10000ε，这是因为 ε 可以任意选取。

这是数学分析的⾏规：ε ′=′ 10000ε。

e) 这个性质最重要的应用是用于计算！通过交换极限和四则运算，很多复杂极限问题可以化成

简单的四则运算问题（四则运算我们更熟悉）比说，我们要计算 lim
n→∞

n2 + 3n+ 2

n2 + 1
，我们可以

按照下面的步骤来做：

lim
n→∞

n2 + 3n+ 2

n2 + 1
= lim

n→∞

1 +
3

n
+

2

n2

1 +
1

n2

=
lim
n→∞

(
1 +

3

n
+

2

n2
)

lim
n→∞

(
1 +

1

n2
)

=
lim
n→∞

1 + lim
n→∞

3

n
+ lim
n→∞

2

n2

lim
n→∞

1 + lim
n→∞

1

n2

=
1 + 0 + 0

1 + 0
= 1.

我们现在回到最本质的⼀个问题：极限的存在性。我们有⼀种内蕴的⽅式来判断极限的存在性：

定理 15 (Cauchy 列与 Caucy 判别准则). 假设 {xn}n⩾1 是实数的数列，那么如下命题等价：

1) {xn}n⩾1 收敛；

2) 对任意的 ε > 0，存在 N > 0，使得对任意的 m,n > N，都有 |xn − xm| < ε。

满⾜第⼆条性质的数列被称作是 Cauchy 列。

为了证明这个重要的定理，我们先做⼀些准备⼯作。如果实数数列 {xn}n⩾1 满⾜ x1 ⩽ x2 ⩽
x3 ⩽ · · ·，就称之为单调上升的或者递增的；如果它满⾜ x1 < x2 < x3 < · · ·，就称之为严格单调

上升的或者严格递增的。类似地可定义（严格）单调下降的或者（严格）递减的的序列。

定理 16. 如果单调上升的实数序列 {xn}n⩾1 是有界的，那么 {xn}n⩾1 收敛并且 lim
n→∞

xn = sup
n⩾1

xn。（单

调下降的序列也满⾜类似的结论）
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证明: 根据确界原理，我们令 s = supn⩾1 xn。我们将证明对任意给定的 ε，存在 N，使得当 n ⩾ N

时，|xn − s| < ε。

在第⼆课确界原理证明之后的评注中，我们知道可以如下地刻画上确界：对 ε > 0，存在 xn0，

使得 s−ε < xn0。我们选取 N = n0，根据单调性，对任意的 n ⩾ N = n0，我们有 xn ⩾ xn0 > x−ε。
另外，根据上确界的定义，我们还有 xn ⩽ x。所以，对任意的 n ⩾ N，都有 |xn−x| ⩽ ε。证毕。

作为应⽤，我们证明级数
∞∑
k=1

1

k2
是收敛的：

例子. 级数
1

12
+

1

22
+

1

32
+

1

42
+ · · · 是收敛的。我们定义部分和 xn =

n∑
k=1

1

k2
，所谓的级数收敛指

的就是 {xn}n⩾1 这个数列有极限。这是⼀个单调上升的数列，根据上面的定理，我们只需要说明

{xn}n⩾1 有界即可：

0 < xn =
1

12
+

1

22
+

1

32
+

1

42
+ · · ·+ 1

(n− 1)2
+

1

n2

⩽ 1 +
1

1× 2
+

1

2× 3
+

1

3× 4
+ · · ·+ 1

(n− 1)× n
+

1

n× (n+ 1)

= 1 +

(
1

1
− 1

2

)
+

(
1

2
− 1

3

)
+

(
1

3
− 1

4

)
+ · · ·+

(
1

n− 1
− 1

n

)
+

(
1

n
− 1

n+ 1

)
= 2− 1

n+ 1
< 2.
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5 Cauchy 判别准则，向量序列的收敛，Bolzano-Weiestrass 的列紧性
定理，数列和级数收敛的 Cauchy 判断，e 的定义，绝对收敛，收敛的

控制判别法

⼆零⼀九年九⽉⼆⼗三⽇，星期⼀，晴天

我先对前⾯的课程做适当的补充：

1) 收敛级数的逐项加减法与逐项数乘法：假设实数项（对于复数和 Rn 取值的级数也成⽴）的
∞∑
k=0

ak 和
∞∑
k=0

bk 收敛，λ ∈ R，那么
∞∑
k=0

(ak ± bk) 和
∞∑
k=0

λ · ak 都收敛

∞∑
k=0

(ak ± bk) =
∞∑
k=0

ak ±
∞∑
k=0

bk,
∞∑
k=0

λ · ak = λ
( ∞∑
k=0

ak
)
.

这两个事实的证明是极限四则运算法则的直接应⽤（⽤部分和来表⽰级数）。

2)（向量值序列的极限问题）对于 Rn =
{
(x1, · · · , xn)

∣∣x1 ∈ R, · · · , xn ∈ R
}
，我们采取如下定义

的距离函数

d(x, y) =
√

(x1 − y1)2 + · · ·+ (xn − yn)2, x = (x1, · · · , xn), y = (y1, · · · , yn).

对于复数域 C，我们通过 z = x+ iy 这种表⽰，可以认为 C = R2。对于 z1, z2 ∈ C，我们⾃

然有 d(z1, z2) = |z1 − z2|，其中 | · | 是取复数的模长。

假设 {x(k)}k⩾1 是 Rn 中的点列，其中，x(k) = (x
(k)
1 , x

(k)
2 , · · · , x(k)n )。那么，{x(k)}k⩾1 在 Rn

中收敛当且仅当它的每个分量都是收敛的实数数列，即对任意的 i = 1, 2, · · · , n，{x(k)i }k⩾1 在

R 中收敛。

我们把这个性质留在第⼆次作业题中来证明，请注意这是⾮常重要的习题，我们会在今后经

常考虑在线性空间中收敛的问题。

3) 不同的距离函数的问题。我们之前的课上提到过⼀个距离空间上可以有⼏个不同的距离函数，

⽐如在 R 上，还可以定义 d(x, y) = 2|x− y|。对于这个问题的理解可以进⼀步加深对收敛的

理解。

假设 d1 和 d2 均为集合 X 上距离函数，如果存在常数 C1 > 0 和 C2 > 0，使得对任意的

x, y ∈ X，都有

d2(x, y) ⩽ C1d1(x, y), d1(x, y) ⩽ C2d2(x, y),

那么就称这两个距离函数 d1 和 d2 是等价的。上⾯的叙述也等价于存在常数 c > 0 和 C > 0，

使得对任意的 x, y ∈ X，都有

cd1(x, y) ⩽ d2(x, y) ⩽ Cd1(x, y),
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⽐如说，我们在 Rn 上⾯可以定义三种距离函数：

d1(x, y) =
n∑
j=1

|xj − yj |,

d2(x, y) =

√√√√ n∑
j=1

(xj − yj)2,

d∞(x, y) = sup
i=1,2,··· ,n

|xi − yi|.

这三个距离⾃然是等价的：

nd∞(x, y) ⩾ d1(x, y) ⩾ d2(x, y) ⩾ d∞(x, y).

我们还有⼀个重要的的例⼦：我们可以把 n × n 的矩阵的全体 Mn(R) 视作是 Rn2
（加法就

是逐个分量相加），那么 Mn(R) 也有三个距离函数：对任意的 n × n 的矩阵 A = (Aij) 和

B = (Bij)，其中 1 ⩽ i, j ⩽ n，我们有

d1(A,B) =
∑

1⩽i,j⩽n
|Aij −Bij |,

d2(A,B) =

√ ∑
1⩽i,j⩽n

(Aij −Bij)2,

d∞(A,B) = sup
1⩽i,j⩽n

|Aij −Bij |.

回到抽象的场合：如果 d1 和 d2 是 X 上两个等价的距离函数，那么它们所定义的收敛的概

念是⼀致的，即对于任意的点列 {xn}n⩾1 ⊂ X，当 n → ∞，在 d1 这个距离下 xn → x ∈ X

等价于在 d2 这个距离下 xn → x ∈ X。证明是平凡的：假设 xn
d1−→ x，那么对任意的 ε > 0，

存在 N > 0，使得当 n ⩾ N 时，我们有 d1(xn, x) < ε，所以根据距离的等价性，我们有

d2(xn, x) < C1ε，这表明 xn
d2−→ x。

特别地，数学分析通常在 Rn 中研究各种收敛的问题，除⾮我们对距离有特定的要求，我们假

定度量可以是上⾯的任意⼀种。

4) 对于复数和 n×n 的矩阵，我们也可以谈论乘法。此时，乘法和除法也和极限交换。我们只给

出矩阵的版本，复数的版本的叙述和证明都是⼀样的。假设 {Ak}k⩾1 和 {Bk}k⩾1 均为 n× n

的矩阵的序列并且收敛，那么

– 序列 {Ak ·Bk}k⩾1 收敛并且 lim
k→∞

(Ak ·Bk) = lim
k→∞

Ak · lim
k→∞

Bk。

– 如果 lim
k→∞

Bk 是可逆矩阵，那么序列 {An · (Bn)−1}B⩾N 收敛（ lim
n→∞

Bk 可逆表明存在 N，

使得当 k ⩾ N 时，Bk 均可逆）并且 lim
k→∞

Ak · (Bk)−1 = lim
k→∞

Ak ·
(
lim
k→∞

Bk
)−1。

我们将在第⼆次作业中证明复数的情形。
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上次课的最后我们证明了单调上升并且有界的实数序列有极限，这个极限恰好是它的上确界。

当然，如果 {xn}n⩾1 单调上升的但是⽆界，我们有 lim
n→∞

xn = +∞。利⽤这个结果，我们可以证明

定理 17 (Bolzano-Weiestrass 的列紧性定理). 任意有界的实数序列 {xn}n⩾1 必有收敛的⼦列。

我们只要证明如下引理即可：

引理 18. 对任意实数数列 {xn}n⩾1，我们总能找到⼀个单调的（上升或下降）⼦序列。

证明: 考虑下⾯的集合 X ⊂ {x1, x2, · · · , xn, · · · }：

X =
{
xk
∣∣对任意的 ℓ ⩾ k，都有 xk ⩾ xℓ

}
.

分两种情况讨论：

• 如果 X 是⽆限集，那么将 X 中元素按照下标从⼩到⼤排列，就得到了⼀个递减的⼦序列。

• 如果 X 是有限集，可以假设 X =
{
xi1 , · · · , xiℓ

}
，我们令 y1 = xiℓ+1，然后归纳地定义 yn+1：

我们假设 yn = xs(n) 其中 s(n) > iℓ。根据 X 的定义以及由于 yn /∈ X，我们知道存在 xs(n+1)，

其中 s(n+ 1) > s(n) 并且 xm > yn，那么我们令 yn+1 = xs(n+1)。那么，{y}n⩾1 是单调上升

的序列。

综合两种情况，我们总有单调的⼦序列。

在证明 Cauchy 判别准则之前，我们先回忆⼀下 Cauchy 列的定义：⼀个距离空间 (X, d) 中的

点列被称作是 Cauchy 列，指的是对任意的 ε > 0，存在 N > 0，使得对任意的 m,n > N，都有

d(xn, xm) < ε。

定理 (Cauchy 判别准则). {xn}n⩾1 是实数的数列。那么，{xn}n⩾1 收敛当且仅当 {xn}n⩾1 是 Cauchy
列。

证明: 如果 {xn}n⩾1 收敛，我们假设 xn → x。此时，根据极限的定义，对于
1

2
ε ⽽⾔，存在 N，使

得对于任意的 n,m ⩾ N，我们都有 d(x, xn) <
1

2
ε，d(x, xm) <

1

2
ε。所以，利⽤三⾓不等式，我们

就有

d(xn, xm) < d(x, xn) + d(x, xm) <
1

2
ε+

1

2
ε = ε.

这表明收敛的序列（在任意的距离空间中）⼀定是 Cauchy 列。

为了说明 Cauchy 列必然收敛，我们先证明两个有⽤的引理：

引理 19. Cauchy 列必有界。

证明: 假设 {xn}n⩾1 是 Cauchy 列，我们先说明它是有界的。令 ε = 1，那么存在 N，使得对任

意的 m,n，我们都有 |xn − xm| < 1。特别地，我们令 m = 1，这表明对所有的 n ⩾ M，都有

|xn −XN | ⩽ 1，所以 {xn}n⩾N 是有界的。再加上前⾯的 x1, · · · , xN−1，这还是⼀个有界集合。
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引理 20. 如果⼀个 Cauchy 列的⼦列收敛，那么这个 Cauchy 列也收敛。

证明: 假设 {xn}n⩾1 是 Cauchy 列，{xik}k⩾1 是其⼦列并且 lim
k→∞

xik = x，我们要证明在 (X, d) 中，

xn → x。任意选取 ε > 0。⾸先，根据 xik → x，我们可以找到 N1 > 0，使得对任意的 k > N1，我

们都有 |xik − x| < ε

2
；另外，根据 Cauchy 列的定义，我们有 N2 > 0，使得对任意的 n,m > N2，

我们都有 |xn − xm| <
ε

2
。令 N = max

(
min
ik⩾N1

{ik}, N2

)
，所以当 n ⩾ N 时，我们有

d(xn, x) ⩽ d(xn, dxik) + d(xn, dxik) <
ε

2
+
ε

2
= ε,

其中 k ⩾ N1 可以任意选取。

根据上⾯第⼆个引理，我们只要构造⼀个收敛的⼦列即可。根据第⼀个引理，我们能找到⼀个

有界的⼦列，再利⽤ Bolzano-Weiestrass 的列紧性，这个有界⼦列有⼀个收敛的⼦列。证毕。

注记. 1) 相比于极限定义本身，利用 Cauchy 判别准则证明极限存在的优势在于不需要先验地

知道极限的值。

比如说，我们有

1− 1

2
+

1

3
− · · ·+ (−1)n+1

n
+ · · · = 1

4
π.

我们可以证明上面的级数是收敛的（⽽不需要知道最终是
1

4
π）：考虑部分和 xn = 1 − 1

2
+

1

3
− · · ·+ (−1)n+1

n
，不妨假设 m > n，那么我们有

xm − xn =
(−1)n

n+ 1
+

(−1)n+1

n+ 2
+ · · ·+ (−1)m+1

m

如果 n 是偶数，那么，我们知道

xm − xn =
1

n+ 1
−
(

1

n+ 2
− 1

n+ 3

)
+ · · ·+ (−1)m+1

m

从第⼆项开始每两个数⼀组，最后如果剩下⼀个数可以单独⼀组，我们发现这些组都是负数，

从⽽ xm − xn <
1

n
。类似地，我们有

xm − xn =
1

n+ 1
− 1

n+ 2
+

(
1

n+ 3
− 1

n+ 4

)
+ · · ·+ (−1)m+1

m

即从第三项开始每两个数⼀组，最后如果剩下⼀个数可以单独⼀组，我们发现这些组都是正

数，从⽽ xm − xn >
1

n
− 1

n+ 1
。对 n 是奇数的情况类似讨论，我们可以得到

1

n(n+ 1)
< |xm − xn| <

1

n
.

所以，对任意的 ε > 0，任取 N > 1
ε，从⽽当 m > n ⩾ N 时，我们有 |xm− xn| < ε，这就得

到⼀个 Cauchy 列。利用同样的想法，我们可以证明下面的命题（需要记住结论）：
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练习. 假设 {an}n⩾1 是递减的正实数的数列并且 lim
n→∞

an = 0，那么，级数

a1 − a2 + a3 − a4 + · · ·+ (−1)n−1an + · · ·

是收敛的。

我们把这个练习留做本次的作业。有⼀个和这个习题相关联的有趣的姊妹问题，证明和结论

都值得⼤家研究：

命题 21. {an}n⩾1 是递减的正实数的数列并且 lim
n→∞

an = 0。假设级数
∞∑
k=1

ak 发散。那么，对

任意 x ∈ R，我们可以选取⼀组正负号 ιk ∈ {±1}，使得级数
∑∞

k=1 ιkak 收敛并且

∞∑
k=1

ιkak = x.

证明: 因为
∞∑
k=1

ak = +∞，所以对任意的 M > 0，任意的 n，从存在唯⼀⼀个 k ⩾ 0，使得

an + an+1 + · · ·+ an+k−1 ⩽M 且 an + an+1 + · · ·+ an+k−1 + an+k > M.

我们不妨假设 x > 0，根据上⾯的观察，我们能找到 n1，使得

a1 + a2 + · · ·+ an1−1 ⩽ x 但是 a1 + a2 + · · ·+ an1−1 + an1 > x.

特别地，我们知道对于前⾯的 n1 项的和，我们有

|a1 + a2 + · · ·+ an1−1 + an1 − x| < an1 .

由于前 n1 项的和已经超过了 x，我们现在在后⾯的项前⾯加上负号。令 δ1 = a1 + a2 + · · ·+
an1−1 + an1 − x 为多出来的部分，那么 δ1 < an1。根据上⾯的观察，⼀定存在 n2，使得

an1+1 + an1+2 + · · ·+ an2−1 ⩽ δ1 且 an1+1 + an1+2 + · · ·+ an2 > δ1.

我们现在要求级数的前 n2 项为

a1 + a2 + · · ·+ an1 − an1+1 − an1+2 − · · · − an2 .

很明显，对于 k < n2，我们有

0 < a1 + a2 + · · ·+ an1 − an1+1 − an1+2 − · · · − ak < δ1.

令 −δ2 = a1 + a2 + · · ·+ an1 − an1+1 − an1+2 − · · · − an2 − x，这是⼀直到 n2 为⽌，所求和

⽐ x 少的部分，按照定义，我们有 δ2 < an2。然后，我们再选取 n3，使得

an2+1 + an2+2 + · · ·+ an3−1 ⩽ δ2 且 an2+1 + an2+2 + · · ·+ an3 > δ2.
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我们现在要求级数的前 n3 项为

a1 + a2 + · · ·+ an1 − an1+1 − an1+2 − · · · − an2 + an2+1 + an2+2 + · · ·+ an3 .

按照这种⽅式，最新得到的部分和与 x 的差距都不超过 δ3 < an3。如此重复归纳地选取正负

号即可。

2) Cauchy 判别准则是对实数的序列来陈述的。如果在⼀般的距离空间 (X, d) 上，Cauchy 列未

必收敛（试举出⼀个反例），即收敛性和序列所⽣活的空间的性质是密切相关的。

3) 对复数和 Rn 也成立。

推论 22 (级数收敛的 Cauchy 判别准则). 实数项的级数
∞∑
k=0

ak 收敛的充分必要条件是对任意 ε > 0，

存在 N > 0，对任意自然数 n ⩾ N 和任意自然数 p ⩾ 0，我们都有∣∣ ∑
n⩽k⩽n+p

ak
∣∣ < ε.

证明: 对任意的 n，令 Sn = a1+ · · ·+an 为部分和。级数收敛等价于说 {Sn}n⩾1 收敛。根据 Cauchy
判别准则，对任意的 ε > 0，存在 N > 0，对任意⾃然数 n ⩾ N 和 m ⩾ N，我们都有 |Sn−Sm| < ε。

我们不妨假设 m ⩾ n，令 m = n+ p 即得到了推论所要求的形式。

注记. （复数或 Rn 中也成立）。另外，假设
∞∑
k=0

ak 收敛，取 p = 0，上述判别法说明 an → 0。反

之则未必成立，比如考虑调和级数。

对于⼀般的实数数列，尽管极限不⼀定存在，但是我们总能定义它的上极限和下极限：任意给

定实数数列 {xn}n⩾1，对任意 n ⩾ 1，我们令

xn = sup
ℓ⩾n

xℓ, xn = inf
ℓ⩾n

xℓ.

很明显，{x}n⩾1 是单调下降的序列，{xn}n⩾1 是单调上升的序列，所以 {x}n⩾1 和 {xn}n⩾1 都有极

限（极限可以是⽆穷）。据此，我们定义数列 {xn}n⩾1 的上极限和下极限为

limxn = lim sup
n→∞

xn = lim
n→∞

xn = lim
n→∞

(sup
ℓ⩾n

xℓ),

limxn = lim inf
n→∞

xn = lim
n→∞

xn = lim
n→∞

( inf
ℓ⩾n

xℓ).

根据定义以及极限保持不等号的性质，我们有 lim sup
n→∞

xn ⩾ lim inf
n→∞

xn。我们如下命题：

命题 23. {xn}n⩾1 是实数数列。那么，{xn}n⩾1 收敛的充分必要条件是 lim sup
n→∞

xn = lim inf
n→∞

xn。

我们会在作业中证明这个命题。

在进⼀步讨论如何判断极限是否存在之前，我们再研究两个极为重要的极限：
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例子. lim
n→∞

n
1
n = 1。（开 n 次⽅目前并未定义，我们先假设自⼰懂（按照中学的理解））

证明: ⾸先，我们显然有 n
1
n ⩾ 1。其次，根据算术-⼏何平均值不等式4（我们课程后⾯会严格证明

这个不等式）可以得到

n
1
n = (1 · 1 · 1 · · · 1 ·

√
n ·

√
n)

1
n ⩽ 1

n

(
1 + · · ·+ 1 +

√
n+

√
n
)
= 1− 2

n
+

2√
n
.

从⽽，0 ⩽ n
1
n − 1 ⩽ 2

n
+

2√
n
。只需要选择⽐较⼤的 N，就可以使得对 n ⩾ N 的⾃然数 n，有

2

n
+

2√
n
< ε。

例子 (Euler 常数 e 的构造). 极限 lim
n→∞

(1 +
1

n
)n 是存在的，我们把它记做是 e。e 还有如下的级数

表达式：

e =

∞∑
k=0

1

k!
.

为了说明 lim
n→∞

(1 +
1

n
)n 的存在性，我们只需要说明 xn =

(
1 +

1

n

)n 是单调上升的有界序列。

为了说明有界性，我们注意到（利用数学归纳法）对任意的 k ⩾ 2，

k! ⩾ 2k.

根据⼆项式展开，我们有

(1 +
1

n
)n =

n∑
k=0

(
n

k

)
1

nk
=

n∑
k=0

n!

k!(n− k)!

1

nk

=
n∑
k=0

1

k!

(
1− 1

n

)(
1− 2

n

)
· · ·
(
1− k − 1

n

)
⩽

n∑
k=0

1

k!
.

根据 k! ⩾ 2k（k ⩾ 2），我们就有

xn = (1 +
1

n
)n ⩽ 1 + 1 +

n∑
k=1

1

2k
= 3.

其中，我们用到了如下的事实：
n∑
k=1

1

2k
= 1.

4给定 n 个正实数 a1, a2, · · · , an，它们的算术平均值 AM 和⼏何平均值 GM 分别定义为

AM =
a1 + a2 + · · ·+ an

n
, GM =

(
a1 · a2 · · · · · an

) 1
n .

那么，GM ⩽ AM 并且如果等号成⽴当且仅当 a1 = a2 = · · · = an。
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下面证明 xn ⩽ xn+1：

(1 +
1

n
)n =

n∑
k=0

1

k!

(
1− 1

n

)(
1− 2

n

)
· · ·
(
1− k − 1

n

)
<

n∑
k=0

1

k!

(
1− 1

n+ 1

)(
1− 2

n+ 1

)
· · ·
(
1− k − 1

n+ 1

)
<

n+1∑
k=0

1

k!

(
1− 1

n+ 1

)(
1− 2

n+ 1

)
· · ·
(
1− k − 1

n+ 1

)
= (1 +

1

n+ 1
)n+1.

为了证明 e 的级数表达式，我们先说明级数
∞∑
k=2

1

k!
是收敛的（这个证明很具有⼀般性）：注意到级

数
∞∑
k=1

1

2k
是收敛的，所以，根据 Cauchy 判别准则，对于任意的 ε > 0，存在 N，使得当 n ⩾ N

并且 m ⩾ N 时，前 n 项的部分和与前 m 项的部分和的差满⾜

1

2n+1
+

1

2n+2
+ · · ·+ 1

2n+m
< ε.

我们利用 2−k 控制 (k!)−1，从⽽对于级数
∞∑
k=2

1

k!
⽽⾔，对于上述任意选定的 ε 和对应的 N，前 n

项的部分和与前 m 项的部分和的差有如下的控制

1

(n+ 1)!
+

1

(n+ 2)!
+ · · ·+ 1

(n+m)!
⩽ 1

2n+1
+

1

2n+2
+ · · ·+ 1

2n+m
< ε.

这就证明了级数的收敛性（Cauchy 判别准则）。

最终来证明这个级数的值就是 e。

⼀⽅面，对于任意的 n，我们有

(1 +
1

n
)n =

n∑
k=0

(
n

k

)
1

nk
=

n∑
k=0

1

k!

(
1− 1

n

)(
1− 2

n

)
· · ·
(
1− k − 1

n

)
⩽

n∑
k=0

1

k!
⩽

∞∑
k=0

1

k!
.

即 xn ⩽
∞∑
k=0

1

k!
。通过对 n 取极限，我们得到 e ⩽

∞∑
k=0

1

k!
。

另⼀⽅面，我们要利用 xn 是单调上升的这个性质。先任意选取 n 和 n0，使得 n ⩾ n0（这两

个数是待定的），我们有

e = lim
m→∞

(1 +
1

m
)m ⩾ (1 +

1

n
)n =

n∑
k=0

1

k!

(
1− 1

n

)(
1− 2

n

)
· · ·
(
1− k − 1

n

)
⩾

n0∑
k=0

1

k!

(
1− 1

n

)(
1− 2

n

)
· · ·
(
1− k − 1

n

)
.
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上面的不等式对任意的 n 和 n0 都成立。我们先固定住 n0，令 n → ∞，就得到 e ⩾
∑n0

k=0
1
k!。再

令 n0 → ∞，我们就有 e ⩾
∞∑
k=0

1

k!
。

综上所述，

e = lim
n→∞

(1 +
1

n
)n =

∞∑
k=0

1

k!
.

注记. 1) 利用 e 的级数表达式很容易相对精确的计算 e 的⼤小。7! 是⼀个 5 位数，8! 是⼀

个 6 位数，所以只要算 6 项（前两项整数部分不算）就已经可以精确到小数点后 5 位了：

e = 2.71828 · · ·！

2) e 是⼀个⽆理数。如若不然，我们假设 e =
m

n
，其中 m 和 n 都是正整数，那么 n!×

(
e−

n∑
k=0

1

k!

)
应该是整数，然⽽

n!×
(
e−

n∑
k=0

1

k!

)
=

1

(n+ 1)
+

1

(n+ 1)(n+ 2)
+

1

(n+ 1)(n+ 2)(n+ 3)
+

1

(n+ 1)(n+ 2)(n+ 3)(n+ 4)
+ · · ·

<
1

(n+ 1)
+

1

(n+ 1)(n+ 2)
+

1

(n+ 2)(n+ 3)
+

1

(n+ 3)(n+ 4)
+ · · ·

=
1

(n+ 1)
+

(
1

(n+ 1)
− 1

(n+ 2)

)
++

(
1

(n+ 2)
− 1

(n+ 3)

)
+ · · ·

=
2

n+ 1
< 1.

这表明 n!×
(
e−

n∑
k=0

1

k!

)
�0，⽭盾。

3) e 是怎么来的：历史上，e 和自然对数（我们尚未定义）是在 16 世纪计算银⾏存款的利息时自

然出现的，有兴趣的同学可以去参考 wiki 上的叙述。我们给出⼀个简化版本的例⼦（有趣）：

⼤汉银⾏每年的利息是 100%，数学系的司马迁同学有存款 100 元，打算⼀年之后买⼀辆 272

元的须臾牌自⾏车。他算了⼀下，存钱⼀年之后总资产为 200 元。⼏天后，⼤汉银⾏规定改

了，可以每半年结算⼀下并且半年的利息就是 100%÷ 2 = 50%，司马迁发现上半年刚到的时

候就提钱出来，然后再存进去，这样⼦前半年的利息也有利息，所以他就可以多赚⼀点，这

样⼀来，半年之后，他就有 100× (1 + 0.5) 元钱，⼀年之后，再乘以 1 + 0.5 的利息，他⼀共

有 100 × (1 + 0.5) × (1 + 0.5) = 100 × (1 + 0.5)2 = 225 元，总收益又多了 25 元。后来，⼤

汉银⾏容许每个月都结算，并且每个月的利率是 100%÷ 12 =
1

12
，司马迁同学本着尽量赚利

息的利息的原则算了⼀下，每个月都去提出钱来然后再次存进去，他⼀年之后的资产变成了

100 × (1 + 1
12)

1
12 ≈ 261 元，这只差 11 块钱就可以买车了。他⾼兴地发现只要不厌其烦地多

存⼀次，最终得到的钱就会变多（xn+1 ⩾ xn）。⼤汉银⾏最终容许每天都可以存钱取钱⼀次，

司马迁同学每天坚持去银⾏，⼀年之后还是没有买得起自⾏车。
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我们现在列举出极限收敛的⼏种常见的判别⽅式。尽管它们的形式并不统⼀，但是背后的想法

却是⼀致的：我们需要找⼀个所谓的控制序列！

命题 24. 我们有如下的判断收敛的⽅法：

1)（双边控制）假设有三个实数序列 {an}n⩾1，{xn}n⩾1 和 {bn}n⩾1，对任意的 n ⩾ 1，都有

an ⩽ xn ⩽ bn（即 xn 在左右两边分别被 an 和 bn 控制）。如果 {an}n⩾1 和 {bn}n⩾1 都收敛

并且 lim
n→∞

an = lim
n→∞

bn，那么 {xn}n⩾1 收敛并且

lim
n→∞

xn = lim
n→∞

an = lim
n→∞

bn.

2)（上界控制）假设有非负实数序列 {xn}n⩾1 和 {yn}n⩾1，对任意的 n ⩾ 1，都有满⾜ 0 ⩽ xn ⩽ yn

（即 xn 被 yn 控制）。如果 lim
n→∞

yn = 0，那么 {xn}n⩾1 也收敛并且 lim
n→∞

xn = 0。

证明: 第⼆个命题是第⼀个的推论。现在证明第⼀个命题。注意到

lim sup
n→∞

xn ⩽ lim sup
n→∞

bn = lim
n→∞

bn,

和

lim inf
n→∞

xn ⩾ lim inf
n→∞

an = lim
n→∞

an,

所以

lim sup
n→∞

xn ⩽ lim inf
n→∞

xn.

这说明 {xn}n⩾1 收敛。特别地，上⾯不等式也给出了 lim
n→∞

xn = lim
n→∞

an = lim
n→∞

bn。

数学中很多的极限都以级数的形式出现，我们给出上述命题的级数版本：

命题 25 (控制收敛定理与绝对收敛的概念). （重要！）

1)
∞∑
k=0

ak 是正项级数（即 ak ⩾ 0，其中 k ⩾ 1），那么
∞∑
k=0

ak 收敛当且仅当存在常数 M，使得

每个部分和 Sn =

n∑
k=0

ak ⩽M。

2)（正项级数的控制收敛定理）
∞∑
k=0

ak 和
∞∑
k=0

bk 是正项级数。假设对任意 k ⩾ 0，都有 ak ⩽ bk

（即 bk 控制了 ak）。如果
∞∑
k=0

bk 收敛，那么
∞∑
k=0

ak 也收敛（等价的表述是若
∞∑
k=0

ak 发散，那

么
∞∑
k=0

bk 也发散）。

3)（绝对收敛的概念）考虑实数项的级数
∞∑
k=0

ak。如果
∞∑
k=0

|ak| 收敛，那么
∞∑
k=0

ak 也收敛。此时，

我们称这个级数是绝对收敛的（即加了绝对值之后收敛）。
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证明: 第⼀个命题的证明是单调递增的有界数列的必有极限的应⽤；第⼆个命题是第⼀个命题的直

接推论。为了证明第三个命题，我们⽤级数收敛的 Cauchy 判别法：由于
∞∑
k=0

|ak| 收敛，所以对任

意的 ε > 0，存在 N，使得对任意的 n ⩾ N 和任意的 p ⩾ 0，我们有
∣∣ ∑
n⩽k⩽n+p

|ak|
∣∣ < ε。根据三⾓

不等式，我们就有 ∣∣ ∑
n⩽k⩽n+p

ak
∣∣ < ∣∣ ∑

n⩽k⩽n+p
|ak|
∣∣ < ε,

所以，
∞∑
k=0

ak 收敛。

注记. 上面的 2) 和 3) 结合在⼀起非常好用：为了证明⼀个级数
∞∑
k=0

ak 收敛，很多情况下只要说明

它绝对收敛就可以了，此时，再找⼀个收敛的正项级数
∞∑
k=0

bk 控制
∞∑
k=0

|ak| 即可。

用较大的收敛级数来控制较小的级数从而证明较小级数是收敛的，这是分析中最基本一个技术

和想法。

然⽽，这个想法貌似存在着不合理的地⽅：直观上，证明更⼤的级数收敛是比证明原来的小⼀

点的级数收敛更难的事情。真正的解释是理解这个想法的核⼼（这在定理叙述中⽆法看出来）：通

过适当选取较⼤的级数应容易计算。

例子. 我们给出上述命题的⼏个简单应用：

1) 交错项的调和级数
∞∑
k=1

(−1)k

k
是收敛的但是不绝对收敛。

2) 级数
∞∑
k=1

1

k2
是收敛的：我们可以用

∞∑
k=1

1

(k − 1)k
作为控制级数，此时，通过将后⼀个级数中

的单项写成
1

k − 1
− 1

k
的形式很容易算出部分和（望远镜求和法）。

3) 级数 (e =)
∞∑
k=0

1

k!
收敛：我们可以用

∞∑
k=2

1

2k
作为控制级数，因为等比数列更容易求和。

练习. 绝对收敛的概念对于复数项的级数或者在线性空间中（包括矩阵）取值的级数也成立，我们

这里只考虑复数的情形，其余的我们会有更为⼀般的讨论：

考虑复数项的级数
∞∑
k=0

ak。如果
∞∑
k=0

|ak| 收敛，证明，
∞∑
k=0

ak 也收敛，其中 | · | 是取复数的模

长。
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6 指数函数与三角函数的构造，指数函数与三角函数的代数性质，双指标

级数的求和

⼆零⼀九年九⽉⼆⼗六⽇，星期四，晴天

在讲解指数函数的构造之前，我们先讲解两道经典的极限习题：

例子. 当 α > 1 时，级数
∞∑
k=1

1

kα
是收敛的。

这是⼀个正项的级数，我们利用我们之前的分析：找⼀个能够控制这个级数并且同时它比较⽅

便计算，为此我们再次利用调和级数中庄⼦的⼆分法的想法。对于 n = 2k − 1，我们有

n−1∑
k=1

1

jα
=

1

1︸︷︷︸
1个, ⩽1

+

(
1

2α
+

1

3α

)
︸ ︷︷ ︸

2个, ⩽ 1
2α

+

(
1

4α
+

1

5α
+

1

6α
+

1

7α

)
︸ ︷︷ ︸

4个, ⩽ 1
22α

+ · · ·+

(
1

2(k−1)α
+

1(
2k−1 + 1

)α + ·+ 1(
2k − 1

)α
)

︸ ︷︷ ︸
2k−1个, ⩽ 1

2(k−1)α

⩽
k∑
j=1

1

2(j−1)α
× 2j−1 =

k∑
j=1

2−j(α−1).

由于 α− 1 > 0，根据等比数列的求和公式，上面的求和是有限的。

例子. {xn}n⩾1 是由非负实数构成数列。假设对任意的自然数 m 和 n，都有 xm+n ⩽ xm + xn。证

明，数列
{xn
n

}
n⩾1

有极限。

证明: 先固定⼀个⾃然数 k。对任意的 n = ℓk + r，其中 r = 0, 1, · · · , k − 1。根据题⽬中所给的不

等式，我们有
an
n

⩽ ℓak + ar
n

=
ℓak + ar
ℓk + r

.

据此可知，数列
{xn
n

}
n⩾1

有界。我们可以选取 ni → ∞（这是本次作业的⼀个题⽬），使得

lim
i→∞

ani

ni
→ lim sup an

n
.

根据上述的不等式（把 n换成 ni，ℓ换成 ℓi，r换成 ri），令 i→ ∞，即 ni → ∞，从⽽，
ℓiak + ari
ℓik + ri

→ ak
k 。

所以，我们得到

lim sup
n→∞

an
n

⩽ ak
k
.

现在允许 k 变化，对上⾯左右两边同时取下极限，我们得到

lim sup
n→∞

an
n

⩽ lim inf
k→∞

ak
k
.

所以所研究的极限存在。
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指数函数的构造

⽬前，我们在实数 R 上能够定义的函数⾮常有限：根据 R 上的乘法和加法结构，我们⽬前只

能定义多项式函数

R → R, x 7→ adx
d + ad−1x

d−1 + · · ·+ a1x+ a0,

其中 a0, · · · , ad 是实数。

利⽤级数（取极限的概念），我们可以定义

定义 26. 我们定义指数函数exp : R → R 如下：

x 7→ exp(x) = ex =
∞∑
k=0

xk

k!
.

我们必须要说明指数函数是良好定义，即对任意的 x ∈ R，级数
∞∑
k=0

xk

k!
是收敛的：这是因为

对任意给定的 x ∈ R，我们假设 |x| =M，此时，⼀定存在 N > 0，使得 k ⩾ N 时，我们有（请证

明这⼀点） ∣∣∣xk
k!

∣∣∣ ⩽ 1

2k
(⇔ (2M)k ⩽ k!, 如果 k ≥M)

此时，我们可以⽤
∑
k⩾N

1

2k
来控制

∑
k≥N

xk

k!
，这表明级数

∞∑
k=0

xk

k!
收敛。

练习. （重要！）证明，我们可以我们 C 上的指数函数：

exp : C → C, z 7→ exp(z) = ez =

∞∑
k=0

zk

k!
.

为了进⼀步了解 ex 的性质，⽐如说对任意的 x ∈ R，我们都有 ex > 0，我们需要关于级数的

进⼀步的性质。事实上，为了证明 exp : R → R>0，我们需要证明 exp 的⼀个代数性质：对任意的

x, y ∈ R，我们都有 ex+y = ex · ey（即 exp : (R,+) → (R>0,×) 是群同态）。

我们需要研究双指标的数列。所谓的双指标的数列 {xi,j}i,j⩾1（我们⽬前先假设这是实数序列

即可，其余的情况可以简单的推⼴过去），就是⼀个映射

F : Z⩾1 × Z⩾1 → R, (i, j) 7→ F (i, j) = xi,j .

⼀个双指标序列的重排 {yn}n⩾1 直观上说的我们要求当每个 ai,j（位置不同的时候视作是不同的）

都在数列 {yn}n⩾1 中出现且只出现⼀次并且 {yn}n⩾1 中不再出现别的项。我们⽤映射的语⾔严格

定义重排的概念：所谓的重排指的是⼀个双射 Φ : Z⩾1 → Z⩾1 × Z，从⽽对任意的 n ⩾ 1，我们令

yn = xΦ(n)，其中 Φ(n) ∈ Z⩾1 × Z 是⼀个双指标。

我们⽤双指标的序列来研究两个级数的乘积：
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命题 27.
∞∑
k=1

ak 和
∞∑
k=1

bk 是收敛的正项（实数）级数，{cn}n⩾1 是 {aibj}i,j⩾1 的⼀个重排，那么，

级数
∞∑
n=1

cn 收敛并且（⽆论采取何种重排）有

∞∑
n=1

cn =
( ∞∑
k=1

ak
)( ∞∑

k=1

bk
)
.

特别地（通过选取 45◦ 线的重排），级数
∞∑
k=2

( k∑
j=1

ajbk−j
)

是收敛的，并且

∞∑
k=2

( k∑
j=1

ajbk−j
)
=
( ∞∑
k=1

ak
)( ∞∑

k=1

bk
)
.

进⼀步，如果
∞∑
k=1

ak 和
∞∑
k=1

bk 是绝对收敛的实数级数（未必是正项的），那么上面的结论仍然

成立。

证明: 先处理正项级数的情形：对任意 N > 0，⼀定存在 N1 和 N2，使得部分和

CN =
N∑
n=1

cn ⩽
( N1∑
k=1

ak

)( N1∑
ℓ=1

bℓ

)
⩽
( ∞∑
k=1

ak

)( ∞∑
k=1

bk

)
.

即部分和是有界的，从⽽
∞∑
n=1

cn 收敛。

其次，我们先任意给定 ε > 0。对任意 ε1 和 ε2（这两个数待定，将由 ε 决定），按照定义，我

们可以选取 N1 和 N2 使得

|
N1∑
k=1

ak −
∞∑
k=1

ak| < ε1, |
N2∑
k=1

bk −
∞∑
k=1

bk| < ε2.

从⽽，我们有

∣∣( N1∑
k=1

ak)(

N2∑
k=1

bk)− (

∞∑
k=1

ak)(

∞∑
k=1

bk)
∣∣

⩽
∣∣( N1∑
k=1

ak)(

N2∑
k=1

bk)− (

N1∑
k=1

ak)(

∞∑
k=1

bk)
∣∣+ ∣∣( N1∑

k=1

ak)(

∞∑
k=1

bk)− (

∞∑
k=1

ak)(

∞∑
k=1

bk)
∣∣

=
∣∣ N1∑
k=1

ak
∣∣∣∣ N2∑
k=1

bk −
∞∑
k=1

bk
∣∣+ ∣∣ N1∑

k=1

ak −
∞∑
k=1

ak
∣∣∣∣ ∞∑
k=1

bk
∣∣

⩽ ε1
∣∣ ∞∑
k=1

ak
∣∣+ ε2

∣∣ ∞∑
k=1

bk
∣∣
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所以，可以适当的选取 ε1 和 ε2（⽐如 ε1 = ε2 =
ε

2

( ∞∑
k=1

ak +

∞∑
k=1

bk
)−1）使得上⾯式⼦的右端⼩于

ε。最后，再选取 N ⾜够⼤，使得 {c1, · · · , cN} 已经囊括了所有的 aibj 形式的项，其中 1 ⩽ i ⩽ N1，

1 ⩽ j ⩽ N2，此时， ∣∣CN −
( ∞∑
k=1

ak
)( ∞∑

k=1

bk
)∣∣ < ε.

这就完成了正项级数情形的证明。

为了证明绝对收敛的情形，我们要把级数分拆成两个部分。⾸先对于任意的实数其中给定实数

x，我们定义

x+ =

x, 如果 x ⩾ 0；

0, 如果 x ⩽ 0，
x− =

0, 如果 x ⩾ 0；

−x, 如果 x ⩽ 0。

所以，x = x+ − x−。从⽽，我们将
∞∑
k=1

ak 分拆为

∞∑
k=1

ak =

∞∑
k=1

a+k −
∞∑
k=1

a−k .

由于 |x±| ⩽ |x|，根据绝对收敛性，
∞∑
k=1

a±k 均收敛。类似地讨论对
∞∑
k=1

bk 也成⽴，其中我们将它分

解为
∞∑
k=1

bk =

∞∑
k=1

b+k −
∞∑
k=1

b−k .

对于数列 {cn}n⩾1 的任意⼀项有 cn = aibj，我们有

cn = a+i b
+
j︸ ︷︷ ︸

c++
n

+ a−i b
−
j︸ ︷︷ ︸

c−−
n

−(a+i b
−
j︸ ︷︷ ︸

c+−
n

+ a−i b
+
j︸ ︷︷ ︸

c−+
n

).

所以，我们将
∞∑
k=1

cn 分拆为四个级数的和（差）：

∞∑
k=1

cn =
∞∑
k=1

c++
n +

∞∑
k=1

c−−
n −

∞∑
k=1

c+−
n −

∞∑
k=1

c−+
n .

根据刚证明的关于正项级数的结论，上⾯右端的每个级数都收敛，所以
∞∑
k=1

cn 也收敛。另外，利⽤

关于正项级数的结论我们还有
∞∑
k=1

cn =
( ∞∑
k=1

a+k
)( ∞∑

k=1

b+k
)
+
( ∞∑
k=1

a−k
)( ∞∑

k=1

b−k
)
−
( ∞∑
k=1

a+k
)( ∞∑

k=1

b−k
)
−
( ∞∑
k=1

a−k
)( ∞∑

k=1

b+k
)

=
( ∞∑
k=1

a+k +
∞∑
k=1

a−k
)( ∞∑

k=1

b+k +
∞∑
k=1

b−k
)

=
( ∞∑
k=1

ak
)( ∞∑

k=1

bk
)
.
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命题得到了证明。

注记. 上述绝对收敛部分定理对于复数的情形也成立。证明的过程中，我们需要进⼀步将⼀个复数

再分解成实部和虚部之后，再对它们分别作上述分拆。

练习. 试证明级数形式的 Funibi 定理：假设级数
∞∑
k=2

( k∑
j=1

ajbk−j
)

是绝对收敛的（复数）级数，那

么，我们有
∞∑
i=1

( ∞∑
j=1

aibj
)
=
( ∞∑
k=1

ak
)( ∞∑

k=1

bk
)
=

∞∑
j=1

( ∞∑
i=1

aibj
)
.

定理 28. 指数函数 exp : C → C 满⾜：对任意的 z1, z2 ∈ C，我们都有

ez1+z2 = ez1 · ez2 .

特别地，对任意的 z ∈ C，我们有 exp(z) ̸= 0；对任意的 x ∈ R，我们有 exp(x) > 0。（用代数的语

⾔讲，exp : (C,+) → (C− {0},×) 是群同态）

证明: 我们已经知道 ez =

∞∑
k=0

zk

k!
是绝对收敛的级数，利⽤上⾯的性质（保证了下⾯的所有操作都

合法），我们有

ez1 · ez2 =
( ∞∑
k=0

zk1
k!

)( ∞∑
k=0

zk2
k!

)
=

∞∑
k=0

∑
i+j=k

zi1
i!

zj2
j!

=

∞∑
k=0

1

k!

∑
i+j=k

k!

i!j!
zi1 · z

j
2=

∞∑
k=0

1

k!
(z1 + z2)

k = ez1+z2 .

我们注意到，为了上⾯的红⾊等号成⽴，我们已经隐含的⽤到了 z1 · z2 = z2 · z1。
另外，我们注意到⼀个很简单但是很重要的事实（⽤定义）：

e0 = 1.

为了说明 ez ̸= 0，我们只需要观察到 ez · e−z = e0 = 1 即可；为了说明 ex > 0，其中 x ∈ R，我们

⾸先⽤定义说明如果 x > 0，那么 ex > 0，进⼀步对于 −x（x > 0），我们有 e−x =
(
ex
)−1

> 0。

练习. 证明，函数 exp(x) 在 R 上是严格递增的。特别地，exp : R → R>0 是单射。

实际上，exp : R → R>0 是满射（从⽽可以定义 log 函数），我们还需要等待必要的⼯具来完成

这个证明。

三角函数的定义

利⽤指数映射 exp(z)，我们可以定义正弦和余弦函数：

cos z = eiz + e−iz

2
=

∞∑
k=0

(−1)kx2k

(2k)!
, sin z = eiz − e−iz

2i
=

∞∑
k=0

(−1)kx2k+1

(2k + 1)!
.
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换句话说，⽬前 sin(z) 和 cos(z) 使⽤级数来定义的。特别地，我们有 Euler 公式：

eiz = cos z + i sin z.

注记. 1) 另外，关于正切函数余切函数等，我们仍然和中学⼀样，通过正弦和余弦的商的定义。

3 中学数学里我们是这样定义三角函数的：假设 △ABC 是直角三角形，∠B 是直角，∠A = θ，

那么 sin(θ) = |AB|
|AC|

。我们将证明我们所定义的三角函数也满⾜这个性质。这将是⼀个很深刻

的定理，因为我们的函数只用极限就可以定义，目前没有任何的证据表明它实际上还可以⼏

何地被定义。

现在是⼀个绝佳的实际来展⽰函数代数性质的应⽤，利⽤ ez1+z2 = ez1 · ez2，我们可以证明有

关三⾓函数的熟知的性质：

1) 对任意的 z ∈ C，都有 (cos z)2 + (sin z)2 = 1。

按照定义，

(cos z)2 + (sin z)2 =
(
eiz + e−iz

)2
4

−
(
eiz − e−iz

)2
4

= 1.

2) 对任意 x ∈ R，都有
∣∣eix∣∣ = 1，其中

∣∣ · ∣∣ 是取复数的模长。特别地，对于 x ∈ R，我们有

| sin(x)| ⩽ 1 和 | cos(x)| ⩽ 1。

这是前⼀公式的推论，因为如果 x ∈ R，那么 sin(x) ∈ R，cos(x) ∈ R。

3) 三⾓函数的和差化积公式：对任意的实数 x 和 y，

cos(x+ y) = cosx cos y − sinx sin y, sin(x+ y) = sinx cos y + cosx sin y.

根据 exp 的性质，

cos(x+ y) + i sin(x+ y) = eix · eiy =
(
cos(x) + i sin(x)

)(
cos(y) + i sin(y)

)
.

展开⽐较实部和虚部即可（因为此时 sin(x) 和 cos(x) 都是实数）。

注记. 中学中所熟知的关于三角函数的性质都是由以上⼏个性质通过代数运算得来的。所以，我们

之后仍然可以熟练使用所熟悉的关于三角函数的公式。
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6.1 作业：Riemann 重排，Cesàro 求和，Banach-Mazur 游戏

清华大学 19-20 秋季学期，数学分析一，作业 2

请⽤ A4 ⼤⼩的纸张正反面⽤钢笔，签字笔或者圆珠笔书写，并注明⾃⼰的姓名，年级和

作业的总页数。除定理公式所涉及的⼈名之外，请使⽤中文。本次作业的提交时间和地点

为 10 月 10 日上午的课堂上，逾期视作零分。

基本习题

习题 A：课堂内容的补充及 ε−N 语言的训练

A1) {xn}n⩾1 是有界的实数数列。证明，这个数列有⼦列 {xni}n⩾1 使得 lim
i→∞

xni 存在并且

lim
i→∞

xni = lim sup
n→∞

xn.

A2) {xn}n⩾1 是实数数列。证明，{xn}n⩾1 收敛的充分必要条件是 lim sup
n→∞

xn = lim inf
n→∞

xn。

A3) {x(k)}k⩾1 是 Rn 中的点列，其中，x(k) = (x
(k)
1 , x

(k)
2 , · · · , x(k)n )。那么，{x(k)}k⩾1 在 Rn 中收

敛当且仅当它的每个分量都是收敛的实数数列，即对任意的 i = 1, 2, · · · , n，{x(k)i }k⩾1 在 R
中收敛。（你在作业中只需要对 n = 2 证明即可）

A4)（复数数列的四则运算）假设 {zn}n⩾1 和 {wn}n⩾1 是两个收敛的复数的数列。证明（你在作业

中只需要证明第三条即可），

– 数列 {zn ± wn}n⩾1 收敛并且 lim
n→∞

(zn ± wn) = lim
n→∞

zn ± lim
n→∞

wn；

– {zn · wn}n⩾1 收敛并且 lim
n→∞

(zn · wn) = lim
n→∞

zn · lim
n→∞

wn；

– 如果 lim
n→∞

wn ̸= 0，那么数列 { zn
wn

}n⩾N 收敛（ lim
n→∞

wn ̸= 0 表明存在 N，使得当 n ⩾ N

时，wn ̸= 0）并且 lim
n→∞

zn
wn

=
lim
n→∞

zn

lim
n→∞

wn
。

A5) 假设 {an}n⩾1 是递减的正实数的数列并且 lim
n→∞

an = 0。证明，级数

a1 − a2 + a3 − a4 + · · ·+ (−1)n−1an + · · ·

是收敛的。

A6)
∞∑
k=0

ak 是复数项的级数。如果
∞∑
k=0

|ak| 收敛，证明，
∞∑
k=0

ak 也收敛，其中 | · | 是取复数的模长。

A7) 证明，我们可以在 C 上定义指数函数：

exp : C → C, z 7→ exp(z) = ez =
∞∑
k=0

zk

k!
.
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A8) {an}n⩾1 是复数的数列，我们假设对任意的 n，an ̸= 0。令 Pn = a1·a2·· · ··an，如果数列 {Pn}n⩾1

的极限存在并且该极限不是 0，我们就称⽆限乘积
∏
n⩾1

an 收敛并且记
∏
n⩾1

an = lim
n→∞

Pn。证明

Cauchy 判别准则：
∏
n⩾1

an 收敛当且仅当对任意的 ε > 0，存在 N，使得对任意的 n ⩾ N，任

意的 p ⩾ 0，我们都有 ∣∣an · an+1 · · · · · an+p − 1
∣∣ < ε.

A9) 证明，函数 exp(x) 在 R 上是严格递增的。

A10)（基本的增长速度⽐较，记住）假设 P (X) 是⼀个 n 次多项式（实数系数），Q(X) 是⼀个 m

次多项式（实数系数），m > n，证明：

lim
k→∞

P (k)

Q(k)
= 0, lim

k→∞

Q(k)

ek
= 0.

习题 B 计算下⾯的极限（包含发散的情形）：

(1) lim
n→∞

n+ 10

2n− 1
(2) lim

n→∞

√
n+ 10

2
√
n− 1

(3) lim
n→∞

0. 999 · · · 99︸ ︷︷ ︸
n个

(4) lim
n→∞

1

n(n+ 3)
(5) lim

n→∞

cos(n)
n

(6) lim
n→∞

2n

n!

(7) lim
n→∞

n!

nn
(8) lim

n→∞

√
n+ 10−

√
n+ 1 (9) lim

n→∞

1 + 2 + · · ·+ n

n2

(10) lim
n→∞

12 + 22 + · · ·+ n2

n3
(11) lim

n→∞
a

1
n ,其中a > 0 (12) lim

n→∞

n10000

an
,其中a > 1

(13) lim
n→∞

2n + n

3n + n2
(14) lim

n→∞

3n + 2n

3n + n2
(15) lim

n→∞

√
n(
√
n+ 1−

√
n)

(16) lim
n→∞

n10000

an
,其中a > 1, (17) lim

n→∞

(
1− 1

n

)n
(18) lim

n→∞

(
1− 1

5n

)n+2019

(19) lim
n→∞

(n3 + n2 + 9n+ 1)
1
n (20) lim

n→∞
(2018n + 2019n)

1
n

习题 C（Riemann 重排定理）

Riemann 证明下⾯有趣的定理：如果实数项级数
∞∑
n=1

an 收敛但不绝对收敛，那么可以将级数重

新排列，使得重排后的级数可以收敛到任意事先指定的 α ∈ R ∪ {−∞,+∞}。假设 φ : Z⩾1 → Z⩾1

是正整数到⾃⾝的双射，令 bk = aφ(k)，序列 {bk}k⩾1 被称为是 {an}n⩾1 的⼀个重排，级数
∞∑
k=1

bk

被称为是级数
∞∑
n=1

an 的⼀个重排。

我们将 {an}n⩾1 中的⾮负项（⩾ 0）的全体按照它们在 {an}n⩾1 中的先后次序排列得到序列

c1, c2, c3, · · ·；类似地，将 {an}n⩾1 中的负项（< 0）按原顺序排列得到序列 d1, d2, d3, · · ·。

C1) 证明， lim
n→∞

cn = 0， lim
n→∞

dn = 0。
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C2) 证明，
∞∑
n=1

cn = +∞，
∞∑
n=1

dn = −∞。

C3) 证明: 对任意 α ∈ R，存在级数
∞∑
n=1

an 的⼀个重排
∞∑
k=1

bk，使得
∞∑
k=1

bk = α。

C4) 证明: 存在级数
∞∑
n=1

an 的⼀个重排
∞∑
k=1

xk，使得
∞∑
k=1

xk = +∞。

习题 D（Cesàro 求和极限）

设 {an}n⩾1 为实数序列，我们定义算数平均值序列 σn =
a1 + a2 + · · ·+ an

n
，其中 n = 1, 2, 3, · · ·。

D1) 假设 lim
n→∞

an = a。证明， lim
n→∞

σn = a。

D2) 构造⼀个不收敛的序列 {an}n⩾1，使得 lim
n→∞

σn = 0。

D3) 是否存在序列 {an}n⩾1，使得对任意 n ⩾ 1，都有 an > 0 并且 lim sup
n→∞

an = ∞ 然⽽ lim
n→∞

σn =

0?

D4) 对 k ⩾ 1, 记 bk = ak+1 − ak。证明，对任意的 n ⩾ 2，都有 an − σn =
1

n

n−1∑
k=1

kbk。

D5) 设 lim
k→∞

kbk = 0 并且 {σn}n⩾1 收敛。证明，{an} 也收敛。

注意，这是 1) 在条件 n|an+1 − an| → 0 这⼀额外条件下的逆命题。

D6) 把 5) 的条件减弱为: {kbk}k⩾1 是有界的并且 lim
n→∞

σn = σ。证明， lim
n→∞

an = σ。

课后补充

习题 E（ n
√
x 和 bx 的定义）

这个问题的⽬表是在 R 上定义初等函数 n
√
x 和 bx，⽐如说我们⾃然希望定义 n

√
x 为满⾜

yn = x 唯⼀的正实数。

E1) 给定正整数 n 和实数 x > 0，证明：如果正实数 y1 和 y2 满⾜ yn1 = x = yn2，那么 y1 = y2。

E2) 证明，如果 x > 0，那么集合 E(x) = {t ∈ R|tn < x} 是⾮空的并且有上界。

E3) 证明，y = supE(x) 满⾜ yn = x 并且 y > 0。

E4) 证明，映射 n
√
· : R>0 → R>0, x 7→ n

√
x = y 是良好定义的。我们也记 n

√
x 为 x

1
n。

E5) 证明， n
√
· : R>0 → R>0 是双射。

E6) a, b 是正实数，n 为正整数。证明，(ab)
1
n = a

1
n b

1
n .
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在接下来的问题⾥，我们给定实数 b > 1 来定义以 b 为底的指数函数 x 7→ bx。

E7) 设 m,n, p, q ∈ Z，其中 n > 0，q > 0。令 r =
m

n
=
p

q
为有理数 r 的两种表⽰。证明：

(bm)
1
n = (bp)

1
q .

E8) 证明，对任意的有理数 r，函数 r 7→ br 是良好定义的。

E9) 证明，对任意的有理数 r, s，我们有 br+s = brbs。

E10) 对于 x ∈ R，令 B(x) = {bt|t ∈ Q, t ⩽ x}。证明，B(x) ⾮空且有上界。我们定义 bx = supB(x),
这就定义了映射 x 7→ bx。

E11) 证明，如果 r 是有理数，那么

br = supB(r), ∀r ∈ Q.

我们定义的指数映射在 r ∈ Q 时和之前是⼀致的。

E12) 证明，E11) 中定义的映射满⾜，对任意的 x, y ∈ R，都有 bx+y = bxby。

E13*) 证明，当 b = e 时，这样定义的函数和课程中定义的 ex 是⼀致的。

习题 F（根式的逼近）

给定正实数 α 和初始值 x1 >
√
α，我们归纳地定义序列 {xn}n⩾1：

xn+1 =
1

2

(
xn +

α

xn

)
, n = 1, 2, · · · . (A1)

F1) 证明，{xn}n⩾1 是递减的并且 lim
n→∞

xn =
√
α（在问题 E 中已经定义）。这表明，从任意⼤于

√
α 的初值出发，可⽤上述迭代公式近似地计算（逼近）

√
α。

F2) 定义逼近的误差项 εn = xn −
√
α。证明，εn+1 =

ε2n
2xn

<
ε2n
2
√
α
。

F3) 证明，如果 β = 2
√
α，那么 εn+1 < β

(
ε1
β

)2n

。这表明，迭代公式 (A1) 收敛速度⾮常快。

F4) 设 α = 3，x1 = 2，验证
ε1
β
< 0.1，继⽽ ε5 < 4 · 10−16，ε6 < 4 · 10−32。

F5) 试⽤纸和笔，计算
√
3 的精确到⼩数点 5 位的近似值。

接下来，我们换另外⼀个迭代公式。固定 α > 1 和 y1 >
√
α，我们归纳地定义

yn+1 =
α+ yn
1 + yn

= yn +
α− y2n
1 + yn

� n = 1, 2, · · · (A2)
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F6) 证明，{y2k−1}k⩾1 为递减序列。

F7) 证明，{y2k}k⩾1 为递增序列。

F8) 证明， lim
n→∞

yn =
√
α。

F9) 试讨论迭代公式 (A2) 逼近
√
α 的收敛速度并与 (A1) 的⽐较。

思考题 (不交作业)

问题 G（Banach-Mazur）

⽼王和王⽼饭后玩⼀个 R 上的区间套游戏决定谁来付饭钱：⽼王先选取⼀个闭区间 W1，然后

王⽼选⼀个 W1 的⼦区间 L1，但是要求 L1 的长度不能超过 W1 的⼀半；然后⽼王再选⼀个 L1 的

⼦区间 W2，又轮到王⽼再选⼀个 W2 的⼦区间 L2，同样要求 L2 的长度不超过 W2 的⼀半；如此

下去，第 n 步，⽼王选⼀个 Ln−1 的⼦区间 Wn，又轮到王⽼再选⼀个 Wn 的⼦区间 Ln，但是要

求 Ln 的长度不超过 Wn 的⼀半。他们两个⼈得到⼀个区间套：

W1 ⊃ L1 ⊃W2 ⊃ L2 ⊃ · · · ⊃Wn ⊃ Ln ⊃ · · · .

⽼王和王⽼发现
∩
n⩾1

Wn =
∩
n⩾1

Ln = {x} 是⼀个实数。他们规定，如果 x 是有理数那么⽼王赢，如

果 x 是⽆理数就是王⽼赢，试问最后谁会付钱？

问题 H

考虑数列的集合 P =
{
{pn}n⩾1

∣∣pn ∈ Z, p1 ⩾ 2, pn+1 ⩾ (pn)
2
}
。

H1) 对任意 p = {pn}n⩾1 ∈ P，我们定义数列

an =
n∏
k=1

(1 +
1

pn
).

证明，an 有极限（记 f(p) = lim
n→∞

an）并且 f(p) ∈ (1, 2]。

H2) 证明，f : P → (1, 2] 是双射。

H3) 证明，P 是不可数的。

问题 I（2-进制展开）

考虑数列的集合 S =
{
{sn}n⩾0|sn ∈ {−1, 1}

}
。

I1) 对任意 s = {sn}n⩾1 ∈ S，我们定义数列

cn =

n∑
k=0

s1s2 · · · sk
2k

.

证明，cn 有极限（记 h(s) = lim
n→∞

cn）并且 h(s) ∈ [−2, 2]。
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I2) 证明，h : S → (1, 2] 是满射。请问这是单射么？

I3) 对于 s = {sn}n⩾1 ∈ S，证明，

2 sin(π
4
cn) = s0

√
2 + s1

√
2 + s2

√
2 + · · ·+ sn−1

√
2 + sn

I4) 计算极限

lim
n→∞

√
2 +

√
2 +

√
2 + · · ·+

√
2︸ ︷︷ ︸

n 个 2

.

问题 J*

k ⩾ 2 是⼀个给定的正整数。数列由如下的⽅式归纳地定义：

a0 > 0 预先给定, an+1 = an +
1

k
√
an
, n ⩾ 0.

证明， lim
n→∞

(an)
k+1

nk
存在并计算它的值。

———————————————————-

国庆节快乐！

67



7 乘积级数与 Riemann ζ-函数，振荡级数的收敛判断（Dirichlet 与
Abel 判别法），完备距离空间，完备赋范线性空间，Picard 不动点定
理／压缩映像定理，等价距离／范数，矩阵的指数映射

⼆零⼀九年九⽉三⼗⽇，星期⼀，晴天

例子 (⽆限乘积). {an}n⩾1 是复数的数列，我们假设对任意的 n，an ̸= 0。令 Pn = a1·a2·· · ··an，如果数

列 {Pn}n⩾1 的极限存在并且该极限不是 0，我们就称⽆限乘积
∏
n⩾1

an 收敛并且记
∏
n⩾1

an = lim
n→∞

Pn。

作为练习，我们有这种情况下的 Cauchy 判别准则：

练习. 证明，
∏
n⩾1

an 收敛当且仅当对任意的 ε > 0，存在 N，使得对任意的 n ⩾ N，任意的 p ⩾ 0，

我们都有 ∣∣an · an+1 · · · · · an+p − 1
∣∣ < ε.

证明: 假设 lim
n→∞

Pn = P ̸= 0。特别地，存在 N0，使得当 n ⩾ N0 时，|Pn| ⩾
P

2
；根据 Cauchy 判

别准则，存在 N1，使得对任意的 n ⩾ N1，任意的 p ⩾ 0，我们都有 |Pn−1 − Pn+p| < ε。从⽽，当

n ⩾ max(N0, N1) 时，我们有

|Pn−1 − Pn+p| < ε ⇔ |Pn−1|
∣∣an · an+1 · · · · · an+p − 1

∣∣ < ε.

从⽽， ∣∣an · an+1 · · · · · an+p − 1
∣∣ < ε

Pn−1
<

2ε

|P |
.

这完成了命题的⼀个⽅⾯。

反之，假设对任意的给定的 ε > 0，存在 N，使得对任意的 n ⩾ N，任意的 p ⩾ 0，我们都有∣∣an · an+1 · · · · · an+p − 1
∣∣ < ε.

我们要证明 {Pn}n⩾1 是 Cauchy 列。此时，我们注意到 {Pn}n⩾1 ⾸先是有界的序列，这因为如果

我们取 ε = 1，那么存在 N，使得对任意的 n ⩾ N，任意的 p ⩾ 0，我们都有∣∣an · an+1 · · · · · an+p − 1
∣∣ < 1 ⇒ |an · an+1 · · · · · an+p| < 2.

所以，对任意的 p，我们都有 PN+p < 2PN，所以整个序列有界，假设 M = sup
n⩾1

|Pn|。

此时，我们对于选取好的 ε，有

|Pn−1 − Pn+p| = |Pn−1|
∣∣an · an+1 · · · · · an+p − 1

∣∣ < Mε.

所以，{Pn}n⩾1 是 Cauchy 列，从⽽ lim
n→∞

Pn 存在。

最终，我们要说明 lim
n→∞

Pn ̸= 0。如果不然，那么 lim
n→∞

Pn ̸= 0，⾸先取 ε = 1
2，根据刚才的证

明，存在 N，当 n ⩾ N 时，我们有 ∣∣ Pn
PN

− 1
∣∣ < 1

2
.

固定 N， lim
n→∞

Pn ̸= 0，在上⾯不等式中令 n→ ∞ 就得到了⽭盾。
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我们首先证明关于正数序列的存在定理：

引理 29. {an}n⩾1 是正数的数列，即对任意的 n，an > 0。那么，如下两个命题是等价的：

(P) ⽆限乘积
∞∏
n=1

(1 + an) 收敛（极限必然不是零）；

(S) 级数
∞∑
n=1

an 收敛。

推论 30 (绝对收敛的类⽐). {an}n⩾1 是复数的数列，如果
∞∏
n=1

(1 + |an|) 收敛，那么，
∞∏
n=1

(1 + an)

收敛（极限不是零）。特别地，如果级数
∞∑
n=1

an 绝对收敛，那么
∞∏
n=1

(1 + an) 收敛。

证明: (P)⇒(S) 是显然的，这是因为部分和有界：

n∑
k=1

ak ⩽
n∏
k=1

(1 + ak) ⩽
∞∏
n=1

(1 + an).

现在证明 (S)⇒(P)，我们要⽤到指数函数的 exp 的性质：1 + x < ex，其中 x > 0。对于部分乘积，

我们有
n∏
k=1

(1 + ak) ⩽
n∏
k=1

eak ⩽ exp
( n∑
k=1

ak
)
⩽ exp

( ∞∑
k=1

ak
)
.

这也是有界的⽽部分乘积 {Pn =
n∏
k=1

(1 + ak)}n⩾1 是单调上升的序列，所以有极限。

推论的证明. 只要证明第⼀个论断即可：我们有如下的不等式

∣∣ n+p∏
k=n

(1 + ak)− 1
∣∣ ⩽ n+p∏

k=p

(1 + |ak|)− 1.

利⽤ Cauchy 判别准则⽴得结论。

我们还有⼀个有趣（有用）的习题：

练习. 数列 {an}n⩾1 满⾜对任意的 n，1 > an > 0。特别地，⽆限乘积
∞∏
n=1

(1 − an) 的部分乘积总

是收敛的（递减）。证明，
∞∏
n=1

(1− an) 收敛（ ̸= 0）当且仅当级数
∞∑
n=1

an 收敛。

证明: 如果
∞∏
n=1

(1− an) 收敛但是级数
∞∑
n=1

an 发散，那么我们有

(1− a1) · · · (1− an) ⩽
1

(1 + a1) · · · (1 + an)
⩽ 1

1 + a1 + · · · an
→ 0.

从⽽，
∞∏
n=1

(1−an) = 0，⽭盾。所以，级数
∞∑
n=1

an 收敛。反过从级数收敛证明乘积收敛是显然的。
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我们现在假定⼤家熟悉算数基本定理，即每个正整数都可以唯⼀地写成若⼲个素数的乘积。

定理 31 (Euler 乘积公式). 假设 P 是所有的素数组成的集合，我们可以将它们从小到⼤排列为

2 = p1 < p2 < p3 < · · ·。对于 s > 1，ζ-函数

ζ(s) =

∞∑
n=1

1

ns

是良好定义的。那么，我们有

ζ(s) =
∏
p∈P

1

1− p−s
,

其中上面的乘积是收敛的（我们可以假定是按照素数从小到⼤的顺序来做乘积的）。

（我们将在连续函数⼀节定义幂函数 xs，这里我们不妨假定它满⾜中学⼤家学过的基本性质）

证明: 我们已经证明过，当 s > 1 时，
∞∑
n=1

1

ns
收敛。我们先来研究乘积。令 Pn =

∏
k⩽n

1

1− p−sk
。⾸

先，我们注意到，我们有
1

1− (pk)−s
=

∞∑
e=1

1

pesk
,

这是⼀个绝对（正项）收敛级数，所以，根据我们已经证明的关于绝对收敛级数乘积的公式（不依

赖于重排），我们有

PN =
∏
k⩽N

1

1− p−sk
=

∞∑
e1,e2,··· ,eN=1

1

pe1s1 pe2s2 · · · peNsN

=
∞∑

e1,e2,··· ,eN=1

1(
pe11 p

e2
2 · · · peNN

)s .
所以，如果令 NN =

{
n ∈ Z⩾1

∣∣n的素因⼦分解中出现的素数 ⩽ pN
}
，我们就有

PN =
∏
k⩽n

1

1− p−sk
=
∑
n∈NN

1

ns
.

从⽽，我们有

0 ⩽ ζ(s)− PN =
∑

n含有 > pN 的素因⼦

1

ns
<
∑
n>pN

1

ns
.

（注意到如果只有有限个素数，那么上式的右端是零，所以证明就结束了）由于 ζ(s) 是收敛的，所

以当 N → ∞ 时，我们有 lim
N→∞

(ζ(s)− PN ) = 0，这就完成了证明。

根据庄⼦的想法（再⼀次！这就为什么调和级数发散的证明我们需要好好理解），我们对于比

较接近于 1 的 s > 1，给出 ζ(s) 的下界估计：

∞∑
k=1

1

ns
=

1

1s︸︷︷︸
1个, ⩾ 1

2s

+

(
1

2s
+

1

3s

)
︸ ︷︷ ︸

2个, ⩾ 1
4s

+ · · ·+

(
1

2(k−1)s
+

1(
2k−1 + 1

)s + ·+ 1(
2k − 1

)s
)

︸ ︷︷ ︸
2k−1个, ⩾ 1

2ks

+ · · ·

⩾
∞∑
k=1

1

2ks
× 2k−1 =

1

2

1

1− 1
2s−1

.
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假设我们知道当 s→ 1 时，2s−1 → 1（这个在后面学习连续函数的时候就会证明），从⽽当 s 离着

1 很近的时候，ζ(s) 的值可以很⼤（→ ∞）。根据乘积公式，如果 P 时有限集合，那么，选取⼀串

sℓ → 1，其中 sℓ > 1，那么，我们有

ζ(sℓ) =
∏
p∈P

1

1− p−sℓ
ℓ→∞−→

∏
p∈P

1

1− p−1
= 1.

这给出了⽭盾。所以有⽆限多个素数。这种⽅法的进⼀步发展可以给出 ⩽ n 的素数的个数的渐进

公式（第 n 个素数的⼤小⼤约应该是 nlog(n)），这就是著名的素数定理，首先由 Hadamard 和 de
la Vallée Poussin 分别于 1896 年独立证明。

振荡型的级数收敛判别

我们⽬前接触的数列或级数收敛的判定的基本模式都是“控制”，即⽤某个较⼤且收敛的对象来

作为上界从⽽说明本来问题的收敛性。我们下⾯将看到另⼀种模式的收敛判别准则，这对应着积分

理论中振荡积分的想法。作为例⼦，我们回忆在第⼆次的作业中已经证明的结论（Leibniz 的结果）：

{an}n⩾1 是递减的正数数列并且 lim
n→∞

an = 0。那么，交错级数 a1 − a2 + a3 − a4 + · · · 收敛。

通过这个例⼦，我们有这样的直观：如果⼀个级数有正有负（振荡的：把它们画成 (n, an) 就

可以看到这个数列对于 x 轴是上下波动的），那么正负可以相互抵消很多，这样求和的时候仍然可

以收敛。

我们先回忆⼀下经典的 Abel 求和公式：

引理 32. {ak}k⩾1 和 {bk}k⩾1 是复数（矩阵）的序列，那么

n∑
k=1

akbk = Snbn +
n−1∑
k=1

Sk(bk − bk+1),

其中我们用 Sn = a1 + a2 + · · ·+ an 表示数列 {ak}k⩾1 的部分和。

证明: 证明是平凡的：在和式
n∑
k=1

akbk 中，将 ak 替换成 Sk − Sk−1（我们要求 S0 = 0），然后按照

Sk 的指标合并同类项即可。

Abel 求和公式是离散版本的分部积分公式，它在（振荡的）级数的收敛理论中有着⾮凡的应

⽤：

定理 33 (Dirichlet 判别法). 给定实数数列 {ak}k⩾1 和 {bk}k⩾1，用 Sn 表示 {ak}k⩾1 的部分和。假

设它们满⾜如下条件：

1) {bk}k⩾1 是单调数列并且 lim
k→∞

bk = 0；

2) 存在 M，使得对任意的 n ⩾ 1，|Sn| ⩽M。
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那么，级数
∞∑
k=1

akbk 收敛。

上⾯的第⼆个条件说的是 {ak}k⩾1 是振荡并且正负相互抵消很多！

证明: 我们利⽤级数收敛的 Cauchy 判别准则：任取 n,m，其中 m ⩾ n，那么，根据 Abel 求和法

∑
n+1⩽k⩽m

akbk = Smbm − Snbn +
m−1∑
k=n

Sk(bk − bk+1).

上式中，前两项 Smbm 和 Snbn 在 n,m → ∞ 时⾃然趋于 0，这是因为 Sn 有界，bn → 0。为

了处理上式中最后⼀项的和式，我们需要利⽤单调性。我们不妨假设 {bn}n⩾1 是单调下降的，那么

∣∣m−1∑
k=n

Sk(bk − bk+1)
∣∣ ⩽ m−1∑

k=n

|Sk|(bk − bk+1)

⩽M

m−1∑
k=n

(bk − bk+1) =M(bn − bm).

很明显，当 n,m→ ∞ 时，这⼀项的极限也是零。

作为 Dirichlet 判别法的推论，我们有

定理 34 (Abel 判别法). 实数数列 {ak}k⩾1 和 {bk}k⩾1 满⾜如下条件：

1) {bk}k⩾1 是单调有界数列；

2) 级数 a1 + a2 + a3 + · · · 收敛。

那么，级数
∞∑
k=1

akbk 收敛。

证明: 令 b = lim
k→∞

bk，那么，我们可以将
∞∑
k=1

akbk（形式上）写成：

∞∑
k=1

akbk =

∞∑
k=1

ak(bk − b) + b

∞∑
k=1

ak.

上述等式右边的第⼀个级数满⾜ Dirichlet 判别法的要求，所以是收敛的，从⽽
∞∑
k=1

akbk 收敛。

作为上判别法的应⽤，我们考虑⼀个（最）经典的级数收敛问题（这⾥我们假设我们已经知道

sin(x) 和 cos(x) 在 R 上的零点的位置，这个事实我们会在本学期后⾯的课程给出证明）：

例子. 研究级数
∞∑
n=1

cos(nx)
n

的收敛性问题，其中 x ∈ R。（我们先假设 cos(x) 满⾜我们中学学习

过的各种性质）。
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我们这⾥可以选取 an = cos(nx)，bn =
1

n
，先计算部分和：

SN =
∑

1⩽n⩽N
cos(nx) =

sin(N + 1
2)x− sin x

2

2 sin x
2

.

我们这⾥假设 x /∈ 2πZ，所以 |SN | ⩽ | 1

sin(x2 )
| 是有界的，根据 Dirichlet 判别法，级数是收敛

的。如果 x ∈ 2πZ，我们级数变成了
∞∑
n=1

1

n
，即调和级数，⾃然不收敛。

练习. 证明，如下两个级数都是收敛的：
∞∑
b=1

(−1)n

n

(
1 +

1

n

)n
,

∞∑
n=1

(−1)n

n
cos( 1

n
).

复习与进阶：距离空间和赋范线性空间（矩阵空间）上的收敛与极限

给定距离空间 (X, d)，我们也有 Cauchy 列的概念：如果点列 {xn}n⩾1 使得对任意的 ε > 0，

总存在 N，对任意的 n,m ⩾ N，都有 d(xm, xn) < ε，就称该点列为 Cauchy 列。然⽽，在⼀般

的距离空间中，Cauchy 列未必收敛，我们举两个例⼦：

1) (Q, d(x, y) = |x− y|) 不是完备的度量空间。我们可以选取 xn =
n∑
k=0

1

k!
，这是⼀个 Cauchy 列，

我们已经证明过这个序列在 Q 中不收敛（我们⽤的是反证法，并且那个证明不需要事先知道

e 的存在性）。

2) X = R− {0}，d(x, y) = |x− y|。选取数列 { 1
n
}n⩾1，它是 Cauchy 列但是不收敛。

3)* X=[0, 1] 上的实系数多项式函数, d(f, g) = sup
x∈[0,1]

|f(x)|。这个空间不完备。在闭区间上，多项

式可以收敛到任意的连续函数（Weiestrass 逼近定理）。我们将在后来的作业中证明这个著名

的定理。

定义 35. (X, d) 是距离空间，如果 (X, d) 中的每个 Cauchy 列都收敛，那么我们就称 X 是完备的

距离空间。

很明显，假设 (X, d) 是完备的距离空间，如果将 d 换成与它相等价的距离 d′，那么 (X, d′) 也是完

备的。

定理 36. (Rn, d2) 是完备的距离空间，其中 d2(x, y) =

√√√√ n∑
j=1

(xj − yj)2。

证明: 假设 {x(k)}k⩾1 是 Rn 中的 Cauchy 列。先固定指标 j ∈ {1, · · · , n}，那么 x(k) 的第 j 个坐标

x
(k)
j 显然满⾜ |x(m1)

j − x
(m2)
j | ⩽ d(xm1 , xm2)。所以，作为实数数列 {x(k)j }k⩾1 也是 Cauchy 列，根

据 R 的完备性，这个数列收敛。我们已经证明过（作业⼆的 A3)）Rn 的序列收敛当且仅当其所有

坐标的序列收敛，这就完成了证明。
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定理 37 (压缩映像定理／ Banach 或 Picard 不动点定理). (X, d) 是完备的 距离空间。假设映射

T : X → X 是压缩映射，即存在常数 0 < γ < 1，使得对任意的 x, x′ ∈ X，我们都有

d(T (x), T (x′)) ⩽ γd(x, x′).

那么，T 必有唯⼀的不动点，即存在唯⼀的 x∗ ∈ X，使得 T (x∗) = x∗。

证明: 任意选取 x0 ∈ X，考虑点列 {xn}n⩾1，其中 xn = Tn(x)。我们说明它是 Cauchy 列：任选

⾃然数 n 和 p，我们有

d(xn, xn+p) = d(Tn(x0), T
n+p(x0)) ⩽ γnd(x0, T

p(x0))

⩽ γn
(
d(x0, T (x0)) + d(T (x0), T

2(x0)) + · · ·+ d(T p−1(x0), T
p(x0))

)
⩽ γn

(
d(x0, T (x0)) + γd(x0, T (x0)) + · · ·+ γp−1d(x0, T (x0))

)
⩽ γn

1− γ
d(x0, x1).

由于 γ < 1，所以当 n→ ∞ 时，上式可以任意⼩，所以 {xn}n⩾1 是 Cauchy 列。根据 (X, d) 的完

备性，存在 x∗ ∈ X，使得 lim
n→∞

xn = x∗。

现在说明 T (x∗) = x∗。任意选取 ε > 0，存在 m，使得 d(xm, x∗) < ε 并且 d(xm+1, xm) < ε。

根据三⾓不等式，我们有

d(T (x∗), x∗) ⩽ d(T (x∗), T (xm)) + d(T (xm), xm) + d(xm, x∗)

⩽ γd(x∗, xm) + d(xm+1, xm) + d(xm, x∗) ⩽ (γ + 2)ε.

所以，d(T (x∗), x∗) = 0，即 T (x∗) = x∗。

最终我们来证明不动点是唯⼀的：假设 x∗ 和 x• 均为不动点，那么

0 ⩽ d(x∗, x•) = d(T (x∗), T (x•)) ⩽ γd(x∗, x•).

由于 0 < γ < 1，所以 d(x∗, x•) = 0，从⽽ x∗ = x•。

练习. 1) (X, d) 是完备的度量空间，T : X → X 是映射，r ∈ Z⩾1 是正整数。假设 T r 是压缩映

射，证明，T 必有唯⼀的不动点。

2) 考虑映射 f : R → R, x 7→ e−x。证明，f 不是压缩映像但是 f ◦ f 是压缩映像。

在分析学习中，最经常⽤到的距离空间的实际上都是赋范线性空间，我们现在就引⼊这个概念。

定义 38 (赋范线性空间). V 是 R（或者 C）上的线性空间（可以是⽆限维的）。假设 ∥ ·∥ : V → R⩾0

是 V 上的满⾜如下三条性质的函数：

1) 对任意的 x ∈ V，λ ∈ R，有 ∥λx∥ = |λ|∥x∥；
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2) ∥x∥ = 0 当且仅当 x = 0；

3) 对任意的 x, y ∈ V，∥x+ y∥ ⩽ ∥x∥+ ∥y∥。

我们称 ∥ · ∥ 是 V 上的⼀个范数并且称 (V, ∥ · ∥) 是⼀个赋范线性空间。

直观上，∥v∥ 就是计算向量 v 的某种长度。

注记. (V, ∥ · ∥) 是赋范线性空间，那么 (V, d(x, y) = ∥x− y∥) 是⼀个距离空间。如果我们不另加注

释的话，我们总是以这种⽅式把⼀个赋范线性空间看作是⼀个距离空间。

特别地，在赋范线性空间 (V, ∥·∥) 上，点列 {xn}n⩾1 收敛到 x ∈ V 的含义是 lim
n→∞

∥xn−x∥ = 0。

我们有如下常见的赋范线性空间（请注意，它们都是有限维的，最重要的⼀个⽆限维的例⼦需

要等到我们引⼊了连续函数才介绍）：

例子. 1) 我们在 Rn 或者 Cn 上面可以定义三种范数：

∥x∥1 =
n∑
j=1

|xj |,

∥x∥2 =

√√√√ n∑
j=1

(xj)2,

∥x∥∞ = sup
i=1,2,··· ,n

|xi|.

其中，x = (x1, · · · , xn)。

2) 我们在 Mn(R) 或者 Mn(C)（视作是 Rn2
或者 Cn2

）上也有三个范数：对任意的 n× n 的矩

阵 A = (Aij)，其中 1 ⩽ i, j ⩽ n，我们有

∥A∥1 =
∑

1⩽i,j⩽n
|Aij |,

∥A∥2 =
√ ∑

1⩽i,j⩽n
(Aij)2,

∥A∥∞ = sup
1⩽i,j⩽n

|Aij |.

这三种范数都是上面线性空间情况直接搬过来的。实际上，利用矩阵的知识，我们还可以定义

其他更有⼏何意义的范数，比如说我们可以利用矩阵的特征值来定义⼀些范数，限于知识范围，我

们不再展开。

假设 ∥ · ∥1 和 ∥ · ∥2 均为线性空间 V 上的范数，如果存在常数 C1 > 0 和 C2 > 0，使得对任意

的 x ∈ X，都有

∥x∥2 ⩽ C1∥x∥1, ∥x∥1 ⩽ C2∥x∥1,
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那么就称这两个范数 [∥x∥1 和 ∥x∥2 是等价的。根据上⾯的注记，等价的范数⾃然给出等价的距离

函数，所以它们定义出的收敛和极限的概念是⼀致的。

如果⼀个赋范线性空间是完备的距离空间，我们就称它为完备的赋范线性空间或者是 Banach
空间，我们上⾯看到的例⼦（Rn 以及矩阵的空间）都是完备的赋范线性空间。

我们已经在矩阵空间上 Mn(R) 建⽴了距离结构并说明这是⼀个完备的空间，作为应⽤，我们

要定义在矩阵空间上的指数函数。为此，我们要在这个场合下把我们对于实数数列熟知的结论再按

照之前学习的顺序验证⼀下。

除了定义之外（根据完备性，极限的判断可以⽤ Cauchy 判别准则），我们对极限所研究的第

⼀个有意义的就问题是求极限这个操作是否和代数操作交换。事实上，假设 (V, ∥ · ∥) 是赋范线性空

间，那么作为线性空间 V 中的两个点能做加法（特别地，我们还可以通过⽤加法加上取极限的操

作来定义级数），我们⾃然要问：

lim
n→∞

(xn + yn) = lim
n→∞

xn + lim
n→∞

yn, lim
n→∞

λxn = λ lim
n→∞

xn,

是否成⽴。这个问题⾮常简单：只要把数列的证明过程中的绝对值符号 | · | 换成 ∥ · ∥ 即可！

某些赋范线性空间上是可以定义乘法的，⽐如说 n × n 的矩阵空间 Mn(R)，这样的空间中的

两个点能相乘，所以在这种情况下，我们想知道下⾯的公式是否成⽴：

lim
n→∞

(xn · yn) = lim
n→∞

xn · lim
n→∞

yn.

不妨设 lim
n→∞

xn = x 和 lim
n→∞

yn = y。在数列的情况下，我们的证明如下：

|xn · yn − x · y| ⩽ |(xn − x)yn|+ |x(yn − y)| ⩽ |xn − x||yn|+ |x||yn − y|.

然后，利⽤ yn 的有界性，我们⽤⼀个常数 M 来控制 x 和 yn，就有

|xn · yn − x · y| ⩽M(|xn − x|+ |yn − y|) → 0.

证明的第⼀个不等号⽤到了三⾓不等式，这对任意赋范线性空间的范数 ∥ · ∥ 都成⽴；第⼆个不等

号⽤到了绝对值和乘法之间的关系 |x · y| = |x||y|；第三步⽤到了 yn 是有界的。

在矩阵的空间⾥，|x · y| = |x||y| 可能不成⽴，⽐如说，我们⽤ ∥ · ∥∞-范数，那么，

∥A ·B∥∞ = sup
i,j⩽n

∣∣ n∑
k=1

AikBkj
∣∣ ⩽ n∑

k=1

∥A∥∞∥B∥∞ = n∥A∥∞∥B∥∞.

即对任意的 x, y ∈ X，我们都有

∥x · y∥ ⩽ C∥x∥∥y∥,

其中 C 不依赖于 x 和 y 的选取，所以仿照数列的证明，我们就有

d(xn · yn, x · y) = ∥xn · yn − x · y∥ ⩽ ∥(xn − x)yn∥+ ∥x(yn − y)∥

⩽ C
(
∥xn − x∥∥yn∥+ ∥x∥∥yn − y∥

)
⩽ CM

(
∥xn − x∥+ ∥yn − y∥

)
.

其中 ∥yn∥ ⩽M 这个有界性是明显的。据此，我们知道乘法和极限是交换的。
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注记. 我们（自豪地）发现，上述做法根本没涉及矩阵的分量，我们可以将矩阵视为⼀个整体（不

需要考虑分量）进⾏操作，就像对数字的序列⼀样。

最终，我们来定义 eA，其中，A 是⼀个 n× n 的实（复）系数矩阵。令

exp : Mn(R) → Mn(R), A 7→ eA :=

∞∑
k=0

Ak

k!
.

为了说明 eA 是良好定义的，我们验证级数
∞∑
k=0

Ak

k!
是收敛的（即部分和在这个赋范线性空间或者

距离空间⾥收敛）。我们也想仿照数列的情况利⽤绝对收敛的级数的概念。所以，对于级数
∞∑
k=0

xk，

我们定义，如果
∞∑
k=0

∥xk∥ 是收敛的（加范数后变成了我们熟悉的数项级数），就称级数
∞∑
k=0

xk 是绝

对收敛的。有了这样的动机，我们⾃然要证明下⾯的命题：

命题 39. 假设 {xk}k⩾1 是完备的赋范线性空间 (V, ∥ · ∥) 中的点列。如果级数
∞∑
k=0

xk 绝对收敛，那

么它收敛。

证明和数列的情况完全⼀致，我们把它留做作业题。

为了证明绝对收敛性，我们做如下的估计：

∞∑
k=0

∥A
k

k!
∥ ⩽

∞∑
k=0

Ck−1∥A∥k

k!
⩽

∞∑
k=0

Ck∥A∥k

k!
= eC∥A∥.

其中，我们⽤到了 ∥Ak∥ ⩽ Ck−1∥A∥k（不妨设 C ⩾ 1）。

注记. 假设 A 和 B 是 n×n 的（复）矩阵，那么 eA+B
?
= eA ·eB 可能未必成立，因为如果 A·B ̸= B ·A，

那么上面的红⾊等号可能就不成立了。请参考 ez1+z2 = ez1ez2 的证明。

练习. 如果 A 是 n× n 的（复）矩阵，那么对任意的 s, t ∈ C，我们都有 esA · etA = e(s+t)A。特别

地，证明，e−A =
(
eA
)−1。

我们还可以仿照数的情形定义 cos(A) 和 sin(A)，当然，此时这些函数所要表达的⼏何意义已

经不再清楚（但是为什么⼀定要清楚呢）。最后，我们要说明，eA 在我们后⾯的课程中⼤有⽤处。

⾄此，我们关于极限部分的介绍结束，下⼀部分我们要研究函数的连续性。
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7.1 作业：素数的倒数和，Basel 问题的 Euler“证明”

清华大学 19-20 秋季学期，数学分析一，作业 3

请⽤ A4 ⼤⼩的纸张正反面⽤钢笔，签字笔或者圆珠笔书写，并注明⾃⼰的姓名，年级和

作业的总页数。除定理公式所涉及的⼈名之外，请使⽤中文。本次作业的提交时间和地点

为 10 月 17 日上午的课堂上，逾期视作零分。

基本习题

习题 A：连续函数的定义和基本性质

A1)（函数极限的 Cauchy 判别准则）给定函数 f : (a, x0) ∪ (x0, b) → R。那么，f 在 x0 处有

极限当且仅当对任意的 ε > 0，存在 δ > 0，使得对任意的 x1, x2 ∈ (x0 − δ, x0 + δ)，都有

|f(x1)− f(x2)| < ε。

A2) 假设 I 是⼀个⾮空的区间并且 I 不是⼀个点，证明，I 上的连续函数 C(I) 所构成的 R-线性

空间是⽆限维的。

A3)（重要）假设 (X, dX) 和 (Y, dY ) 是距离空间，f : X → Y 是映射。假设 x0 ∈ X，如果对任

意 X 中的点列 {xn}n⩾1，xn
dX−→ x0，我们都有 f(xn)

dY−→ f(x0)，我们就称 f 在 x0 处是连

续的。如果 f 在⼀切 x ∈ X 处均连续，那么我们就称 f 是距离空间之间的连续映射。假设

(X, dX)，(Y, dY ) 和 (Z, dZ) 是三个距离空间，f : X → Y，g : Y → Z 均为连续映射。证明，

它们的复合 g ◦ f : X → Z 也是连续映射。

A4) 假设 (X, dX) 和 (Y, dY ) 是距离空间，f : X → Y 是连续映射。如果 d′X 是与 dX 等价的距

离，d′Y 是与 dY 等价的距离，那么，对于 (X, d′X) 和 (Y, d′Y ) ⽽⾔，f 也是连续映射。

A5) 在 Rn 上我们配有常见的距离，⽐如说 d2（请参考之前的讲义）；(X, dX) 是距离空间。我们

将映射 f : X → Rn 写成分量的形式：

f : X → Rn, x 7→ f(x) = (f1(x), f2(x), · · · , fn(x)),

其中 fi : X → R 是函数。证明，f 是连续映射当且仅当对所有的 i = 1, · · · , n，fi 是连续函

数。

A6)（重要）假设 (X, dX) 是距离空间，(V, ∥ · ∥) 是赋范线性空间，f : X → V 和 g : X → V 是连

续映射。证明，它们的和与差（⾃然的定义）f ± g : X → V 也是连续映射。如果 V = C（或

者 n× n 的矩阵构成的赋范线性空间），那么 f · g : X → C 是连续映射。如果 V = C 并且对

任意的 x ∈ X，g(x) ̸= 0，那么
f

g
: X → C 是连续映射。你可以选择上⾯的⼀个情况来证明。
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A7) 试找出 R 上定义的函数

f(x) =


1
q , 如果 x =

p

q
是有理数，其中 p ∈ Z，q ∈ Z⩾1 且 p 和 q 互素;

0, 如果 x 是⽆理数.

的所有不连续点。

A8) 计算 lim
x→0

ex − 1

x
。

A9) 计算 lim
x→+∞

(1 +
1

x
)x。

A10) 计算 lim
x→−∞

(1 +
1

x
)x.

习题 B（级数的基本计算技巧和收敛判断）

B1) 试计算下列级数（计算技术的训练）

(1)
∞∑
n=1

1

n(n+ 1)
(2)

∞∑
n=1

1

4n2 − 1
(3)

∞∑
n=1

1

n(n+ 1)(n+ 2)

(4)

∞∑
n=1

arctan 1

n2 + n+ 1
(5)

∞∑
n=0

(−1)n + 2

3n
(6)

∞∑
n=1

n

3n

(7)
∞∑
n=1

(−1)n−1

2n−1
(8)

∞∑
n=1

2n− 1

2n
(9)

∞∑
n=0

2n+ 1

n2(n+ 1)2

(10)
∞∑
n=1

(
√
n+ 2− 2

√
n+ 1 +

√
n) (11)

∞∑
n=1

log
(

n(2n+ 1)

(n+ 1)(2n− 1)

)
(12)

∞∑
n=1

1

n(n+m)
(m ∈ N).

B2) 试判断下列级数的收敛性。

(1)
∞∑
n=1

(
√
n+ 1−

√
n) (2)

∞∑
n=1

√
n+ 1−

√
n

n
(3)

∞∑
n=2

( n
√
n− 1)n

(4)

∞∑
n=1

1

1 + xn
(x ̸= −1) (5)

∞∑
n=1

1

n2n
(6)

∞∑
n=1

(
n2

3n2 + 1

)n
(7)

∞∑
n=1

1

n1+
1
n

(8)

∞∑
n=2

1

(logn)logn (9)

∞∑
n=1

nn+
1
n

(n+ 1
n)
n

(10)
∞∑
n=1

(−1)n−1

√
n

n+ 1
(11)

∞∑
n=1

(−1)n−1

n
√
n

(12)
∞∑
n=1

(
1 +

1

2
+ · · ·+ 1

n

)
sinnx
n

.

B3) 试判断下列级数的收敛性并确定它们是否绝对收敛。

(1)
∞∑
n=2

(−1)n
1

n logn (2)
∞∑
n=2

sin nπ
4

logn

3)

∞∑
n=1

(−1)n
n− 1

n+ 1

1
3
√
n

(4)

∞∑
n=1

(−1)
n(n−1)

2
n10

an
(a > 1)
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习题 C （递减正项级数的凝聚检验法）假设正整数 b ⩾ 2，f : (1,∞) → R>0 是递减（未必严格递

减）函数。

C1) 证明下⾯的不等式：

(b− 1)bk−1f(bk) ⩽
bk−1∑
j=bk−1

f(j) ⩽ (b− 1)bk−1f(bk−1).

C2) 证明：级数
∞∑
n=1

f(n) 和
∞∑
n=1

bnf(bn)

同时收敛或者同时发散 (我们称通过后者的收敛来判断前者收敛的⽅法为凝聚检验法)。

C3) 证明，
∞∑
n=2

1

n logn 是发散的。

C4) 证明，
∞∑

n=100

1

(n logn)(log(logn)) 是发散的。

C5) 证明，如果 s > 1，那么
∞∑
n=1

1

ns
是收敛的；如果 0 < s < 1，那么

∞∑
n=1

1

ns
是发散的。

C6) 假设 s > 1。证明，
∞∑
n=2

1

n(logn)s 和
∞∑

n=10

1

(n logn)(log(logn))s 都是的收敛。

注记. 上述的⼏个收敛的结论（C3)-C6)）是标准并且重要的，记住这⼏个结论对于收敛以及函数

⼤小的理解很有帮助。这里的证明尽管巧妙，但是等我们接触到积分的时候，我们就可以用统⼀的、

简单的、更本质的也更容易记忆的⽅法来证明这些结论。

习题 D 实数列 {an}n⩾1 的上下极限的刻画。先补充⼏个定义：

• α ∈ R，如果对任意 ε > 0, 存在⽆穷多 n，使得 an ∈ (α− ε, α+ ε)，我们称 α 为 {an}n⩾1 的

⼀个聚点；

• 如果对任意 M > 0，存在⽆穷多个 n，使得 an ∈ (M,∞)，我们就称 +∞ 为 {an}n⩾1 的⼀个

聚点；

• 如果对任意 M > 0，存在⽆穷多个 n，使得 an ∈ (−∞,−M)，我们就称 −∞ 为 {an}n⩾1 的

⼀个聚点。

D1) 证明，α ∈ R 是 {an}n⩾1 的聚点当且仅当该数列有⼦序列 {ank
}k⩾1 收敛于 α。

D2) 证明，+∞ 是 {an}n⩾1 的聚点当且仅当该数列有⼦序列 {ank
}k⩾1 使得 lim

k→∞
ank

= +∞。
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D3) 令 E =
{
α ∈ R ∪ {±∞} |α 是{an}n⩾1 的聚点

}
为 {an}n⩾1 的所有聚点所组成的集合（它是

R ∪ {±∞} 的⼦集）。证明，E ̸= ∅。

D4) 证明：E ⊂ R 当且仅当数列 {an}n⩾1 有界。

D5) 假设 {an}n⩾1 有界。试证明，supE = lim sup
n→∞

an，infE = lim inf
n→∞

an。

D6) 假设 {an}n⩾1 有界。令 a∗ = lim sup
n→∞

an，证明如下两个命题：

i) a∗ ∈ E（所以 supE ∈ E）；

ii) 对任意 x > a∗，存在 N ∈ Z⩾1，使得对任意 n > N，都有 an < x。

D7) 试举⼀个数列 {an}n⩾1 作为例⼦，使得 E ∩ R ̸= ∅ 且 E ̸⊆ R。

D8) 试举⼀个数列 {an}n⩾1 作为例⼦，使得 E 为⽆穷集。

思考题 (不交作业)

问题 E（素数的倒数和）根据第七次课的内容，对于 s > 1，我们可以定义 ζ-函数

ζ(s) =
∞∑
n=1

1

ns

并且证明了 Euler 乘积公式：

ζ(s) =
∏
p∈P

1

1− p−s
,

其中 P 是全体素数的集合。据此证明，级数 ∑
p∈P

1

ps

对于 s > 1 是收敛的；对于 0 < s ⩽ 1 是发散的（这给出了有⽆穷多个素数的另⼀个证明）。

问题 F（Basel 问题的 Euler“证明”）对任意的 θ ∈ R 和 n ∈ Z⩾1，试证明恒等式

sin
(
(2n+ 1)θ

)
(2n+ 1) sin θ =

n∏
k=1

1− sin2(θ)
sin2

(
kπ

2n+1

)
 .

据此证明，对任意的 x ∈ R，我们都有

sin(πx)
πx

=
∞∏
n=1

(
1− x2

n2

)
.

（如果 x = 0，我们将左边定义为极限 lim
x→0

sin(πx)
πx

）
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注记. 根据上面的公式，形式上，我们就有

sin(πx) = πx
∞∏
n=1

(
1− x2

n2

)
= πx

(
1−

( ∞∑
n=1

1

n2

)
x2 + (· · · )x4 + (· · · )x6 + · · ·

)
.

所以，右边 x3 的系数就是 −π
∞∑
n=1

1

n2
。根据我们对于 sin 的定义

sin z = eiz − e−iz

2i
=

∞∑
k=0

(−1)kz2k+1

(2k + 1)!
.

所以，sin(πx) 中展开式的 x3 项的系数是 −π
3

6
。比较系数，我们得到所谓的 Basel 问题的解：

∞∑
n=1

1

n2
=
π2

6
.

这是 Euler 原始的想法，他就是利用了上面的乘积公式来猜测最终的极限是
π2

6
。有趣的是，他观

察到
sin(πx)
πx

的零点恰好是 x = ±n，所以如果
sin(πx)
πx

的⾏为与多项式类似的话，那么这个函数

应该是单项式的乘积，所以 Euler 认为

sin(πx)
πx

= c
∏

n∈Z−{0}

(
1− x

n

)
= c

∞∏
n=1

(
1− x2

n2

)
,

其中 c 是⼀个待定的常数，通过取 x→ 0 的极限，他计算出 c = 1。
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8 函数的连续性

⼆零⼀九年⼗⽉⼗⽇，星期四，晴天

函数的连续性

在开始讨论函数之前，我们先澄清和回忆⼏个概念：

• 当谈论⼀个函数 f 的时候，我们坚持原则：要说清楚 f 是定义在哪⾥又是在哪⾥取值的，即

我们⽤映射 f : X → Y 的观点来看函数 f，通常⽤的 f(x) 不是⼀个好的记号。

• 给定两个函数 f : X → R 和 g : X → R（或者 C，或者是其他的赋范线性空间或者距离空

间），其中 X 是某个空间（集合），那么函数 f + g 指的是映射

f + g : X → R, x 7→ f(x) + g(x).

类似地，我们也可以定义函数 f + g，f · g 等，这⾥不在赘述。

• 如果函数 f 在 R 或者 R 的⼦集上⾯定义并且在 R 中取值，利⽤ R 上的序关系，我们可以定

义单调性，即递增或者递减的函数，精确的定义留给同学⾃⼰叙述。

函数的连续性有两个等价的定义，⼀种⽤数列的语⾔的来描述，⼀种⽤所谓的 ε− δ 语⾔（在

数学分析中，ε 和 δ 通常代表两个很⼩（任意⼩）的正数）。

定义 40 (函数的左右极限，左右连续性和连续性；数列的语⾔). 假设 a < b 是实数，I = (a, b) ⊂ R
是开区间，x0 ∈ I。

1) 给定函数 f : (a, x0) ∪ (x0, b) → R。

如果存在 y0 ∈ R，使得对任意的 序列 {x−n }n⩾1 ⊂ (a, x0)，lim
n→∞

x−n = x0，都有 lim
n→∞

f(x−n ) = y0，

我们就称 f 在 x0 处有左极限y0，并记作 lim
x→x0−

f(x) = y0。（我们注意到 y0 不依赖于序列

{x−n }n⩾1 的选取）

类似地，如果存在 y0 ∈ R，使得对任意的序列 {x+n }n⩾1 ⊂ (x0, b)， lim
n→∞

x+n = x0，都有

lim
n→∞

f(x+n ) = y0，我们就称 f 在 x0 处有右极限y0，并记作 lim
x→x0+

f(x) = y0。

如果存在 y0 ∈ R，使得对任意的序列 {xn}n⩾1 ⊂ (a, x0) ∪ (x0, b)， lim
n→∞

xn = x0，都有

lim
n→∞

f(xn) = y0，我们就称 f 在 x0 处有极限y0，并记作 lim
x→x0

f(x) = y0。

2) 给定函数 f : I → R。如果对任意的序列 {xn}n⩾1 ⊂ I，lim
n→∞

xn = x0，都有 lim
n→∞

f(xn) = f(x0)，

我们就称 f 在 x0 处连续。如果 f 在每个 x0 ∈ I 处都连续，我们就称 f 是（I 上的）连续

函数。如果 J = [a, b)，f : J → R 在 a 处的右极限存在并且恰好等于 f(a)，我们就称 f 在

a 处连续；类似地，我们可以定义在闭区间 [a, b] 的端点处连续的函数进⽽定义在闭区间上的

连续函数。
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注记. 我们还可以“望⽂⽣义地”定义左连续或者右连续的概念：给定函数 f : I → R，如果 f 在 x0

处有左极限并且左极限为 f(x0)，那么我们称 f 在 x0 处是左连续的。右连续性可以类似定义。

练习. 1) 给定函数 f : (a, x0) ∪ (x0, b) → R。证明，f 在 x0 有极限当且仅当 f 在 x0 处的左右

极限都存在并且相等。

2) 给定函数 f : I → R。证明，f 在 x0 ∈ I 处连续当且仅当 f 在 x0 处的即是左连续的也是右

连续的。

我们可以⽤这个练习来熟悉⼀下连续性的第⼀种定义，证明只需要⽤数列收敛的概念即可。

定义 41 (函数的极限和连续性；ε− δ-语⾔). 假设 a < b 是实数，I = (a, b) ⊂ R 是开区间，x0 ∈ I。

考虑在 I − {x0} 上定义的实数（可以是复数）值函数 f，即 f : (a, x0) ∪ (x0, b) → R，如果存在

y0 ∈ R，使得对任意的 ε > 0（我们总是默认 ε 很小），存在 δ > 0（通常 ε 总是取的很小），使

得对任意满⾜ |x − x0| < δ 的 x，都有 |f(x) − y0| < ε，我们就称 f 在 x0 处有极限 y0，并记作

lim
x→x0

f(x) = y0。如果假设 f : I → R 在 x 处有极限并且 lim
n→∞

f(xn) = f(x0)，我们就称 f 在 x0 处

连续。

注记. 我们类似地可以用 ε − δ 语⾔定义左右极限以及左右连续性，同学们应该自⼰尝试着来做这

⼀点（基本是语⾔的游戏）或者查阅任何⼀本数学分析的参考书，这里不再赘述。

定理 42 (Heine). 上述两种连续性的定义是等价的。

证明: ⾸先，假设 f 在 x0 是在 ε− δ-语⾔意义下连续的，我们现在证明，对任意的 {xn}n⩾1 ⊂ I，

xn → x0，我们都有 f(xn) → f(x0)：事实上，对任意的 ε > 0，根据定义，存在 δ > 0，使得当

|x− x0| < δ 时，我们有 |f(x)− f(x0)| < ε；根据 xn → x0 的定义，对于这个 δ，存在 N，使得当

n ⩾ N 时，我们有 |xn− x0| < δ。所以，当 n ⩾ N 时，|f(xn)− f(x0)| < ε0，从⽽ f(xn) → f(x0)。

反过来，我们假设 f 在 x0 在点列语⾔的意义下是连续的，即假设对任意的 序列 {xn}n⩾1 ⊂ I，

xn → x0，都有 lim
n→∞

f(xn) = f(x0)。我们⽤反证法来证明 f 在 x0 是在 ε − δ-语⾔意义下连续

的，即考虑逆否命题：如果不然，那么存在某个 ε > 0，对任意的 δ，特别地对于 δ =
1

n
，存在

|xn − x0| <
1

n
，使得 |f(xn) − f(x0)| ⩾ ε。这样，我们就得到⼀个序列 {xn}，使得 xn → x0 但是

f(xn) ̸→ f(x0)，⽭盾。

另外，关于函数在⼀点处的极限的存在性也有 ε− δ 版本的 Cauchy 判别准则：

定理 43 (Cauchy 判别准则). 给定函数 f : (a, x0) ∪ (x0, b) → R。那么，f 在 x0 处有极限当且仅

当对任意的 ε > 0，存在 δ > 0，使得对任意的 x1, x2 ∈ (x0 − δ, x0 + δ)，都有 |f(x1)− f(x2)| < ε。

证明: 证明是例⾏公事，只需要利⽤定义！我们将它留作本次的作业题之⼀。

注记. 我们还可以模拟上面的定义来定义函数 f 在 x→ ±∞ 时的极限：给定函数 f : (a,+∞) → R，

如果存在 y0 ∈ R，使得对任意的 ε > 0，存在 M > 0，使得对任意的 x ∈ (M,+∞)，都有
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|f(x)− y0| < ε，我们就称 f 在 +∞ 处的极限是 y0，并记作 lim
x→+∞

f(x) = y0；类似地可以定义函

数在 −∞ 处的极限。

有了连续函数这个对象，我们就可以讨论数学（分析）中很重要的⼀个观点：

注记 (局部与整体). 局部，整体和⼀个点在连续函数的定义中是要分清楚的：

• 连续性是⼀个局部的概念：要搞清楚 f 在 x0 处是否连续，只需要对任意小的 ε，理解 f 在

x0 的⼀个小邻域（局部）(x0 − ε, x0 + ε) 上的⾏为就⾜够了。这里，ε 可以任意得小，但不

能是 0。

• 关于函数在整个区间 I 上是否连续的是整体的概念，因为我们需要知道 f 在每个点 附近的

信息。

• f 在区间 I 上是否连续这个整体的性质是由局部性质决定的，即如果 f 在每个局部上连续，

那么在整个区间 I 上就连续。数学上很多概念都是这样的：局部决定了整体，比如说函数如

果局部上单调那么整体上就是单调函数；多项式（或者解析函数）是更极端的例⼦：根据代

数基本定理，只要知道多项式 f 在⼀个点附近的值就可以完全确定这个多项式。当然，有很

多数学对象的局部上完全不能决定整体，比如说用来描述经典⼒学的辛⼏何。

• 连续性是局部的概念但不是⼀个点处的概念：只知道函数在⼀个点 x0 处的值是完全不可以

判定函数在这个点处的连续性的！

通过上面局部与整体的讨论，我们可以很自然地引出所谓的开覆盖的概念：

1)（整体连续性意味着局部连续性）假设 J ⊂ I 是⼦区间，那么，如果 f : I → R 在 I 上连续，

f 在 J 上的限制 f
∣∣
J

也连续，其中

f
∣∣
J
: J → R, x 7→ f(x).

2)（局部决定了整体假设 {Ik}k∈K ⼀族开区间，其中 K 是指标的集合，如果 I ⊂
∪
k∈K

Ik，我们

就称开区间族 {Ik}k∈K 覆盖了 I，我们也说 {Ik}k∈K 是 I 的⼀族开覆盖。假设对每个 k ∈ K，

函数 fk 在 Ik 上都有定义并且取实数值，如果任意的 j, k ∈ K，都有相容性条件：

fk
∣∣
Ij∩Ik

= fj
∣∣
Ij∩Ik

,

那么下面的 f 在 I 上是良好定义的：由于对任意的 x ∈ I，x ⼀定属于某个 Ik，我们令

f(x) = fk(x)。我们来说明 f(x) 的定义不依赖于指标 k 的选取：如果 x0 属于另⼀个 Ij，我

们需要说明 fj(x) = fk(x)，这是因为 x ∈ Ij ∩ Ik，相容性条件保证了这⼀点。

通过上面的构造⽅式，我们把在局部的小片 Ik 上定义的⼀族函数粘成了整体定义在 I 上的

⼀个函数。

如果对任意的 k，fk 在 Ik 连续，那么 f 在 I 上也连续，这因为对任意的 x0 ∈ I，x0 ⼀定属

于某个 Ik，根据 fk 在 Ik 上的连续性，f 就在 x0 处连续，所以 f 连续。
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最简单的连续函数的例⼦如下（请验证定义）：

例子. 1) 常值函数 f(x) = c 和 f(x) = x 是连续函数。

2) 常值函数 f(x) = c 和 f(x) = x 是连续函数。

3) 指数函数 ex 是 R → R（或 C → C）上的连续函数。

我们用 ε− δ 语⾔来证明：任意选定的 x0 ∈ R。对任意的 ε > 0，令 δ = min
( ε

2ex0+1
, 1
)
（这

是⼀个事后诸葛亮的决定），当 |x− x0| < δ 时，根据

ex − ex0 = ex0(ex−x0 − 1) = ex0
∞∑
k=1

(x− x0)
k

k!
,

我们有

|ex − ex0 | ⩽ ex0
∞∑
k=1

|x− x0|k

k!
< ex0

∞∑
k=1

δk

k!

= δex0
∞∑
k=1

δk−1

k!
⩽ δ
(
ex0

∞∑
k=0

1k−1

(k − 1)!

)
= δex0+1 < ε.

这表明 exp 在 x0 处连续。

要想构造更多的连续函数，我们就要利⽤关于连续函数的代数运算：

命题 44 (四则运算与序关系的交换性). 假设实（复）值函数 f 和 g 在 x0 附近定义（比⽅说在

(x0 − δ, x0) ∪ (x0, x0 + δ) 上定义）x0 ∈ I 处有极限，那么

1) f ± g 在 x0 ∈ I 处有极限并且 lim
x→x0

(f ± g)(x) = lim
x→x0

f(x)± lim
x→x0

g(x)。

2) f · g 在 x0 ∈ I 处有极限并且 lim
x→x0

(f · g)(x) = lim
x→x0

f(x) · lim
x→x0

g(x)。

2) 如果在 x0 附近，g(x) ̸= 0，那么
f

g
在 x0 ∈ I 处有极限并且 lim

x→x0

(f
g

)
(x) =

lim
x→x0

f(x)

lim
x→x0

g(x)
。

4) 如果对任意的 x，都有 f(x) ⩽ g(x)，那么 lim
x→x0

f(x) ⩽ lim
x→x0

g(x)。

证明: 连续性的表述有两种，我们这⾥选⽤连续性的数列语⾔，从⽽上⾯的性质只是数列相应性质

的重新表述。

推论 45 (连续函数的四则运算). 用 C(I) 表示区间 I 上的连续函数的全体所构成的集合，那么(
C(I),+, ·

)
是⼀个环（连续函数环），即对任意的 f, g ∈ C(I)，我们有 f ± g, f · g ∈ C(I)。特别地，

C(I) 是 R-线性空间（用常数函数 f(x) ≡ c 作为数乘）。另外，如果对任意 x ∈ I，g(x) ̸= 0，那么
f

g
∈ C(I)。
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注记. 我们注意到
(
C(I),+, ·

)
与实数 (R,+, ·) 有很多相似的地⽅（代数结构）。另外，除非 I 是⼀

个点，C(I) 是⽆限维的 R-线性空间，我们把证明留成做本次的作业。

推论 46 (绝对值). 如果 f ∈ C(I)，那么 |f | ∈ C(I)，其中 |f | : I → R⩾0, x 7→ |f(x)|。

证明: 利⽤连续性的数列的描述⽴得。

定理 47 (函数的复合). 给定 f ∈ C(I; J)（即 f : I → R 是连续函数并且 f 的值域落在区间 J 中）

和 g ∈ C(J)，那么复合函数 (f ◦ g)(x) = f(g(x)) ∈ C(I)。

证明: 我们利⽤数列的语⾔来证明，即证明当 n→ ∞ 时，对任意的 xn → x0，我们有 (f ◦ g)(xn) =
f(g(xn)) → f(g(x0))。令 yn = f(xn) ∈ J，其中 n ⩾ 0，由于 f 在 x0 处连续，所以 yn → y0；由

于 g 在 y0 处连续，所以 g(yn) → g(y0)，这就是要证明的结论。

注记. 利用数列的语⾔进⾏证明是最直接最简单的，然⽽我们后来会意识到简单⼲净的证明可能未

必是最好的。

利⽤上述四则运算以及函数的复合，我们可以构造⼀⼤类的连续函数：

例子. 假设 I ⊂ R 是⼀个给定的非空的区间，其中 |I| ̸= 0，即它不是⼀个点。那么

1) 对任意的多项式 P ∈ R[X]，即 P (X) = adX
d+ad−1X

d−1+ · · ·+d0，其中 ai ∈ R，0 ⩽ i ⩽ d，

ad ̸= 0，d 是它的次数（我们要强调多项式 ̸= 多项式函数），我们可以将 P 视作是 I 上的函数，

即对任意的 x ∈ I，我们令 P (x) = adx
d+ad−1x

d−1+ · · ·+d0。那么，多项式函数 P ∈ C(I)。另

外，如果 Q ̸= P ∈ R[X] 是另⼀个多项式，那么在 C(I) 中，作为函数 Q ̸= P。在这个意义下，

我们可以将多项式的全体 R[X] 视作是连续函数的⼦空间，即有单射映射 ι : R[X] ↪→ C(I) 并

且这个映射保持两边的四则运算（环结构）：比如说，如果我们用 • 表示多项式的乘法，那么

ι(P •Q) = ι(P ) · ι(Q)，其中此式右边的乘法是函数的乘法。

2) 如果多项式 Q 在 I 上没有零点，那么有理函数
P (x)

Q(x)
∈ C(I)。

3) 三角函数 sin(x) 和 cos(x) 是连续函数，此时，我们隐含的用到了取复数值的指数函数具有连

续性这个性质，我们后面会处理更⼀般的情况。

4) 利用复合函数保持连续性，我们知道函数 ex
2
是 R（或者 C）上的连续函数。

注记. 不夸张的说，我们在数学中遇到（⼏乎）⼀切连续函数都是通过两种⼿段构造的：第⼀，通过

连续函数的复合和四则运算；第⼆，通过逼近的⽅式，特别是级数的⽅式来定义，比如说 exp 的构

造。这种逼近的⽅式是最值得我们注意的，我们很快会发现，C(I) 这个空间和实数 R 很相似，构

造⽆理数就是通过有理数逼近的⽅式。

更具体⼀点，我们会在 C(I) 上面给定⼀个范数 ∥ · ∥∞ 并且证明这样得到的赋范线性空间是完

备的。此时，任给 f ∈ C(I)，我们可以仿照实数的情况定义

ef :=
∞∑
n=0

fk

n!
.
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在完备的赋范线性空间中，我们只要全盘照抄实数的情况就可以证明上面的（函数）级数收敛，从

⽽ ef 是良好定义的并且是连续函数。特别地，我们可以通过这种⽅式定义 ex（把 x 看成是函数

f）⽽且说明这和我们最初定义的 exp(x) 是⼀码事。

在这种类比下，我们就可以利用对实数的直观来研究函数空间，从⽽得到很多关于函数的深刻

结果。在课程后面的学习中，我们会遇到很具体的例⼦，比⽅说存在处处连续但是处处都不能微分

的函数，我们就是通过构造函数的级数来实现的。
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9 距离空间之间的连续映射，介值定理，初等函数的构造

⼆零⼀九年⼗⽉⼗四⽇，星期⼀，晴天

我们⾸先来复习／学习⼀下连续性的定义：

定义 48 (距离空间之间的连续映射). 假设 (X, d) 和 (Y, dY ) 是两个距离空间，f : X → Y 是这两

个距离空间之间的映射。假设 x0 ∈ X，y0 = f(x0) ∈ Y。如果对任意的 ε > 0，总存在 δ > 0，使

得对任意满⾜ d(x, x0) < δ 的 x ∈ X，都有 dY
(
f(x), f(x0)

)
< ε，我们就称 f 在 x0 处连续。如果

f 在 X 的每个点处都连续，那么我们就称 f 是连续映射。

注记. 当 Y 为 R 或者 C 的时候，我们就称 f 为连续函数。另外，我们有

1) 第三次作业中我们用点列的⽅式定义了连续映射，我们可以仿照 Heine 定理的证明，说明这

个两个定义⽅式是等价的。我们将在第四次作业题中证明这个结论。

2) 假设 X ′ ⊂ X 是⼦集，我们用 d′ 表示 d 在 X 上诱导出来的距离函数，从⽽ (X ′, d′) 是距离

空间（参见作业⼀ A3)）。我们考虑限制映射

f
∣∣
X′ : X

′ → Y, x′ ∈ X ′ 7→ f(x′).

那么，f ′ 是 (X ′, d′) 和 (Y, d2) 之间的连续映射。简⽽⾔之，连续映射的限制仍是连续映射。

3)（距离空间的乘积与连续映射）假设 (Y, dY ) 和 (Z, dZ) 是距离空间，我们定义 Y × Z 上的距

离函数

dY×Z :
(
Y × Z

)
×
(
Y × Z

)
→ R⩾0,

(
(y1, z1), (y2, z2)

)
7→
√
d(y1, y2)2 + d(z1, z2)2.

不难验证，dY×Z 是 Y ×Z 上的距离函数（当然，我们有很多其他⽅式定义新的距离函数，这

里我们选取和勾股定理类似的⼀种选择）。此时，我们有两个自然的投影映射

πY : Y × Z → Y, (y, z) 7→ y; πZ : Y × Z → Z, (y, z) 7→ z.

那么，πY 和 πZ 都是连续映射。

另外，给定距离空间 (X, d) 和 (Y ×Z, dY×Z) 之间的映射 F : X → Y ×Z，那么，F 连续当

且仅当两个复合映射 πY ◦ F : X → Y 和 πZ ◦ F : X → Z 都连续（即到乘积空间的映射是连

续的当且仅当其分量是连续的）。我们将在作业中证明这个性质。

作为例⼦，我们知道如果在 Rn 上配有距离 d2（请参考之前的讲义），那么

(Rn, d2) = (R, d2)× (R, d2)× · · · × (R, d2)︸ ︷︷ ︸
n个

假设 (X, dX) 是距离空间，我们可以将映射 f : X → Rn 写成分量的形式：

f : X → Rn, x 7→ f(x) = (f1(x), f2(x), · · · , fn(x)).
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我们在第 3 次作业中已经证明了 f 连续当且仅当每个 fi : X → R 都连续。这当然是上面关

于到乘积空间的映射的连续性的推论。

然⽽，我们要给出下面著名的反例来说明多个变量的函数如果对每个固定的变量都连续并不

能说明函数本身连续：

f : R2 → R, (x, y) 7→ f(x, y) =


xy

x2+y2
, 如果 (x, y) ̸= (0, 0);

0, 如果 (x, y) = (0, 0).

首先，对于任意的 x0 固定，f(x0, y) : R → R 作为 y 的函数是连续的；对于任意的 y0 固定，

f(x, y0) : R → R 作为 x 的函数是连续的。这是显然的。另外，我们说明 f 在 (0, 0) 处不连

续：对任意的 λ ̸= 0，我们可以取 (xk, yk) = (
1

k
,
λ

k
) → (0, 0)，此时，f(xk, yk) ≡

λ

1 + λ2
̸→ 0。

作为例⼦，我们研究矩阵空间上的映射：

例子. 映射 exp : Mn(C) → Mn(C)。
首先回忆⼀下，Mn(C) 可以看成是⼀个 2n2-维的 R-线性空间，对于 A = (Aij) ∈ Mn(C)，我

们有范数

∥A∥2 =

√√√√ n∑
i,j=1

|Aij |2,

从⽽
(
Mn(C), ∥ · ∥2

)
是⼀个赋范线性空间。作为距离空间，两个矩阵 A 和 B 之间的距离由

d2(A,B) = ∥A−B∥2 给出。这个赋范线性空间是完备的（我们证明过
(
RN , ∥ · ∥2

)
完备，即 Cauchy

列都收敛）。

我们已经定义过映射

exp : Mn(C) → Mn(C), A 7→
∞∑
k=0

Ak

k!
.

我们现在证明这个映射是连续的。为此，我们首先回忆之前对于 exp : R → R 的连续性的证明，我

们用到了

ex − ex0 = ex0(ex−x0 − 1) = ex0
∞∑
k=1

(x− x0)
k

k!
.

然⽽，对于矩阵的情形，我们评论过 eA+B = eAeB 可能并不成立，所以上述第⼀步可能并不正确。

然⽽不管怎么样，我们先证明 exp 在 A = 0 处连续（这和实数的情形没有差别！），其中 e0 = 1，

其中 1 代表 In×n：

∥eA − 1∥2 ⩽
∞∑
k=1

∥A∥k2
k!

= ∥A∥2
∞∑
k=1

∥A∥k−1
2

k!
⩽ ∥A∥2e∥A∥2 < e∥A∥2.

最后我们（不妨）假设了 ∥A∥2 < 1。所以当 A→ 0 时或者 ∥A∥2 → 0 时，我们有 ∥eA − 1∥2 → 0，

这就说明 exp 在 A = 0 处是连续的。
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在⼀般的情形，假设 A→ A0，即 B = A−A0 → 0，我们计算

eA − eA0 =

∞∑
k=1

Ak −Ak0
k!

=

∞∑
k=1

(A0 +B)k −Ak0
k!

.

关键的观察如下（我们用到存在常数 c，对任意的 A 和 B，我们有 ∥A · B∥2 ⩽ c∥A∥2∥B∥2（c 是

⼀个不依赖于 A 和 B）。）:

∥(A0 +B)2 −A2
0∥2 = ∥A0B +BA0 +BB∥2 ⩽ ∥A0B∥2 + ∥BA0∥2 + ∥BB∥2

⩽ c∥A0∥2∥B∥2 + ∥B∥2∥A0∥2 + ∥B∥2∥B∥2

= c
[(
∥A0∥2 + ∥B∥2

)2 − ∥A0∥22
]
.

类似地，通过把作用范数，我们可以借此消除不交换性⽽得到

∥(A0 +B)k −Ak0∥2 ⩽= ck−1
[(
∥A0∥2 + ∥B∥2

)k − ∥A0∥k2
]
.

从⽽，

∥eA − eA0∥2 ⩽
∞∑
k=1

∥(A0 +B)k −Ak0∥2
k!

⩽
∞∑
k=1

ck−1
[(
∥A0∥2 + ∥B∥2

)k − ∥A0∥k2
]

k!

=
1

c

∞∑
k=1

[(
c∥A0∥2 + c∥B∥2

)k − (c∥A0∥2)k
]

k!

=
1

c

(
ec∥A0∥2+c∥B∥2 − ec∥A0∥2

)
.

现在根据在实数上指数函数的连续性，我们就知道当 ∥B∥2 → 0 时，右边是连续的，从⽽ exp 在

A0 处连续。

我们再研究⼏个有代表性的例⼦（请同学们⾃⼰把细节写清楚，借此可以练习⼀下 ε−δ 语⾔）：

例子 (连续函数和不连续函数的例⼦). 先从不连续的例⼦开始：

1) X ⊂ R 是⼀个⼦集，由这个⼦集所定义的示性函数 1X : R → R 指的是：

1X (x) =

1, x ∈ X;

0, x /∈ X.

假设 X = [a, b] 是⼀个有限闭区间，1X(x) 在 a 处是右连续的但是不是左连续（从⽽不连续），

这个函数在 x ̸= a, b 处都是连续的。如果 X = Q，那么 1Q(x) 在任何⼀个点处都是不连续的

（函数 1Q(x) 通常被称作是 Dirichlet 函数）。

2) 我们考虑函数

f(x) =


1
x , x ̸= 0;

0, x = 0.

这个函数在 0 处是不连续性的（我们可以说函数在 0 处的右极限是正⽆穷⼤，在 0 处的左极

限是负⽆穷⼤）。
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3) 我们考虑函数

f(x) =


1
q , 如果 x =

p

q
是有理数，其中 p ∈ Z，q ∈ Z⩾1 且 p 和 q 互素;

0, 如果 x 是⽆理数.

我们在第 3 次的作业中已经证明了 f 在有理数上不连续但是在⽆理数上连续！

练习. 是否存在 R 上的函数 f，它在任和⼀个点处都不连续，但是 |f | 是连续的？。

我们现在给出两个最具有代表性的例⼦，建议⼤家将课堂笔记整理清楚并搞懂细节，通过这样

的⽅式，也可以加深对连续性的认识。

例子. 下面的两个函数在 0 处都是连续的：

1) 我们定义函数

f(x) =


sin(x)
x

, x ̸= 0;

1, x = 0.

为了说明 f 在 0 处连续，当 x ̸= 0 时，利用 sin(x) 的定义，我们有

sin(x)
x

=

∞∑
k=0

(−1)kx2k

(2k + 1)!
.

从⽽，

|sin(x)
x

− 1| ⩽
∞∑
k=1

|x|2k

(2k + 1)!
= |x|2

∞∑
k=1

|x|2k−2

(2k + 1)!
⩽ |x|2e|x|.

从⽽， lim
x→0

sin(x)
x

= 1。

2) 我们考虑函数

f(x) =

e
− 1

|x| , x ̸= 0;

0, x = 0.

为了说明 f(x) 在 0 处连续，对任意的 ε > 0，我们只要选取 δ 使得 e−
1
δ < ε 即可，这个很

容易做到。

另外，根据与数列版本的类⽐，我们不难想象出各种版本的对函数连续性进⾏判断的命题，⽐

如如下两边进⾏控制的版本：

命题 49. g1 和 g2 是区间 I 上定义的 R-值函数，它们在 x0 处有极限并且 lim
x→x0

g1(x) = lim
x→x0

g2(x)。

如果 f : I → R 使得对任意的 x ∈ I，都有 g1(x) ⩽ f(x) ⩽ g2(x)，那么，f 在 x0 处有极限并且

lim
x→x0

f(x) = lim
x→x0

g1(x) = lim
x→x0

g2(x).

利⽤函数收敛的数列版本的定义（根据不同的情形选择需要的形式），这个性质的证明显⽽易

见的。我们只要看到这⼀点，这个命题也容易记住了。另外，我们指出，这样的命题可能在某些场

合（⽐如说解题⽬）有⽤，但是就本⾝⽽⾔，（我觉得）可能不是很有价值。
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连续函数的基本性质

我们现在来了解连续函数的⼀些基本性质并利⽤它们做两件基本的事情：第⼀，研究 ex 的性

质并定义所有的初等函数；第⼆，利⽤连续函数来研究空间的⼏何性质。

定理 50. I 是区间（可开可闭），f : I → R 是 I 上的单调函数，那么

1) 对任意 x0 ∈ I，f 在 x0 处的左极限 lim
x→x−0

f(x) 和右极限 lim
x→x+0

f(x) 都存在。

2) f 在 I 上的不连续点的集合是可数的。(这表明单调函数 f 在“⼤部分”点处都是连续的）

证明: 我们不妨假设 I = R，f 是单调上升的函数。我们逐个证明这两个论断：

1) 只证明左极限的情况即可，因为右极限可以类似地证明。我们要说明存在 y0，使得对任意的

数列 {xn}n⩾1，xn < x0，xn → x0， lim
n→∞

f(xn) = y0。实际上，我们令 y0 = sup
x∈(−∞,x0)

f(x)。根

据 y0 的定义，我们有 f(xn) ⩽ y0。另外，根据上确界的性质，对任意的 ε > 0，存在 x′ < x0，

使得 0 ⩽ y0 − f(x′) < ε。由于 xn → x0，所以存在 N，使得当 n ⩾ N 时，有 xn > x′，

从⽽ f(xn) ⩾ f(x′) ⩾ y0 − ε。综合上述，对任意的 ε > 0，存在 N，使得当 n ⩾ N 时，

y0 ⩾ f(xn) ⩾ y0 − ε，所以 lim
n→∞

f(xn) = y0。作为证明的推论，我们有

推论 51. 假设 f : I → R 是区间 I 上的单调递增的函数，对于 x0 ∈ I，f 在 x0 处的左右极

限由下面的公式给出：

lim
x→x−0

f(x) = sup
x∈(−∞,x0)

f(x), lim
x→x+0

f(x) = inf
x∈(x0,+∞)

f(x).

特别地， lim
x→x−0

f(x) ⩽ lim
x→x+0

f(x)。

2) 这是⼀个值得⼤家记住的经典证明。考虑 f 的不连续点的集合

Y =
{
y ∈ I

∣∣f 在 y 处不连续
}
.

对于任意 y ∈ Y，按照定义， lim
x→x−0

f(x) ̸= lim
x→x+0

f(x)。再利⽤上⾯推论中的结论，我们知道，

对任意 y ∈ Y，我们有

lim
x→y−

f(x) < lim
x→y+

f(x).

据此，对于任意 y ∈ Y，都唯⼀地确定了⼀个⾮空的开区间 Iy = (limx→y− f(x), limx→y+ f(x))，

即我们构造了映射

Y →
{
R 上的全体⾮空开区间

}
, y 7→ Iy.

利⽤单调性，我们⾸先说明对任意的 y1, y2 ∈ Y，y1 ̸= y2，Iy1 ∩ Iy2 = ∅：

不妨假设 y1 < y2，根据上⾯的推论的结论，我们可以选取单调下降的数列 {xk}k⩾1，使得

xk ↓ y1（从右边逼近）并且 lim
k→∞

f(xk) 为 Iy1 的右端点；类似地，我们选取单调上升的数列
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{zk}k⩾1，zk ↑ y2（从左边逼近），使得 lim
k→∞

f(zk) 为 Iy2 的左端点。由于 y1 < y2，我们可以假

设对任意 k 都有 xk < zk，所以 lim
k→∞

f(xk) ⩽ lim
k→∞

f(zk)，也就是说 Iy1 的右端点要么在 Iy2

的左端点的左边要么重合，由于这两个区间都是开区间，所以它们的交集是空集。

这样，我们就得到了⼀组 R 上两两不相交的⾮空开区间
{
Iy
∣∣y ∈ Y

}
，我们在每个开区间 Iy

⾥选定⼀个有理数 qy，由于这些开区间互不相交，这些有理数 qy 也决定了这些开区间。从

⽽，我们得到了单射

Y → Q, y 7→ qy.

由于有理数是可数的，所以 Y 可数。

我们下⾯证明著名的介值定理，这个定理有很多其它的证明，都⽐较有启发性，建议⼤家查阅

资料，⽐如陈天权，Zorich 或者科⼤的教材。

定理 52 (介值定理). a < b，f : [a, b] → R 是连续函数。

1) 如果 f(a) < 0，f(b) > 0，那么⼀定存在 c ∈ [a, b]，使得 f(c) = 0。

2) 如果 f(a) ̸= f(b)，那么对任意介于 f(a) 和 f(b) 之间的数 y0，总存在 c ∈ (a, b)，使得

f(c) = y0。

证明: 2) 是 1) 的推论，不妨假设 f(a) < f(b)，y ∈
(
f(a), f(b)

)
，我们考察连续函数 F (x) = f(x)−y0，

此时，F (a) < 0，F (b) > 0，从⽽有 c ∈ (a, b)，使得 F (c) = 0，这等价于 f(c) = y0。

我们现在利⽤反证法来证明 1)。如若不然，我们利⽤采⽤庄⼦的⼆分法：令 I0 = [a, b]。考

虑
a+ b

2
，根据反证假设，f(

a+ b

2
) ̸= 0。如果 f(

a+ b

2
) > 0，我们就令 I1 = [a,

a+ b

2
]；如果

f(
a+ b

2
) > 0，我们就令 I1 = [

a+ b

2
, b]。假设我们已经有了区间 Ik = [ak, bk]，区间 Ik+1 的构造如下：

考虑
ak + bk

2
，根据反证假设，f(

ak + bk
2

) ̸= 0。如果 f(
ak + bk

2
) > 0，我们就令 Ik+1 = [ak,

ak + bk
2

]；

如果 f(
ak + bk

2
) > 0，我们就令 Ik+1 = [

ak + bk
2

, bk]。

通过上述构造，我们得到闭区间套 I0 ⊃ I1 ⊃ · · ·，其中 f 在 Ik 的左端点处取值是负的，在右

端点处取值是正的，并且当 k → ∞ 时，|Ik| → 0，所以
∩
k⩾0

Ik = {c} 是单点集。很明显，c ∈ [a, b]。

我们现在说明 f(c) = 0（从⽽得到⽭盾命题得证）：如若不然，不妨设 f(c) > 0，那么按照函数

连续性的 ϵ − δ 语⾔的定义，对于 ε =
f(c)

2
，存在 δ > 0，使得对任意 x ∈ (c − δ, c + δ) ∩ I，

|f(x)− f(c)| < 1

2
f(c)。特别地，对于任意的 x ∈ (c− δ, c+ δ)∩ I，f(x) > 0。然⽽，根据 c ∈ Ik，当

k 很⼤的时候，必然有 Ik ⊂ (c− δ, c+ δ) ∩ I，但是 f 在 Ik 的左端点处的取值是负的，⽭盾。

注记. 直观连续函数的图像是不会断掉的，这是我们对连续性最朴素的理解。介值定理就是这个直

观的数学表达。
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另外，我们要指出⼀个值得注意和讨论的例⼦：假设函数 f : I1 ∪ I2 → R 定义在两个不相交的

开区间的并集上，按照定义，如果 f 在每个点上都连续，f 就是在 I1 ∪ I2 上连续的。尽管函数图

像在 I1 ∪ I2 是“断开的”，这个函数仍然是连续的（因为连续性本质上是个局部性质，在 I1 和 I2 上

分别连续即可）。此时，介值定理可能并不成立，因为我们要求 f 的定义域不是断掉的（“连同的”，

这是⼀个拓扑学的概念）。

另外，对于对有理数上定义的连续函数介值定理⼀般并不成立的，比如说，

f : Q ∩ [0, 3] → R, x 7→ f(x) = x− e.

这和有理数不完备有关系。

连续函数的介值定理有很多经典的应⽤，特别是在证明⽅程解的存在性⽅⾯。我们给出⼏个有

代表性的例⼦，在第 4 次作业中有相应的练习。

例子 (经典应⽤). 1) f : [0, 1] → [0, 1] 是连续映射，那么，f 有不动点，即存在 x ∈ [0, 1]，使得

f(x) = x。（请比较压缩映像定理）

事实上，考虑函数 F (x) = f(x)− x，按照 f 的要求，F (0) ⩾ 0，F (1) ⩽ 1，所以根据介值定

理，存在 x ∈ [0, 1]，使得 F (x) = 0 ⇔ f(x) = x。

对于⾼维的情形，令 In = [0, 1]n =
{
(x1, · · · , xn)

∣∣0 ⩽ x1, · · · , xn ⩽ 1
}
。那么，连续映射

f : In → In ⼀定有不动点。这是⼀个深刻的结论，叫做 Brouwer 不动点定理，我们在后面的

课程（作业）中会给出证明。

2) 实系数奇数次的多项式⼀定有实根。

通过乘⼀个常数，我们不妨假设 P (x) = x2m+1 +
∑

0⩽k⩽2m

akx
k，很明显，当 x → +∞ 时，

P (x) > 0；当 x→ −∞ 时，P (x) < 0。利用介值定理，我们就可以找到⼀个实根。

这个性质在很多地⽅有应用，比如说可以用来证明三维空间的旋转⼀定有旋转轴（从⽽可以

视作是⼆维的旋转），还可以与 Galois 理论结合证明代数基本定理。

3) 映射 f : R⩾0 → R⩾0, x 7→ x2 是双射。

首先，根据序的性质（⼤小关系），我们知道 f 是单调递增的函数，从⽽为单射；另外，任意

给定 y0 ∈ R>0，由于 f(0) = 0 < y0，f(y0 + 1) > 2y0 + 1 > y0，根据介值定理，就存在（唯

⼀的）x0 ∈ [0, y0 + 1]，使得 f(x0) = y0，这表明 f 为双射。

根据这个双射的结论，我们可以定义 f−1 : R⩾0 → R⩾0，这就是我们所熟悉的开根号映射，习

惯上，我们把它记做 f−1(x) =
√
x。这是⼀个有启发性的例⼦，比如下面的 log 的定义就是

机械地重复⼀下这个例⼦的想法。请同学们也与第 2 次作业习题 E 做比较。

再者，我们还关⼼函数
√
x 的连续性，我们有更⼀般性的定理来处理这⼀点。

定理 53. f : [a, b] → R 是在闭区间上定义的连续函数，那么 f 有界的并且能取到最⼤最小值，即

存在 x1, x2 ∈ [a, b]，使得 f(x1) = inf
x∈[a,b]

f(x)，f(x2) = sup
x∈[a,b]

f(x)。
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练习. 定理叙述中的两个条件“闭区间”和“连续”缺⼀不可，试举出反例。

证明: ⽤ I 表⽰闭区间 [a, b]。我们⽤反证法证明 f 是有界的：如若不然，那么存在数列 {xn}n⩾1 ⊂ I，

使得 f(xn) → +∞（不妨设是正⽆穷）。通过选取 {xn}n⩾1 的⼦列，我们可以进⼀步假设 xn → x。

证明的关键点在于 x ∈ I，这是由 I 是闭区间保证的：因为 xn ∈ I ⇔ a ⩽ xn ⩽ b，所以通过取极

限（极限和 ⩽ 以及 ⩾ 交换），a ⩽ x ⩽ b⇔ x ∈ I。（这是对词语“闭”的基本理解，极限点不能跑到

外⾯去，被封闭在⾥⾯了），根据 f 在 x 处的连续性，所以 f(xn) → f(x) ̸= ∞，这不可能。

下⾯证明 A = sup
x∈I

f(x) ⼀定能被某个点 x2 所实现，即存在 x2 ∈ I 使得，f(x2) = A。我们仍

然使⽤反证法：如若不然，对任意 x ∈ I，f(x) ̸= A，所以，对任意的 x ∈ I，f(x) < A。我们考虑

正值的函数

g(x) =
1

A− f(x)
.

这个函数⾃然是良好定义的（因为分母不是零）并且是连续的。然⽽，由于 A 是 f(x) 取值的上确

界，所以存在 x ∈ I，使得 f(x) 可以⽆限地接近 A，从⽽ g(x) 是⽆界的：对任意的 M > 0，存在

x ∈ I，使得 A− f(x) <
1

M
，从⽽ g(x) > M。这和已经证明的有界性⽭盾。

注记. 上面用来证明最⼤值能被某个 x2 实现的⽅法（在复变函数课程中学习 Liouville 定理的应用

时）也可以用来证明代数基本定理。

定理 54. f : [a, b] → R 是严格递增（或者递减）的连续函数，那么 f 是从 [a, b] 到 [f(a), f(b)] 的

双射并且其逆映射 f−1 : [f(a), f(b)] → [a, b] 是连续的。

注记. 这是 1-元函数的特殊性质，究其根本，是因为 1 维空间上面 R 有序关系 ⩽ ⽽在 Rn 上是没

有的。

证明: ⾸先，我们知道 f 是单射（因为严格递增）并且对任意的 x ∈ [a, b]，f(x) ∈ [f(a), f(b)]。另外，

根据介值定理，f 是满射。所以，我们可以定义其逆 f−1 : [f(a), f(b)] → [a, b]。我们注意到，f−1

也是严格递增的（否则假设存在 [f(a), f(b)] 中两个点 y1 < y2，使得 x1 = f−1(y1) ⩾ x2 = f−1(y2)，

根据 f 是递增的，f(x1) = y1 ⩾ f(x2) = y2，⽭盾）。

为了证明 f−1 是连续的，我们⽤反证法：如若不然，假设 y0 ∈ [f(a), f(b)] 是⼀个不连续点（假

设 y0 = f(x0)，x0 ∈ [a, b]）。根据定理50 关于单调函数不连续点是可数的证明，我们对于 y0 可以

分配⼀个⾮空的开区间：

Iy0 = (x1, x2), x1 = sup
z<y0

f(z) = lim
z→y−0

f−1(z), x2 = inf
z>y0

f−1(z) = lim
z→y+0

f−1(z).

特别地，x1 < x2。根据单调性，我们知道 x1 ⩽ x0 ⩽ x2。另外，对于任意的 y > y0，f−1(y) ⩾
inf
z>y0

f−1(z) = x2；对于任意的 y < y0，f−1(y) ⩽ inf
z<y0

f−1(z) = x1。所以，(x1, x2) 之间的数（⽆限

多个）除了可能 x0 之外，都不落在 f−1 的值域⾥⾯，然⽽它们⾃然在 f 的定义域⾥⾯（按照定义

就在 f−1 的值域⾥），⽭盾。

第 4 次作业中我们将会解答⼀个很有意思的问题：

练习. 假设连续函数 f : [a, b] → R 是单射。如果 f(a) < f(b)，证明，f 是严格递增的的。
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连续函数性质的应用：初等函数的构造

定理 55. 指数函数 exp : R → R>0, x 7→ ex 是双射。我们用 log : R>0 → R 表示 exp 的反函数并

称其为以 e 为底的对数函数，它满⾜：

1) 对任意 x, y > 0，我们有 log(xy) = log(x) + log(y)。

2) log(x) 是 R>0 上的连续的单调递增函数。

证明: 只需要说明 exp : R → R>0 是满射（单调性意味着是单射）即可，其余的都是前⾯⼏个定理的

直接推论。对任意的 y0 ∈ R>0，我们可以选取 N，使得 e−N < y0 < eN（⽐如说，令 N = y0+
1

y0
+1

即可，请⾃⾏验证），所以根据介值定理，存在 x0 ∈ [−N,N ]，使得 exp(x0) = y0，这表明 exp 是

满射。⾄此，我们可以构造 exp 的逆映射 log : R>0 → R。⽤交换图标的语⾔（交换图的说法值得

学习，尤其对于后来学习代数和拓扑），我们将 log 和 exp 之间的关系写成：

R exp
//

idR
  B

BB
BB

BB
BB

R>0

log
��

R>0
log

//

idR>0 ""E
EE

EE
EE

E R
exp
��

R R>0

为了说明 log 是连续的，我们只需要在 [e−n, en] 这个区间上证明 log 连续即可（连续是局部性

质），其中 n ∈ Z 是任取的。根据定理54，exp : [−n, n] → [e−n, en] 是严格递增的连续映射，所以

它的逆 log 连续。

另外，根据双射性质，log(xy) = log(x)+ log(y) 等价于 exp
(
log(xy)

)
= exp

(
log(x)+ log(y)

)
，

即 xy = exp
(
log(x)

)
exp

(
log(y)

)
= xy，所以对任意 x, y > 0，log(xy) = log(x) + log(y) 成⽴。

利⽤ exp 和 log，我们终于可以定义⼀般的对数函数和幂函数了：

定理 56. 对于 α ∈ R 和 x ∈ R>0，我们定义幂函数xα = eα log(x)，那么 xα 满⾜

1) 对任意 x, y > 0 和 α, β，我们有 (xy)α = xαyα，(xα)β = xαβ。

2) xα 是 R>0 上的连续函数。

3) 当 α ∈ Z⩾0 时，这个定义和经典的定义是⼀致的，即 en log(x) = x · x · · · · · x︸ ︷︷ ︸
n个

。

对于 a, x ∈ R>0，我们定义对数函数loga(x) =
logx
log a 和指数ax = elog(a)x，那么它们都是连续函

数并且满⾜下面的性质：

1) aloga x = x。

2) ax+y = axay，loga(x · y) = loga(x) + loga(y)（要求 x > 0，y > 0）。
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证明: 定理所有的性质都是 exp 和 log 的性质在复合映射下的直接推论。为了验证当 α 为⾮负整

数时，这个定义和经典的⼀致：我们有 xn = en log(x) = elog(x)+···+log(x) = elog(x) · · · elog(x) = x · · ·x，
所以恰好是 n 个 x 乘起来。对于其余的性质证明不放⼼的同学，可以在第四次作业中安⼼地验证

这些细节。

我们讲⼀些相关的题外话。中学的数学学习中我们实际上从未定义 x
1
n（只是想当然的认为这

个函数存在），今天我（你）们第⼀次正确地定义了开⽅这个运算并且验证了我们之前认为是正确

的各种性质（所以我们之后会不假思索地继续应⽤这些中学熟知的性质）。中学我们对 e 的了解很

少，所以和 e 相关的对象反⽽变得容易理解，因为我们只需要验证关于 e 的很少的⼏个已经知道的

性质即可；然⽽，对于 π 以及相关的 sinx 等三⾓函数，我们了解很多它们的性质，这反⽽给我们

新发展的函数理论带来了很⼤的挑战：我们在定义这些对象的同时要能够证明它们满⾜所知的所有

性质。实际上，我们必须建⽴了整个微积分的理论之后才能够做到这⼀点。

⽇本京都⼤学的数学家望⽉新⼀在他的宇宙际 Techimüller 理论的论⽂（他在这⼀系列论⽂中

声称他证明了 abc 猜想，⽬前还没有得到承认）⾥说：Unlike many mathematical papers, which
are devoted to verifying properties of mathematical objects that are either well-known or easily
constructed from well-known mathematical objects, in the present series of papers, most of our
efforts will be devoted to constructing new mathematical objects. 我们这⾥构造的幂函数就是他所

说的“well-known or easily constructed from well-known mathematical objects”。
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10 开集，闭集，紧集，闭包，聚点，连续函数的拓扑刻画

⼆零⼀九年⼗⽉⼗七⽇，星期四，阴有⼩⾬

对于上次课定义的对数函数和幂函数等，我们对它们的连续性做⼀下补充，这可以加深我们作

为从映射的观点看函数的理解。以对数函数为例⼦：

给定 a > 0，a ̸= 1，x > 0，我们定义了 loga x =
logx
log a。当 a > 0 固定的时候，作为 x 的函数

x 7→ loga x，我们已经说明它是连续函数。现在，我们把 a 看成变量，从⽽我们定义函数

LOG : R>0, ̸=1 × R>0 → R, (a, x) 7→ loga x,

其中 R>0, ̸=1 = (0, 1) ∪ (1,∞)。

在 R>0, ̸=1 × R>0 → R 有⾃然的距离函数（作为 R2 的⼦集），我们要说明 LOG 是连续函数

（作为双变量的函数）！

⾸先考虑映射如下两个映射

f1 : R>0, ̸=1 × R>0 −→ R ̸=0, (a, x) 7→ log(a);

f2 : R>0, ̸=1 × R>0 −→ R, (a, x) 7→ log(x).

根据实数上定义的 log 的连续性，我们很容易验证 f1 和 f2 连续（请⾃⾏验证），根据我们上次课

关于在乘积空间上取值的函数的连续性的判断，映射

F : R>0, ̸=1 × R>0 −→ R̸=0 × R, (a, x) 7→
(
log(a), log(x)

)
,

是连续的。再考虑映射

D : R>0, ̸=1 × R>0 −→ R, (y, x) 7→ y

x
.

我们很容易验证 D 是连续的（请⾃⾏验证）。从⽽，LOG 是 D 和 F 的复合：

R>0,̸=1 × R>0
F //

LOG
''PP

PPP
PPP

PPP
PP

R ̸=0 × R

D
��

R

,

⾃然是连续的。以上，我们把⼀个复杂的函数拆成若⼲个相对简单的连续映射的复合来证明连续性。

我们再举⼀个例⼦来说明这个想法的应⽤，假设 f(x) 和 g(x) 是 R 上的连续函数，我们想证

明它们的乘积 f · g 也是连续的。为此，我们考虑

F : R −→ R× R, x 7→
(
f(x), g(x)

)
,

它两个分量都是连续的，所以 F 连续。另外，再考虑乘法映射：

× : R× R −→ R, (x, y) 7→ x · y.
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我们容易验证 M 是连续的（请⾃⾏验证）。从⽽，f · g 可以看作是连续映射 × 和 F 的复合：

R F //

f ·g
""F

FF
FF

FF
FF

R× R
×
��

R

,

从⽽是连续的。

我们再做⼀点补充，关于连续函数在⼀点上的值的计算：假设 R 上定义函数 f(x) 是连续的，

如果我们知道 f 在有理数上的取值，那么对任意的⽆理数 x，我们任取⼀列有理数 ri，使得 ri → x，

连续性保证了 f(x) = f( lim
i→∞

ri) = lim
i→∞

f(ri)，所以 f(x) 可以确定。注意到 Q 是 R 中“很⼩”的⼦

集，由连续性，它已经可以确定 f 了！这是分析学最重要的精神之⼀：如何从“局部”到整体！

我们现在给出这个补充的数学表述：⾸先回忆⼀下我们在第⼀次作业的题⽬ A 中引⼊的定义：

定义 57. 给定距离空间 (X, d)，X ′ ⊂ X 是⼦集。如果对任意的 x ∈ X 和任意的 ε > 0，都存在

x′ ∈ X，使得 d(x′, x) < ε，我们就称 X ′ 在 X 中是稠密的。

根据定义，对任意给定的 x ∈ X，令 ε =
1

n
，我们选取 x′n ∈ X ′ 使得 d(x′n, x) <

1

n
，从⽽我们

得到点列 {x′n}n⩾1 ⊂ X ′，使得 x′n → x，即 x 中的每个点都可以⽤ X ′ 中的点来逼近，这个表述是

很有⽤的。

定理 58. (X, d) 和 (Y, dY ) 是距离空间，X ′ ⊂ X 是⼀个稠密的⼦集，我们仍然用 d 表示 X ′ 上的

距离。对任意的连续映射 F1 : X ′ → Y 和 F2 : X ′ → Y，F1

∣∣
X′ = F2

∣∣
X′，那么，F1 = F2，换⽽⾔

之，连续映射被它在⼀个稠密⼦集上的限制所决定。

证明: 假设 x ∈ X，我们任意选取 {x′n}n⩾1 ⊂ X ′，使得 x′n → x。因为 F1 和 F2 在 X 上连续，所以

F1(x) = lim
n→∞

F1(x
′
n) = lim

n→∞
F2(x

′
n) = F2(x).

命题得证。

紧性

我们要讨论函数一致连续的概念，为此，我们要采取⼀个迂回的⽅式⽽不是直接利⽤⽬前已经

熟悉的数列收敛的⼯具。这个繁琐⽅法的优点可以引进所谓的拓扑的概念并给出连续映射的第三种

等价的刻画（之前我们可以⽤点列或者 ε− δ 语⾔来谈论连续性）。在开始介绍拓扑的概念之前，我

们引⽤ John von Neumann 的⼀段话：

Young man, in mathematics you don’t understand things. You just get used to them.

⾸先谈论 Rn 上的开闭集，这些概念是我们熟知的开区间和闭区间的类⽐：
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(1) 如果 U ⊂ R 是开区间的并，即 U =
∪
α∈A

Iα，其中 Iα 是开区间（指标集 A 是任意的），就称

X 是开集。

按照定义，U 是开集当且仅当对任意 x ∈ U，存在包含 x 的开区间，使得该开区间完全包含

在 U 中。另外⼀个等价的描述就是，对任意的 x ∈ U，存在 δx > 0，当 |y−x| < δ 时，y ∈ U，

即和 x 邻近的点都落在 U 中。

按照定义，R 是开集。我们规定 ∅ 也是开集。对于 x ∈ R，我们习惯上将包含 x 的⼀个开集

称作是 x 的⼀个开邻域。

2) 如果 F ⊂ R 的补集是开集，我们就称 F 是闭集。

按照定义，R，∅，闭区间 [a, b]，[a,∞) 以及 (−∞, a] 都是闭集。

我们还有⼀种⽅式来判断⼀个集合是否是闭集（闭的意思可以解释为对这个集合中的点列取

极限是封闭的）：

– F 是闭集当且仅当对任意数列 {xn}n⩾1 ∈ F，如果 lim
n→

xn = x，那么 x ∈ F。

证明分两个⽅⾯：

如果 F 是闭集，任选 {xn}n⩾1 ∈ F，lim
n→

xn = x，我们⽤反正法假设 x /∈ F 来推出⽭盾：按

照定义，R−F 是开集，所以存在 δ > 0，使得 [x− δ, x+ δ]∩F = ∅，从⽽对任意的 xn ∈ F，

|xn − x| ⩾ δ，这与 lim
n→

xn = x ⽭盾。

反过来，我们假设对任意数列 {xn}n⩾1 ∈ F，lim
n→

xn = x 能推出来 x ∈ F。我们需要证明

R − F 为开集：如若不然，存在 x /∈ F，使得对任意的包含 x 的开区间 I，I ̸⊂ R − F，或

者说 I ∩ F ̸= ∅，特别地，我们依次选取 I = (x − 1

n
, x +

1

n
)，由于 I ∩ F ̸= ∅，我们选取

xn ∈ (x− 1

n
, x+

1

n
) ∩ F，从⽽ xn → x，但是 x /∈ F，⽭盾。

利⽤上⾯的结论也很容易判断闭区间等是闭集。

我们有下⾯证明简单但是意义重⼤的命题：

命题 59 (R 上标准拓扑的概念). 我们用 T 表示 R 上的开集的全体，它满⾜如下的性质：

1) ∅ ∈ T，X ∈ T。

2) 对任意开集的集合 {Uα}α∈A，其中 A 为指标集合，我们有
∪
α∈A

Uα ∈ T。

3) 对任意有限个开集 U1, U2, · · · , Um ∈ T，我们有
∩

1⩽i⩽m
Ui ∈ T。

对于闭集，我们有如下对偶的性质：

1) ∅ 和 R 都是闭集。
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2) 任意多闭集的交集还是闭集。

3) 有限个闭集的并集还是闭集。

证明: 给定⼦集 S ⊂ R，我们⽤ Sc 表⽰ S 在 R 中的补集。对任意的指标集合 A，我们知道(∪
α∈A

Sα

)c

=
∩
α∈A

(
Sα
)c
,

(∩
α∈A

Sα

)c

=
∪
α∈A

(
Sα
)c
.

利⽤这个结论，我们可以⽤开集的结论⽴即推出闭集的结论。

关于开集的结论中的前两条是平凡的，现在来证明 3)：任意选取 x ∈
∩

1⩽i⩽m
Ui，所以对每个

i = 1, · · · ,m，x ∈ Ui，从⽽存在开区间 Ii，使得 Ii ⊂ Ui。我们注意到 I =
∩

1⩽i⩽m
Ii 也是开区间并

且是
∩

1⩽i⩽m
Ui 的⼦集，所以

∩
1⩽i⩽m

Ui 是开集。

我们可以更精确地⽤开区间刻画 R 上的开集。请记住，这是 R 的特殊性质，不能推⼴到更⼀

般维数：

命题 60. 假设 U ⊂ R 是开集，那么 U 是可数个两两相互不交的开区间的并，即 U =
∞⨿
i=1

Ii，其中

Ii 是开区间（包括空集）。

证明: 根据开集的定义，对任意 x ∈ U，Ix =
{
I
∣∣I是开区间, x ∈ I, I ⊂ U

}
⾮空。据此，我们

定义 Ix =
∪
I∈Ix

I，这是落在 U 中并且包含 x 的所有的开区间的并。特别地，这是⼀个开集并且

x ∈ Ix ⊂ U。我们要证明 Ix ∈ Ix，即 Ix 也是开区间。

假设 x1, x2 ∈ Ix 并且 x1 < x2。按定义，存在开区间 I1 和 I2，使得 x1 ∈ I1，x2 ∈ I2，从⽽

x1, x2 ∈ I1 ∪ I2。由于 x ∈ I1 ∩ I2，所以 I1 ∪ I2 是开区间（它们相交），从⽽ (x1, x2) ∈ Ix 中，所以

(x1, x2) ⊂ Ix。令 b = sup Ix，a = inf Ix（可以是正负⽆穷⼤）。按照定义，Ix ⊂ [a, b]。我们现在

可以证明 (a, b) ⊂ Ix，这是因为对于任意的 c ∈ (a, b)，利⽤上下确界的定义，存在 x1, x2 ∈ Ix 并且

a < x1 < c < x2 < b，上⾯的推理表明 (x1, x2) ⊂ Ix，所以 c ∈ Ix。
综合上述，我们知道 (a, b) ⊂ Ix ⊂ [a, b]，根据 Ix 是开集，只有 Ix�(a, b)。⾄此，我们说明了存

在包含 x 的最⼤的开区间 Ix ⊂ U。

根据区间的最⼤性，对于 x, y ∈ U，要么 Ix = Iy，要么 Ix ∩ Iy = ∅。所以，U 可以写成不同

的 Ix 的⽆交集并。我们在研究单调函数的不连续点的时候已经证明了 R 上不交的开区间只有可数

个，参见定理50。

我们现在给出连续函数的第三个刻画：

定理 61 (连续函数的拓扑表⽰). 给定函数 f : R → R，那么 f 是连续函数当且仅当对任意开集的

逆像是开集，即对任意的 U ∈ T，f−1(U) ∈ T。
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证明: 先假设 f 是连续函数，我们证明 f−1(U) 是开集，其中 U 是开集：任选 x0 ∈ f−1(U)，令

y0 = f(x0) ∈ U，由于 U 是开集，存在 δ > 0，是的对任意满⾜ |y− y0| < δ 的 y，我们都有 y ∈ U。

由于 f 连续，所以存在 ε > 0，使得当 |x− x0| < ε 时，|f(x)− y0| < δ，这表明当 |x− x0| < ε 时，

f(x) ∈ U ⇔ x ∈ f−1(U)，所以 f−1(U) 是开集。

现在假设对任意的开集 U，f−1(U) 是开集，我们来证明 f 是连续的：给定 x0 ∈ R，令 y0 = f(x0)，

考虑 y0 处的开集 B(y0, δ)（以 y0 为中⼼半径为 δ 的⼩球，即对任意的 x ∈ R，a > 0，我们令

B(x, a) = (x− a, x+ a)）。由于 f−1
(
B(y0, δ)

)
为开集且 x0 ∈ f−1

(
B(y0, δ)

)
，所以存在 ε > 0，使

得 B(x0, ε) ⊂ f−1
(
B(y0, δ)

)
，从⽽，f

(
B(x0, ε)

)
⊂ B(y0, δ)，这说明对任意的 δ，存在 ε，使得当

x− x0| < ε 时，我们有 |f(x)− f(x0)| < δ，从⽽ f 在 x0 处连续。

还有⼀个有⽤的概念，叫做⼀个集合的闭包：

定义 62. 给定集合 X ⊂ R，我们称 X 为 X 的闭包，其中 X 为包含 X 的所有闭集交，即包含 X

的最小闭集。对于 x ∈ R，如果存在数列 {xk}k⩾1 ⊂ X，使得 lim
k→∞

xk = x，我们就称 x 是 X 的⼀

个聚点。

X 的聚点是 X 中⼦列能收敛到的点。X 中的点都是 X 的聚点。

命题 63. X 恰为 X 的聚点所组成的集合。特别地，F 是闭集当且仅当 F 的聚点都在 F 中。

证明: ⾸先证明 X 包含 X 的⼀切聚点：假设 x ∈ R 是 X 的聚点，即存在数列 {xk}k⩾1 ⊂ X，使

得 lim
k→∞

xk = x，根据 X 是闭区间，所以 x ∈ X。

其次，我们要证明对任意的 x ∈ X，存在数列 {xk}k⩾1 ⊂ X，使得 lim
k→∞

xk = x。

不妨假设 x /∈ X。那么，对任意的任意 n > 0，B(x, 1n)∩X ̸= ∅，其中，B(x, 1n) = (x− 1

n
, x+

1

n
)。（如

果不然，那么 B(x, 1n)∩X = ∅，所以 X ⊂ R−B(x, 1n)。然⽽ R−B(x, 1n) 是闭集并且包含 X，所

以 R−B(x, 1n) ⊃ X，这与 x /∈ R−B(x, 1n) 相⽭盾）。所以，我们可以选取 xk ∈ B(x, 1k ) ∩X，这

个数列的极限就是 x。
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10.1 作业

清华大学 19-20 秋季学期，数学分析一，作业 4

请⽤ A4 ⼤⼩的纸张正反面⽤钢笔，签字笔或者圆珠笔书写，并注明⾃⼰的姓名，年级和

作业的总页数。除定理公式所涉及的⼈名之外，请使⽤中文。本次作业的提交时间和地点

为 10 月 24 日上午的课堂上，逾期视作零分。

基本习题

习题 A：距离空间上的拓扑与连续性

A1)（距离空间上的 Heine 定理）假设 (X, dX) 和 (Y, dY ) 是距离空间，f : X → Y 是映射。我们

有两种⽅式来定义连续映射（参见第 3 次作业题的 A3) 和第 9 次课）

– 假设 x0 ∈ X，如果对任意 X 中的点列 {xn}n⩾1，xn
dX−→ x0，我们都有 f(xn)

dY−→ f(x0)，

我们就称 f 在 x0 处是连续的。如果 f 在⼀切 x ∈ X 处均连续，那么我们就称 f 是距

离空间之间的连续映射。

– 假设 x0 ∈ X，y0 = f(x0) ∈ Y。如果对任意的 ε > 0，总存在 δ > 0，使得对任意满⾜

dX(x, x0) < δ 的 x ∈ X，都有 dY
(
f(x), f(x0)

)
< ε，我们就称 f 在 x0 处连续。如果 f

在 X 的每个点处都连续，那么我们就称 f 是连续映射。

证明，上⾯两个对连续映射的定义是等价的。

A2) (X, d) 是距离空间。对任意的点 x ∈ X，r > 0，我们称 B(x, r) =
{
y ∈ X|d(y, x) < r

}
为以

x 为中⼼以 r 为半径的开球。证明，对任意的点 x ∈ X，r > 0，如果 x′ ∈ B(x, r)，那么存在

r′ > 0，使得 B(x′, r′) ⊂ B(x, r)。

如果 U ⊂ X 是若⼲开球的并，即 U =
∪
α∈A

B(xα, rα)（指标集 A 是任意的），就称 X 是距离

空间 (X, d) 中的开集。证明，U ⊂ X 是开集当且仅当对任意的 x ∈ U，存在 δx > 0，使得

B(x, δx) ⊂ U。

A3)（距离空间上的标准拓扑）我们⽤ T 表⽰距离空间 (X, d) 上的开集的全体，其中，我们规定 ∅
和 X 都是开集。证明，它们满⾜

1) ∅ ∈ T，X ∈ T。

2) 对任意开集的集合 {Uα}α∈A，其中 A 为指标集合，我们有
∪
α∈A

Uα ∈ T。

3) 对任意有限个开集 U1, U2, · · · , Um ∈ T，我们有
∩

1⩽i⩽m
Ui ∈ T。

A4) (X, d) 是距离空间。如果 F ⊂ X 的补集是开集，我们就称 F 是闭集。证明，F 是闭集当且

仅当对任意点列 {xn}n⩾1 ∈ F，如果 lim
n→∞

xn = x，那么 x ∈ F。
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A5) 证明，距离空间 (X, d) 上的闭集，

1) ∅ 和 X 都是闭集。

2) 任意多闭集的交集还是闭集。

3) 有限个闭集的并集还是闭集。

A6) 假设 (X, dX) 和 (Y, dY ) 是距离空间，f : X → Y 是映射。那么，如下三个叙述是等价的：

1) f 是连续映射。

2) 对任意 Y 中的开集 U，其逆像 f−1(U) 为 X 中的开集。

2) 对任意 Y 中的闭集 F，其逆像 f−1(F ) 为 X 中的闭集。

A7) (X, d) 是距离空间，A ⊂ X 是⼦集，我们将包含 A 的所有闭集交 A 为 A 的闭包，根据上

题，这是闭集，所以是包含 A 的最⼩闭集。对于 x ∈ X，如果存在点列 {ak}k⩾1 ⊂ A，使得

lim
k→∞

ak = x，我们就称 x 是 A 的⼀个聚点。A 的聚点是 A 中⼦列能收敛到的点，这些点不

⼀定在 A 中的，但是 A 中的点都是 A 的聚点，即 A ⊂ A。

证明，A 恰为 A 的聚点所组成的集合。特别地，F 是闭集当且仅当 F 的聚点都在 F 中，即

F = F。

A8)（距离空间的乘积与连续映射）假设 (Y, dY ) 和 (Z, dZ) 是距离空间，我们定义 Y × Z 上的距

离函数

dY×Z :
(
Y × Z

)
×
(
Y × Z

)
→ R⩾0,

(
(y1, z1), (y2, z2)

)
7→
√
d(y1, y2)2 + d(z1, z2)2.

证明，dY×Z 是 Y × Z 上的距离函数。证明，两个⾃然的投影映射是连续的：

πY : Y × Z → Y, (y, z) 7→ y; πZ : Y × Z → Z, (y, z) 7→ z.

证明，给定距离空间 (X, d) 和 (Y × Z, dY×Z) 之间的映射 F : X → Y × Z，那么，F 连续当

且仅当两个复合映射 πY ◦ F : X → Y 和 πZ ◦ F : X → Z 都连续。

A9) 证明，加法映射 + 和乘法映射 × 都是连续映射，其中

+ : R2 → R, (x, y) 7→ x+ y; × : R2 → R, (x, y) 7→ x · y.

A10) 证明，矩阵上的加法映射 + 和乘法映射 • 都是连续映射，其中

+ : Mn(R)×Mn(R) → Mn(R), (A,B) 7→ A+B; • : Mn(R)×Mn(R) → Mn(R), (A,B) 7→ A·B.

A11) 证明，Mn(R) 上的可逆矩阵的全体 GLn(R) 是 Mn(R) 中的开集。（提⽰：构造⼀个连续映

射使得该集合是连续映射的逆像）

A12) 证明，取逆映射 Inv : GLn(R) → GLn(R), A 7→ A−1 是连续映射。
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函数的连续性

习题 B ⽤ ε− δ 语⾔证明以下极限等式，其中 n 是正整数：

B1) λ > 0， lim
x→∞

xn

eλx
= 0。

B2) 给定 α > 0，我们有

lim
x→∞

xα log
(
1 +

1

x

)
=


∞, 如果α > 1

1, 如果α = 1

0, 如果 0 < α < 1

B3) 右极限 lim
x→0+

1

xn
e−

1
x2 = 0。

B4) 在第九次讲义中我们证明了 lim
x→0

sinx
x

= 1，据此计算并⽤ ε− δ 语⾔证明这两个结果：

lim
x→0

cosx− 1

x
和 lim

x→0

cosx− 1

x2/2
.

习题 C

C1) 证明，x3 + 2x− 1 = 0 恰有⼀个根并且落在 (0, 1) 内。

C2) 设 0 ⩽ λ < 1，b > 0，判断⽅程 x− λ sinx = b 是否有根。

C3) 证明，sinx =
1

x
有⽆穷多个根。

C4) 假设 f ∈ C([0, 2]) 并且 f(0) = f(2)。证明，f(x)− f(x+ 1) = 0 在 [0, 1] 上有根。

C5) 证明，⽅程 x3 + 3 = ex 在 R 上⼀定有解。

C6) 假设 f : [0, 2] → R 是连续函数并且 f(0) = f(2)，那么存在 x ∈ [1, 2]，使得 f(x) = f(x− 1)。

C7) f : R → R 是函数，对 c ∈ R，我们定义 f−1(c) = {x ∈ R|f(x) = c}。证明，如果对任意

c ∈ R，我们都有 |f−1(c)| = 2，那么 f 不是连续函数。

C8) 假设连续函数 f : [a, b] → R 是单射。如果 f(a) < f(b)，证明，f 是严格递增的的。

习题 D 试计算下⾯函数的极限，其中 m 和 n 是正整数（题号除以 5 余 1 的请写出解答过程，其
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余可以只给答案）：

(1) lim
x→+∞

a0x
n + a1x

n−1 + · · ·+ an
b0xm + b1xm−1 + · · ·+ bm

, a0 ̸= 0, b0 ̸= 0

(2) lim
x→+∞

xb

ax
, a > 1, b > 0 (3) lim

x→+∞

logx
xa

, a > 0

(4) lim
x→0+

xa logx, a > 0 (5) lim
x→∞

(
x2 + 1

x2 − 2

)x2
(6) lim

x→+∞
(x−

√
x2 − a) (7) lim

x→+∞

√
x+ 1−

√
x− 1

(8) lim
x→0

(1 + x)(1 + 2x)(1 + 3x)− 1

x
(9) lim

x→1

x+ x2 + · · ·+ xn − n

x− 1

(10) lim
x→1

x100 − 2x+ 1

x50 − 2x+ 1
(11) lim

x→1

(
m

1− xm
− n

1− xn

)
,

(12) lim
x→0

(1 + x)a − 1

x
(13) lim

x→1

xa − 1

xb − 1

(14) lim
x→+∞

(logx)1/x (15) lim
x→0

(
ax + bx

2

)1/x

, a > 0, b > 0

(16) lim
x→+∞

(
k
√
(x+ a1)(x+ a2) · · · (x+ ak)− x

)
(17) lim

x→0

(
√
1 + x2 + x)n − (

√
1 + x2 − x)n

x

(18) lim
x→π

2

(sinx)tanx (19) lim
x→∞

(
sin 1

x
+ cos 1

x

)x

(20) lim
x→∞

√
x+

√
x+

√
x

xα
, α > 0 (21) lim

x→0+

√
x+

√
x+

√
x

xα
, α > 0.

思考题 (不交作业)

问题 E 假设 A ⊂ R 是⼀个可数集。证明，存在单调函数 f : R → R，使得 f 的不连续点的集合恰

好是 A。

问题 F 函数 f : [0, 1] → [0, 1] 是递增的函数，证明，f 有不动点。

问题 G（关于 [0, 1] 上同胚的共轭问题）考虑 [0, 1] 到⾃⾝的⾃同胚，即

Homeo([0, 1]) =
{
f : [0, 1] → [0, 1]

∣∣f 为连续的双射
}

我们知道对于任意的 f ∈ Homeo([0, 1])，f−1 ∈ Homeo([0, 1])。假设 f ∈ Homeo([0, 1]) 并且 0 和 1 是

它仅有的不动点，g ∈ Homeo([0, 1]) 并且 0 和 1 也是它仅有的不动点，证明，存在 h ∈ Homeo([0, 1])，
使得

h−1 ◦ f ◦ h = g.
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11 紧性与开覆盖，Heine-Borel 定理，Lebesgue 数，一致连续，函数
列的逐点收敛与一致收敛，闭区间上连续函数空间

(
C
(
[a, b]

)
, ∥ · ∥∞

)
。

⼆零⼀九年⼗⽉⼆⼗⼀⽇，星期⼀，晴天

我们先来回顾⼀个例⼦：对多元函数 f(x) = f(x1, · · · , xn)，如果将 x2, · · · , xn 固定⽽将 f 视

作是 x1 的函数，f 此时对 x1 连续，类似地，f 对其它变量也连续的，但是这样不能推导出 f 做

为多元函数 Rn → R 是连续的。我们考察了函数：

f(x, y) =


xy

x2+y2
, (x, y) ̸= (0, 0)

0, (x, y) = (0, 0).

其中，我们⽤ x 和 y 来表⽰ R2 上⾯常⽤的坐标系。这个函数对两个变量分别连续，但是我们考虑

了收敛到 (0, 0) 点列
{
1

n
(1, λ)

}
n⩾1

并发现

f
( 1
n
(1, λ)

)
=

λ

1 + λ2
̸→ 0.

从⽽，f 在 (0, 0) 处不连续。

我们还可以讲这个函数⽤极坐标系 (r, ϑ) 来表达：

f(r, ϑ) =


1
2 sin(2ϑ), r ̸= 0

0, r = 0.

很明显，f 对 r 这个变量不连续。

我们强调过，尽管习惯如此，但是我们不愿意将 f 写成 f() 的形式，因为坐标系只是对这个对

象 f 的⼀种描述⽅式，⽽这个 f 的连续性是不依赖于坐标系选择的（只依赖于定义域和值域上的

距离的定义）。

在第四次作业中，我们已经将开集和闭集的概念推⼴到了⼀般的距离空间，特别地，我们可以

在 Rn 讨论开集和闭集的概念。我们做⼀下简单的回顾：(X, d) 是距离空间。对任意的点 x ∈ X，

r > 0，我们称 B(x, r) =
{
y ∈ X|d(y, x) < r

}
为以 x 为中⼼以 r 为半径的开球。如果 U ⊂ X 是若

⼲开球的并，即 U =
∪
α∈A

B(xα, rα)（指标集 A 是任意的），就称 X 是距离空间 (X, d) 中的开集。

证明，U ⊂ X 是开集当且仅当对任意的 x ∈ U，存在 δx > 0，使得 B(x, δx) ⊂ U。我们⽤ T 表⽰

距离空间 (X, d) 上的开集的全体，并且强⾏规定 ∅ 和 X 都是开集。T 满⾜（请⽐较命题 59）:

1) ∅ ∈ T，X ∈ T。

2) 对任意开集的集合 {Uα}α∈A，其中 A 为指标集合，我们有
∪
α∈A

Uα ∈ T。

3) 对任意有限个开集 U1, U2, · · · , Um ∈ T，我们有
∩

1⩽i⩽m
Ui ∈ T。
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如果 F ⊂ X 的补集是开集，我们就称 F 是闭集。类似于 R 的情况，F 是闭集当且仅当对任意点

列 {xn}n⩾1 ∈ F，如果 lim
n→∞

xn = x，那么 x ∈ F。我们还知道，任意多闭集的交集还是闭集，有限

个闭集的并集还是闭集。特别地，两个距离空间 (X, dX) 和 (Y, dY ) 之间的映射 f : X → Y 是连续

的当且仅当对任意 Y 中的开集 U，其逆像 f−1(U) 为 X 中的开集。

练习. (X, d) 是距离空间，证明，⼀个点所构成的集合是紧集。

我们现在引⼊紧集的概念：

定义 64 (开覆盖与紧性). (X, d) 是距离空间，S ⊂ X 是⼦集。如果 (X, d) 中开集的集合 U =

{Uα}α∈A 满⾜ S ⊂
∪
α∈A

Uα，我们就把 U = {Uα}α∈A 称作是 S 的⼀个开覆盖。

我们考虑 U 的⼦集 U′，即 U′ = {Uα′}α′∈A′，其中 A′ ⊂ A。如果 X ⊂
∪
α′∈A′

Uα′，我们就把

U′ = {Uα′}α′∈A′ 称作是 U = {Uα}α∈A 的⼀个⼦覆盖。

K ⊂ X 是⼦集，如果对 K 的任意开覆盖 U = {Uα}α∈A，都能找到⼀个有限的⼦覆盖 U′ =

{Uα′}α′∈A′，即 A′ 是有限集，我们就称 K 是紧集。

我们最关⼼的例⼦⾃然是 R（和 Rn）上的紧集，我们将证明，有界的闭区间 [a, b] 是紧集（这

是⼀个⼤定理）。

命题 65. 紧集在连续映射下被保持，即若 f : (X, dX) → (Y, dY ) 是距离空间之间的连续映射，如

果 K ⊂ X 是紧集，那么 f(K) ⊂ Y 也是紧集。

证明: 考虑 U = {Uα}α∈A 是 Y 中 f(K) 的开覆盖，那么根据 K ⊂ f−1
(
f(K)

)
，f−1

(
U
)

=

{f−1(Uα)}α∈A 是 X 中 K 的开覆盖，从⽽有有限的⼦覆盖 {f−1(Uα′)}α′∈A′，从⽽ {Uα′}α′∈A′ 覆

盖了 f(K)，证毕。

注记. 我们知道开集和闭集在连续映射的逆下被保持，但是通常不被连续映射保持，请举出反例。

为了刻画 R 和 Rn 上的紧集，我们先证明引理：

命题 66 (Lebesgue 数). 假设 K ⊂ R 是有界闭集，U = {Uα}α∈A 是 K 的开覆盖。那么，存在 δ > 0

（习惯上被称作是开覆盖 U 的⼀个 Lebesgue 数），使得对任意的 x, y ∈ K，如果 |x− y| < δ，那么

存在 α ∈ A，使得 [x, y] ∩K ⊂ Uα。

证明: 我们利⽤反证法：如果不然，那么每个 δ =
1

n
，存在 xn, yn ⊂ K（不妨假设 xn < yn），使

得 |xn − yn| ⩽
1

n
（特别地， lim

n→∞
|xn − yn| = 0），但是对任意的 α ∈ A，Uα 不能完整的覆盖住

[xn, yn] ∩K，即 [xn, yn] ∩K ̸⊂ Uα。

由于 K 是有界的，所以数列 {xn}n⩾1 和 {yn}n⩾1 是有界的，通过选取⼦序列，我们可以假设

当 n → ∞ 时，xn → x，yn → y。根据 lim
n→∞

|xn − yn| = 0，⾃然有 x = y。又因为 K 是闭集，所

以 x = y ∈ K。
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由于 U 是 K 的开覆盖，x ∈ K，所以存在 Uα ∈ U，使得 x ∈ Uα。根据 Uα 是开集，那么存在

开区间 (x − ε, x + ε) ⊂ Uα，此时，根据 xn → x，yn → x，选取很⼤的 N，使得 [xN , yN ] ⊂ Uα，

所以 [xN , yN ] ∩K ⊂ Uα，⽭盾。

定理 67 (Heine-Borel). 假设 K ⊂ R。那么，K 是紧集当且仅当 K 是有界闭集。

推论 68. 闭区间 [a, b] 是紧集。特别地，任意选取 [a, b] 的⼀个开区间 覆盖 U = {Iα}α∈A，其中

Iα = (aα, bα) 是开区间，[a, b] ⊂
∪
α∈A

Iα，我们都能找到有限个开区间 Ik = (ak, bk)（k = 1, 2, · · · , N），

使得 [a, b] ⊂
N∪
k=1

Ik。

Heine-Borel 定理的证明. ⾸先假设 K 是紧集，我们分两步证明 K 是有界闭集。

• K 是有界的：由于
∞∪
n=1

(−n, n) = R，所以
∞∪
n=1

(−n, n) ⊃ K，据此，我们有 K 的开覆盖 U ={
(−n, n)

∣∣n = 1, 2, · · · }。根据 K 的紧性，可以找到有限个的开区间 (−n1, n1), · · · , (−nk, nk)，
使得它们的并集包含 K。不妨假设 n1 < n2 < · · · < nk。很明显，K ⊂ (−nk, nk)，所以有界。

• K 是闭集：利⽤反证法，如若不然，存在序列 {xi}i⩾1 ⊂ K， lim
i→∞

xi = x 但是 x /∈ K。通过

选取⼦序列，我们还可以进⼀步假设对任意的 i ⩾ 1，|xi − x| < 1

i
。

考虑下降的闭区间序列 Fn = [x − 1

n
, x +

1

n
]，我们⾃然有

∩
n⩾1

Fn = {x}。我们注意到 Un =

R − Fn 是开集并且
∪
n⩾1

Un ⊃ K（因为 x /∈ K）！据此，我们得到据此 K 的开覆盖 U =

{
Un
∣∣n = 1, 2, · · · }，所以 K 的紧性意味着存在 Un1 , Un2 , · · · , Unk

，使得 K ⊂
k∪
i=1

Uni。不妨假

设 n1 < n2 < · · · < nk，所以 K ⊂ Unk
。根据 Fnk

的定义，x 与任意⼀个 K 中的点的距离⾄

少是
1

nk
，这与 lim

i→∞
xi = x ⽭盾。

其次，在 K 是有界闭集的假设下证明 K 是紧集。

任意给定 K 的开覆盖 U = {Uα}α∈A，根据前⼀命题，我们可以选取该覆盖的⼀个 Lebesgue
数 δ，通过将 δ 适当缩⼩，我们不妨假设 δ =

1

N
，其中 N ∈ Z>0。我们将 K 砍成若⼲长度不超过

1

N
⼩段 K =

∪
k∈Z

Kk，其中 Kk = K ∩ [
k

N
,
k + 1

N
]。根据有界性，只有有限个 Kk 是⾮空的，所以

我们有 K =
∪

|k|⩽k0

Kk。利⽤ Lebesgue 数的定义，对每个 |k| ⩽ k0，存在 Uk ∈ U，使得 Kk ⊂ Uk，

所以 K ⊂
∪

|k|⩽k0

Uk，这就给出了有限的⼦覆盖。

推论 69 (紧性和列紧性的等价性). K ⊂ R 是⼦集，如果对任意 K 中的⼦序列 {xk}k⩾1 ⊂ K，都

存在收敛的⼦序列 {xkj}j⩾1，使得 lim
j→∞

xkj ∈ K，我们就称 X 是列紧的。

那么，K 是紧集当且仅当 K 是列紧的。
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证明: 假设 K 是紧集，那么它是有界的，所以对任意的 K 中的⼦序列 {xk}k⩾1 ⊂ K，存在收敛的

⼦序列 {xkj}j⩾1，又因为 K 是闭集，所以这个极限仍然在 K 中，从⽽ K 是列紧的。

假设 K 是列紧的，⼀个重要的观察是上⾯关于 Lebesgue 数的证明仍然成⽴（只⽤到了列紧

性），据此，我们可以原封不动地重复 Heine-Borel 定理中第⼆步关于 K 是紧集的证明即可。（细节

留给不放⼼的同学揣摩）

我们可以讲上⾯的推理加以简单的改造从⽽得到关于距离空间上紧性的若⼲结论，但是我们需

要先预警⼀下，不是每个结论都可以推⼴，⽐如说在⼀般的距离空间上，紧性可以推出有界闭性，

但是两者不等价。我们这些命题整理为如下⼏条，其中 (X, d) 是距离空间：

1) 假设 K ⊂ X 是紧集，那么 K 是有界闭集。其中，K 在距离空间 X 中有界指的是，存在

x0 ∈ X 和 R > 0，使得 K ⊂ B(x0, R)。

先证明 K 是有界的：任意选定 x ∈ X，由于
∞∪
n=1

B(x, n) = X，所以
∞∪
n=1

B(x, n) ⊃ K，据

此，我们有 K 的开覆盖 U =
{
B(x, n)

∣∣n = 1, 2, · · · }。根据 K 的紧性，可以找到有限个开

球 B(x, n1), · · · , B(x, nk)，使得它们的并集包含 K。不妨假设 n1 < n2 < · · · < nk。很明显，

K ⊂ B(x, nk)，所以有界。

再证明 K 是闭集：利⽤反证法，如若不然，存在序列 {xi}i⩾1 ⊂ K， lim
i→∞

xi = x 但是 x /∈ K。

通过选取⼦序列，我们还可以进⼀步假设对任意的 i ⩾ 1，d(xi, x) <
1

i
。

考虑下降的序列 Fn = {y ∈ X|d(y, x) ⩽ 1

n
}，⾸先注意到

f : X → R, y 7→ d(y, x),

是连续映射，所以 Fn = f−1
(
[− 1

n
,
1

n
]
)

是闭集。我们⾃然有
∩
n⩾1

Fn = {x}。注意到 Un =

X − Fn 是开集并且
∪
n⩾1

Un ⊃ K（因为 x /∈ K）！据此，我们得到据此 K 的开覆盖 U =

{
Un
∣∣n = 1, 2, · · · }，所以 K 的紧性意味着存在 Un1 , Un2 , · · · , Unk

，使得 K ⊂
k∪
i=1

Uni。不妨假

设 n1 < n2 < · · · < nk，所以 K ⊂ Unk
。根据 Fnk

的定义，x 与任意⼀个 K 中的点的距离⾄

少是
1

nk
，这与 lim

i→∞
xi = x ⽭盾。

2) 定理假设 (X, d) 列紧的度量空间（即如果对任意 X 中的点列 {xk}k⩾1，都存在收敛的⼦序列

{xkj}j⩾1，即 lim
j→∞

xkj 存在），U = {Uα}α∈A 是 X 的开覆盖。那么，存在 δ > 0（习惯上被称

作是开覆盖 U 的⼀个 Lebesgue 数），使得对任意的 x ∈ X，存在 α ∈ A，使得 B(x, δ) ⊂ Uα。

我们利⽤反证法：如若不然，那么每个 δ =
1

n
，存在 xn ∈ X，使得 B(xn,

1

n
) 不被任意⼀个开

集所包含，即对任意的 α ∈ A，B(xn,
1

n
) ̸⊂ Uα。根据列紧性，我们可以选取⼦列，使得 k → ∞

时，xnk
→ x。由于 U 是开覆盖，所以存在 Uα ∈ U，使得 x ∈ Uα。根据 Uα 是开集，那么存
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在开球 B(x, r) ⊂ Uα。由于 xnk
→ x，选取很⼤的 N，当 k ⩾ N 时，使得 B(xnk

,
1

nk
) ⊂ Uα，

⽭盾。

3) 定理 假设 (X, d) 度量空间，它是列紧的当且仅当它是紧的。

⾸先证明，如果 X 是列紧的，那么 X 必然是紧的：任意给定 X 的开覆盖 U = {Uα}α∈A，根

据 2)，我们选取该覆盖的⼀个 Lebesgue 数 δ。我们通过归纳的⽅式构造⼀个点列（可以是有

限点列）：任选 x0，那么存在某个 U0 ∈ U，使得 U0 ⊃ B(x0, δ)。假定 xk 已经选定，那么存

在某个 Uk ∈ U，使得 Uk ⊃ B(xk, δ)。现在分两种情况：

– 如果B(x0, δ)∪B(x1, δ)∪· · ·∪B(xk, δ) = X，那么我们已经找到了有限⼦覆盖 U1, · · · , Uk ∈
U，这个过程到此结束。

– 如果 B(x0, δ)∪B(x1, δ)∪· · ·∪B(xk, δ) ̸= X，那么我们就任选 xk+1 /∈ B(x0, δ)∪B(x1, δ)∪
· · ·∪B(xk, δ)，然后继续上⾯的过程。我们注意到这⼀步选取的 xk+1 使得 d(xk+1, xj) ⩾ δ，

其中 j = 0, 1, 2, · · · , k。

当然，上⾯的第⼆种选择不可能⽆限地进⾏，否则我们得到⼀个点列 {xk}k⩾1，使得任意两个

点之间的距离都不⼩于 δ，这与列紧性⽭盾。所以，到某⼀步我们就在第⼀种选择上结束了，

这就给出了有限的⼦覆盖。

其次证明，如果 X 是紧的，那么 X 必然是列紧的：假设 {xk}k⩾1 是⼀列点，如果存在点

x ∈ X，使得对任意的 δ > 0，总存在 B(x, δ)，使得 B(x, δ)∩ {xk}k⩾1 ̸= ∅，那么 {xk}k⩾1 有

收敛的⼦列：因为我们对 δ =
1

i
，取 xki ∈ B(x, δ) ∩ {xk}k⩾1 即可。

我们⽤反证法：如果 {xk}k⩾1 没有收敛⼦列，那么对任意的 x ∈ X − {xk}k⩾1，存在 δ > 0，

使得 B(x, δ)∩{xk}k⩾1 = ∅，这表明 {xk}k⩾1 是 X 中的⼀个闭集。同样的推理表明，{xk}k⩾m
也是 X 中的闭集，所以 Um = X − {xk}k⩾m 是⼀族开集。很明显，

∪
m⩾1

Um = X，利⽤紧性，

我们有
∪

m⩽m0

Um = X，这表明 {xk}k⩾1 是有限的点集，⾃然收敛。

推论 70 (Heine-Borel). 假设 K ⊂ Rn。那么，K 是紧集当且仅当 K 是有界闭集。

证明: ⾸先，假设 K 是紧集，在⼀般的距离中我们已经证明了 K 是有界闭集。

其次，假设 K 是有界闭集（在 Rn 中显然是列紧的，因为我们可以看每个坐标），我们要证明

K 是紧集。

任意给定 K 的开覆盖 U = {Uα}α∈A，列紧性表明我们可以选取该覆盖的⼀个 Lebesgue 数 δ，

通过将 δ 适当缩⼩，我们不妨假设 δ =
1

N
，其中 N ∈ Z>0。假设 K 落在⽅体 [−M,M ]× [−M,M ]×

· · · × [−M,M ]，其中 M 是正整数。通过将我们将这个⽅体分解成
(
2M

N

)n
个⼩⽅体 {Qi}，K 砍

成有限个⼩块 Qi ∩ K。利⽤ Lebesgue 数的定义，每个⼩块 Qi ∩ K 都包含在某个 Ui 中，所以

K ⊂
∪
Ui，这就给出了有限的⼦覆盖。
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一致连续性与一致收敛

定义 71 (⼀致收敛性). 假设 f : X → R 是连续函数，如果对任意的 ε > 0，存在 δ > 0，使得对任

意的 x, y ∈ X，只要 d(x, y) < δ，就有 |f(x)− f(y)| < ε，我们就称 f 在 X 上一致连续。

例子. 考虑 (0, 1) 上的函数 f(x) =
1

x
，我们希望研究 f(x) 在 x0 处的连续性。

按照定义，f 在 x0 处连续，指的是：对任意的 ε > 0，存在 δ > 0（注意到，这个 δ 可能依赖

x0），使得当 |x− x0| < δ 时，我们就有 |f(x)− f(x0)| < ε。

对于 f(x) =
1

x
，我们不妨先假设 x 已经离着 x0 很近：

1

2
x0 ⩽ x ⩽ 2x0，那么

ε > |1
x
− 1

x0
| = |x− x0|

x0x
⩾ |x− x0|

2(x0)2
.

所以，要想 |f(x)− f(x0)| < ε，我们需要 δ < 2(x0)
2ε。由此可见，x0 越小，需要选取的 δ 就越小，

这就给出了 δ 对 x0 的依赖性。然⽽，在⼀致连续的概念中，δ 的选取不依赖于 x0，所以 (0, 1) 区

间上定义的
1

x
不是⼀致连续的。（[0.1, 1] 区间上定义的

1

x
是⼀致连续的!）

在作业题中，我们会见到很多连续和⼀致连续的例⼦。

定理 72. I = [a, b] 是有界闭区间，每个 f ∈ C(I) 都是⼀致连续的函数。

证明: 给定 f ∈ C(I)，通过定义

f(x) =


f(a), x ⩽ a;

f(x), a ⩽ x ⩽ b;

f(b), x ⩾ b.

任意给定 ε > 0，对每个 x ∈ I，存在开区间 Ix = (x− δx, x+ δx)，使得对任意的 y ∈ Ix（等价于

说 |y − x| < δx），都有 |f(y)− f(x)| < 1

2
ε。特别地，对任意的 y, z ∈ Ix，我们都有

|f(y)− f(z)| ⩽ |f(y)− f(x)|+ |f(z)− f(x)| < ε.

我们得到 I ⼀个开覆盖 {Ix}x∈I。令 δ 为这个开覆盖的 Lebesgue 数，对于 |x−y| < δ，按照 Lebesgue
数的定义，x 和 y 落在同⼀个 Ixi ⾥⾯，从⽽ |f(x)− f(y)| < ε。这就证明了⼀致连续性。

我们现在引⼊关于函数的两种收敛的概念：(X, d) 是距离空间，{fn : I → R}n⩾1 和 f : I → R
是函数的序列。我们定义：

• 逐点收敛. 如果对每个点 x ∈ X，函数值 fn(x) → f(x)，即 lim
n→∞

|fn(x)− f(x)| = 0，我们就

称 fn 在 X 上逐点收敛到 f。

• 一致收敛. 如果 lim
n→∞

sup
x∈X

|fn(x)− f(x)| = 0，我们就称 fn 在 X 上⼀致收敛到 f。
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注记. 逐点收敛指的是对任意的 x ∈ I，对任意的 ε > 0，存在 N（可能依赖于 ε 和 x），使得当

n ⩾ N 时，我们有 |fn(x)− f(x)| < ε。

⼀致收敛指的是对任意的 ε，存在 N（只依赖于 ε 不依赖于点 x），使得当 n ⩾ N 时，对任意

的 x ∈ I，我们都有 |fn(x)− f(x)| < ε。换句话说，N 的选取对于 x 是⼀致的（即不依赖于 x）。

特别地，函数列的⼀致收敛能推出逐点收敛。

我们先看⼏个例⼦：

1) I = (0, 1)，fn(x) =
1

nx
，对于每个 x， lim

n→∞
fn(x) = 0，所以 fn(x) 逐点收敛到 0（函数）；然

⽽，对任意的 sup
x∈I

|fn(x)− 0| = ∞，所以 {fn}n⩾1 不⼀致收敛。

2) I = [−2, 2]，fn(x) =


−1, x ⩽ − 1

n

nx, − 1

n
⩽ x ⩽ 1

n

1, x ⩾ 1

n
.

fn 逐点收敛到函数 f(x) =


−1, x < 0;

0, x = 0;

1, x > 0.

我们注意到极限函数并不连续。不难看出，fn 并

不⼀致收敛。

有了以上的准备⼯作，我们现在研究闭区间上实数（或者复数）值连续函数空间 C
(
[a, b]

)
，其

中 a < b（否则不是很有意思）。这是⼀个⽆限维的 R-线性空间。我们在 C
(
[a, b]

)
上定义⼀个范数

∥ · ∥∞ : C
(
[a, b]

)
→ R⩾0, f 7→ ∥f∥∞ = sup

x∈[a,b]
|f(x)|.

我们注意到，|f | 也是闭区间 [a, b] 上的连续函数，所以有界，从⽽ sup
x∈[a,b]

|f(x)| <∞ 是良好定义的。

这个范数定义了 C
(
[a, b]

)
上的距离 d∞(f, g) = sup

x∈I
|f(x)− g(x)|。

我们应该将
(
C
(
[a, b]

)
,+, ·, ∥ · ∥∞

)
和实数 (R,+, ·, | · |) 做类⽐。

另外，在⼀致收敛的概念中，我们要求 lim
n→∞

sup
x∈X

|fn(x) − f(x)| = 0，也就是说，fn 是按照距

离函数 d∞ 在距离空间
(
C
(
[a, b]

)
, d∞

)
⾥收敛。所以，把函数视为点，所谓⼀致收敛的概念变成了

我们熟悉的点列收敛的概念。

定理 73.
(
C([a, b]), ∥ · ∥∞

)
是完备赋范线性空间，即

(
C([a, b]), d∞

)
是完备的距离空间。

注记. C(I) 的完备性是关于连续函数最重要的性质之⼀。另外，我们强调这个性质和之前关于连续

函数看法完全不同：这不是关于⼀个函数的性质⽽是关于⼀族（或者所有）连续函数的性质。

从证明的角度⽽⾔，⼀致连续性将起重要的作用，⽽逐点地考虑这个问题是徒劳的，因为有⽆

限多个点。由于⼀致连续性的证明依赖于紧性，我们可以理解为什么函数所定义的空间的紧性（⼏

何性质）非常关键：这个概念提供了从⽆限到有限的途径！
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证明: 假设 {fn}n⩾1 是
(
C([a, b]), ∥ · ∥∞

)
中 Cauchy 列，即对任意的 ε > 0，存在 N，使得当

n,m ⩾ N 时，我们有 d∞(fn, fm) < ε。我们的⽬标是构造 f ∈ C
(
[a, b]

)
，使得 fn

d∞
−→ f。

⾸先定义函数 f：对任意 x ∈ I，按照定义，对任意的 m 和 n，我们的都有 |fn(x)− fm(x)| ⩽
d(fn, fm)，所以 {fn(x)}n⩾1 是 Cauchy 数列，据此，可以定义

f(x) = lim
n→∞

fn(x), ∀x ∈ I.

问题的关键在于证明 f(x) 是连续的。

任选 x0 ∈ I，我们证明 f 在 x0 处连续：对任意的 ε > 0，先选取 N，当 n,m ⩾ N 时，有

d(fn, fm) <
1

9
ε。特别地，|f(x0)− fN (x0)| ⩽

1

9
ε。由于 fN 在 I 上⼀致连续，所以存在 δ > 0，使

得当 |x − y| < δ 时，我们有 |fN (x) − fN (y)| <
1

9
ε。从⽽，对任意的 n ⩾ N，当 |x − x0| < δ 时，

我们有

|fn(x)− fn(x0)| ⩽ |fn(x)− fN (x)|+ |fN (x)− fN (x0)|+ |fn(x0)− fN (x0)|

⩽ d(fn, fN ) +
1

9
ε+ d(fn, fN ) <

1

9
ε+

1

9
ε+

1

9
ε =

1

3
ε.

此时，对任意满⾜ |x− x0| < δ 的 x，存在 n ⩾ N，使得 |fn(x)− f(x)| < 1

3
ε，从⽽，我们有

|f(x)− f(x0)| ⩽ |f(x)− fn(x)|+ |fn(x)− fn(x0)|+ |fn(x0)− f(x0)|

<
1

3
ε+

1

3
ε+

1

3
ε ⩽ ε.

这就证明了 f 是连续函数。

最终，我们说明 fn ⼀致收敛到 f，即 lim
n→∞

d∞(fn, f) = 0。⾸先，根据 {fn(x)}n⩾1 是 Cauchy

数列，存在 N0，使得当 n,m ⩾ N0 时，我们有 sup
x∈[a,b]

|fn(x)− fm(x)| <
1

2
ε。

对任意的 x ∈ [a, b]，根据逐点收敛性，存在Nx ⩾ N0，使得当 n ⩾ Nx 时，我们有 |fn(x)−f(x)| <
1

4
ε，利⽤连续性，存在开区间 Ix，使得对任意的 y ∈ Ix，我们都有 |fn(y)− f(y)| < 1

2
ε。根据上⾯

N0 的选取，我们知道对任意的 m ⩾ Nx，任意的 y ∈ Ix，我们都有

|fm(x)− f(x)| ⩽ |fm(y)− fNx(y)|+ |fNx(y)− f(y)| < ε.

这样的开区间的集合 {Ix}x∈[a,b] ⾃然是 [a, b] 的⼀个开覆盖，根据紧性，我们可以选取有限的开覆

盖 Ix1 , · · · , Ixℓ。在每个 Ixj 上，当 n ⩾ Nxj 时，对任意的 y ∈ Ixj，|fn(y)− f(y)| < ε。所以，只

要取 N = max(Nx1 , Nx2 , · · · , Nxℓ)，当 n ⩾ N 时，在每个每个 Ixj 上，都有

|fn(y)− f(y)| < ε, ∀y ∈ INj .

由于 Ix1 , · · · , Ixℓ 覆盖了 [a, b]，我们知道 d∞(fn, f) < ε。
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12 利用级数收敛来构造连续函数，距离空间的完备化

⼆零⼀九年⼗⽉⼆⼗四⽇，星期四，⼩⾬

级数收敛的应用：连续函数的构造

我们现在通过
(
C
(
[a, b]

)
,+, ·, ∥ · ∥∞

)
和 (R,+, ·, | · |) 的类⽐来构造连续函数。回忆⼀下，级数

的构造⼀个很重要的应⽤就是⽤来构造实数，⽐如说，e 可以（定义）⽤级数
∞∑
k=0

1

k!
来实现。对于

⼀般的数项级数，我们还有绝对收敛的概念，即对于数项级数
∞∑
k=1

ak ⽽⾔，如果
∞∑
k=1

|ak| 收敛，那

么级数本⾝也收敛。我们对于闭区间的连续函数的空间也有类似的技术⼿段：

命题 74. a < b 是实数，给定函数列 {f1}n⩾1 ⊂ C
(
[a, b]

)
，我们考虑函数级数

∞∑
k=1

fk：如果部

分和 Sn =

n∑
k=1

fk 所定义的函数序列 {Sn}n⩾1 在
(
C
(
[a, b]

)
, ∥ · ∥∞

)
中收敛，我们就称函数级数

∞∑
k=1

fk 在
(
C
(
[a, b]

)
, ∥ · ∥∞

)
中收敛。如果数项级数

∞∑
k=1

∥fk∥∞ 收敛，我们就称函数级数
∞∑
k=1

fk 在(
C
(
[a, b]

)
, ∥ · ∥∞

)
中绝对收敛（即加了绝对值之后收敛）。

如果函数级数
∞∑
k=1

fk 在
(
C
(
[a, b]

)
, ∥ · ∥∞

)
中绝对收敛，那么函数级数

∞∑
k=1

fk 在
(
C
(
[a, b]

)
, ∥ ·

∥∞
)

中收敛。特别地，
∞∑
k=1

fk 给出了⼀个 [a, b] 上定义的连续函数。

证明: 我们应该对⽐命题25的证明。根据 C
(
[a, b]

)
的完备性，利⽤ Cauchy 判别法：由于

∞∑
k=0

∥fk∥∞

收敛，所以对任意的 ε > 0，存在 N，使得对任意的 n ⩾ N 和任意的 p ⩾ 0，我们有
∑

n⩽k⩽n+p
∥fk∥∞ <

ε。为了判断部分和 Sn 是否是 Cauchy 序列，我们注意到对任意的 x ∈ [a, b]，我们就有∣∣Sn+p(x)− Sn−1(x)
∣∣ = ∣∣ ∑

n⩽k⩽n+p
fk(x)

∣∣ ⩽ ∑
n⩽k⩽n+p

∣∣|fk(x)|∣∣
⩽

∑
n⩽k⩽n+p

∥fk∥∞ < ε.

所以，{Sn}n⩾1 在
(
C
(
[a, b]

)
, ∥ · ∥∞

)
中是 Cauchy 列从⽽收敛。

作为应⽤，我们现在重新构造 R 上的指数函数。我们⾸先在任意的 [−N,N ] 这个闭区间上构

造，因为函数 f(x) = x 是 [−N,N ] 上的连续函数，我们就考虑

ẽxp(x) :=
∞∑
k=0

fk

k!
.
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由于 ∥f
k

k!
∥∞ ⩽ Nk

k!
，容易看出上⾯这个函数级数是绝对收敛的，从⽽我们在 [−N,N ] 上定义了

ẽxp(x)。我们当然需要验证，如果 N ′ > N，那么在 [−N ′, N ′] 上按照如上⽅式定义的 ẽxp(x) 在

[−N,N ] 上的限制给出的就是按照如上⽅式定义的 ẽxp(x)，这就构造出了 ẽxp : R → R。

练习. 证明，如上定义的指数函数 ẽxp 恰好是之前所构造的 exp。(
C
(
[a, b]

)
, ∥ · ∥∞

)
的很多性质都可以平⾏的推⼴到紧的距离空间上去，并且这些性质在将来分

析和⼏何的学习中会起到很重要的作⽤。我们把若⼲这样的性质整理在下⾯的命题⾥：

命题 75. (X, d) 是紧的距离空间，那么

1) (X, d) 是完备的。

2) 如果 f : X → R 是连续函数，那么存在 x1 ∈ X，使得 f(x1) = sup
x∈X

f(x)；存在 x2 ∈ X，使

得 f(x2) = inf
x∈X

f(x)。

3) 用 C(X) 表示 X 上的连续函数的空间（实数值或者复数值）。对每个 f ∈ C(X)，∥f∥∞ =

sup
x∈X

|f(x)| 是 X 上的⼀个范数，那么，
(
C(X), ∥ · ∥∞

)
是完备的赋范线性空间。

我们在讲义中不给出这个命题的证明了。

⾄此，数学分析⼀这门课程的第⼀部分全部完成，这⼀部分的主旨是收敛和连续。作为这些理

论的应⽤，我们再回过头来研究实数的构造。

距离空间的完备化（阅读）

我们先定义集合上的等价关系。X 是集合，∼ 是 X 上的⼀个等价关系，这指的是对任意

x, y ∈ X，我们要么有 x ∼ y（此时我们说 x 和 y 等价），要么有 x ̸∼ y，⼆者必（且仅）居其⼀，

并且 ∼ 满⾜：

1)（⾃反性）x ∼ x；

2)（对称性）x ∼ y 等价于 y ∼ x；

3)（传递性）如果 x ∼ y，y ∼ z，那么 x ∼ z。

假定在集合 X 上给定了等价关系 ∼。对任意的 x ∈ X，X 的⼦集 [x] =
{
y ∈ X

∣∣y ∼ x
}

被称作是

x（所在）的等价类。我们⽤ X/ ∼ 表⽰等价类的集合，这是 X 的⼦集的集合。根据 ∼ 的上述三

条性质，如果 x′ ∈ [x]，那么 [x′] = [x]；如果 x′ /∈ [x]，那么 [x′]∩ [x] = ∅。据此，我们可以将 X 分

成两两不交的⼦集的并集：

X =
⊔

[x]∈X/∼

[x].
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这称作是 X 的等价类的划分。⼀个等价关系 ∼ 实际上等价于将 X 分为若⼲个⼦集的⽆交并，直观

上说我们将等价的元素看成是⼀样的。我们注意到对任意的 x′, x′′ ∈ [x]，我们都有 [x′] = [x′′] = [x]，

我们把 x, x′ 或者 x′′ 都称作是等价类 [x] 的代表元。代表元的选取并不唯⼀。

作为例⼦，我们考虑整数的集合 Z，p 是⼀个素数，对于 m,n ∈ Z，如果 m 和 n 除 p 的余数

相同，我们就说它们等价，并记做 m ∼ n。我们知道，Z/ ∼ 恰好有 p 个元素。当 p = 2 时，这就

是把整数分为奇数和偶数两个等价类。

我们回到距离空间 (X, d) 的场景，它未必是完备。⽐如说有理数 Q，但是我们知道存在 R，使

得 Q ⊂ R，⽽ R 是完备的。我们的⽬标是将 (X, d) 类⽐为 Q，然后构造相应的 (X, d)。

给定距离空间 (X, d)，我们令

C =
{
{xn}n⩾1 ⊂ X

∣∣∣{xn}n⩾1是 Cauchy 列
}
.

这是距离空间 (X, d) 中所有 Cauchy 的集合。按照定义，对 {xn}n⩾1 ∈ C，对任意的 ε > 0，存在

N，使得当 m,n ⩾ N 时，我们有 d(xm, xn) < ε。

我们在 C 上定义等价关系：

对于 {xn}n⩾1, {yn}n⩾1 ∈ C，{xn}n⩾1 ∼ {yn}n⩾1 当且仅当 lim
n→∞

d(xn, yn) = 0。

最终，我们令 X = C/ ∼。

我们现在在 X 上定义⼀个距离函数 d：

d : X ×X → R, ([{xn}n⩾1], [{yn}n⩾1]) 7→ lim
n→∞

d(xn, yn),

其中 [{xn}n⩾1], [{yn}n⩾1] ∈ X。注意到，{xn}n⩾1 只是等价类 [{xn}n⩾1] 的⼀个代表，⽽代表的选

取并不唯⼀，所以，为了说明距离函数

d
(
[{xn}n⩾1], [{yn}n⩾1]

)
= lim

n→∞
d(xn, yn)

是良好定义的，我们需要验证如下两个性质：

• 极限 lim
n→∞

d(xn, yn) 存在。

只要证明 {d(xn, yn)}n⩾1 是 Cauchy 列即可，这是因为

|d(xn, yn)− d(xm, ym)| = |d(xn, yn)− d(xm, yn) + d(xm, yn)− d(xm, ym)|

⩽ |d(xn, yn)− d(xm, yn)|+ |d(xm, yn)− d(xm, ym)|

⩽ d(xn, xm) + d(yn, ym).

根据 [{xn}n⩾1 和 {yn}n⩾1 是 X 中的 Cauchy 列，我们知道 {d(xn, yn)}n⩾1 是 R 中的 Cauchy
列。
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• 如果我们选取其它的代表元 {x′n}n⩾1 ∈ [{xn}n⩾1]，{y′n}n⩾1 ∈ [{yn}n⩾1]，我们必须说明

lim
n→∞

d(xn, yn) = lim
n→∞

d(x′n, y
′
n).

⾸先，根据三⾓不等式，我们有∣∣d(xn, yn)− d(x′n, yn)
∣∣ ⩽ d(xn, x

′
n).

令 n→ ∞，我们得到

lim
n→∞

d(xn, yn) = lim
n→∞

d(x′n, yn).

类似地，我们有

lim
n→∞

d(x′n, yn) = lim
n→∞

d(x′n, y
′
n).

综合这两个等式即可。

为了说明 (X, d) 是度量空间，我们需要说明 d 满⾜距离定义中的三个条件：⾸先，

d
(
[{xn}n⩾1], [{yn}n⩾1]

)
⩾ 0, d

(
[{xn}n⩾1], [{yn}n⩾1]

)
= d
(
[{yn}n⩾1], [{xn}n⩾1]

)
,

明显成⽴。为了证明三⾓不等式，任取 X 中三个点 [{xn}n⩾1]，[{yn}n⩾1] 和 [{zn}n⩾1]，我们有

d(xn, yn) + d(yn, zn) ⩾ d(xn, zn)

令 n→ ∞，我们就得到（因为在取极限的运算下 ⩾ 被保持）

d
(
[{xn}n⩾1], [{yn}n⩾1]

)
+ d
(
[{yn}n⩾1], [{zn}n⩾1]

)
⩾ d
(
[{xn}n⩾1], [{zn}n⩾1]

)
.

所以，三⾓不等式成⽴。最终，我们要证明

d([{xn}]n⩾1, [{yn}]n⩾1) = 0 ⇒ [{xn}]n⩾1 = [{yn}]n⩾1 ⇔ {xn}n⩾1 ∼ {yn}n⩾1.

这因为按照定义 lim
n→∞

d(xn, yn) = 0，即 Cauchy 列是等价的。从这⾥，我们可以看到之所以取

Cauchy 列的等价类也是为了保证 d 是距离函数。

利⽤上⾯的构造，我们通过 (X, d) 以⼀种确定的⽅式得到了距离空间 (X, d)。我们现在说明，

可以将 (X, d) 视作是 (X, d) 的⼦空间。对于 x ∈ X，我们可以将它视作是 Cauchy 列 {xn = x}n⩾1

（的等价类），我们得到映射

ι : X → X, x 7→ {xn = x}n⩾1,

当然，如果 y ∈ X，y ̸= x，那么作为 Cauchy 列，{xn = x}n⩾1 和 {yn = y}n⩾1 不等价，这表明 ι

是单射。据此，我们可以认为 X ⊂ X 是⼀个⼦集，也可以认为是 X 是在 X 的基础上添加了⼀些

东西。

另外，对于 {xn = x}n⩾1 和 {yn = y}n⩾1，我们有

d
(
{xn = x}n⩾1, {yn = y}n⩾1

)
= lim

n→∞
d(x, y) = d(x, y) ⇔ d

(
ι(x), ι(y)

)
= d(x, y),

这说明 d 在 X 上的诱导距离也恰好是 d。在这个意义下，我们将 (X, d) 看做是 (X, d) 的⼦（距离）

空间。

类似于 Q ⊂ R 是稠密的，我们有
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引理 76. X 是 (X, d) 的稠密⼦集。

证明: 任意给定 {xn = x}n⩾1 ∈ C，存在 N，使得当 x ⩾ N 时，|xn − xN | < ε。所以，对于

[{xn}n⩾1] ∈ X，我们选取 xN ∈ X，那么，d(ι(xN ), {xn}n⩾1) ⩽ ε。这表明 X 是稠密的。

最终，我们证明 (X, d) 是完备的距离空间：我们⽤ x ∈ X 表⽰某个 Cauchy 列的等价类，即

x = [{xn}n⩾1]，⽬标是证明如果 {x(a)}a⩾1 是 (X, d) 中的 Cauchy 序列，那么 {x(a)}a⩾1 在距离函

数 d 下收敛。换⽽⾔之，由 (X, d) 中的 Cauchy 列的等价类构成的 Cauchy 列是收敛的!
我们直接构造这个极限点。根据 X 在 X 中的稠密性，对每个 x(a)（其中 a ⩾ 1），存在 xa ∈ X，

使得

d(x(a), ι(xa)) = d(x(a), [{xa, xa, · · · , xa, · · · }]) <
1

a
.

令 x = [{xa}a⩾1]，我们验证如下两个性质

1) {xa}a⩾1 是 (X, d) 中的 Cauchy 列，从⽽ [{xa}a⩾1] ∈ X。

这是因为

d(xa, xb) = d
(
ι(xa), ι(xb)

)
⩽ d
(
ι(xa), x

(a)
)
+ d
(
x(a), x(b)

)
+ d
(
ι(xb), x

(b)
)

⩽ 1

a
+

1

b
+ d
(
x(a), x(b)

)
.

由于 {x(a)}a⩾1 是 (X, d) 中的 Cauchy 序列，据此可见 {xa}a⩾1 是 (X, d) 中的 Cauchy 列。

2) 令 x = [{xa}a⩾1] ∈ X，那么在 (X, d) 中，我们有 lim
a→∞

x(a) = x。

按照定义，我们有

d
(
x(a), x

)
= lim

n→∞
d(x(a)n , xn) = lim

n→∞
d(ι
(
x(a)n

)
, ι(xn))

定理 77 (完备化的万有性质). (X, d) 是距离空间。那么，存在完备的距离空间 (X, d) 和等距嵌⼊

ι : (X, d) → (X, d)（即 d(ι(x), ι(y)) = d(x, y)），使得

1) ι 的像 ι(X) ⊂ X 是稠密的；

2) 对任意完备的距离空间 (Y, dY ) 以及⼀致连续的映射 ϕ : X → Y，

X X

Y

ι

ϕ ψ

存在唯⼀的 ψ : X → Y（连续映射的扩张），使得 ϕ = ψ ◦ ι。

另外，上述 (X, d) 在如下的意义下是唯⼀的：

如果存在另外⼀个完备的距离空间 (X, d) 和等距嵌⼊ ι′ : (X, d) → (X, d)，使得
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1) ι′ 的像 ι′(X) 在 X 中稠密；

2) 对任意完备的距离空间 (Z, dZ) 以及⼀致连续的映射 ϕ : X → Z，

X X

Z

ι′

ϕ ψ

存在唯⼀的 ψ : X → Z（连续映射的扩张），使得 ϕ = ψ ◦ ι′。

那么存在等距的双射 Φ : X → X（即对任意的 x1, x1 ∈ X，d(Φ(x1),Φ(x2)) = d(x1, x2)）。

注记. 每个等距嵌⼊ ι : (X, d) → (X, d) 都是单射：因为如果 ι(x) = ι(y)，那么 d(ι(x), ι(y)) =

d(x, y) = 0，从⽽ x = y。

证明: 我们已经构造了 (X, d)，所以只需要验证第⼆条：对任意完备的距离空间 (Y, dY ) 以及连续

映射 ϕ : X → Y，

X X

Y

ι

ϕ ψ

存在唯⼀的 ψ : X → Y（连续映射的扩张），使得 ϕ = ψ ◦ ι。实际上，对任意的 x = [{xn}n⩾1] ∈ X，

其中 {xn}n⩾1 是 X 中的 Cauchy 序列，我们定义

ψ(x) = lim
n→∞

ϕ(xn).

在这个定义中，我们⽤到了两个基本的事实：⼀致连续的连续映射把 Cauchy 列映为 Cauchy 列；X

是完备的。另外，如果我们选取 x 的另⼀个可能的代表元 {x′n}n⩾1，上述的定义 ψ(x) = lim
n→∞

ϕ(x′n)

是不依赖于代表元素选取的，这个只是例⾏公事的检验（利⽤⼀致连续性）。

现在来证明唯⼀性，假设存在第⼆个 (X, d)，由于等距嵌⼊ ι′ 是⼀致连续的，所以利⽤关于

(X, d) 的第⼆条性质，我们有

X X

X

ι

ι′ f

其中，f ◦ ι = ι′；类似地，利⽤关于 (X, d) 的第⼆条性质，我们还有

X X

X

ι′

ι g
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其中，g ◦ ι′ = ι。通过映射的符合，我们得到

X X

X

X

ι

ι′

ι

f

id

g

此时，我们发现 g ◦ f 和单位映射 id 都可以被视作是 ι（往右下⾛的箭头）的扩张，根据唯⼀性，我

们有 g ◦ f = id，类似地 f ◦ g = id。这就证明了 f : X → X 是双射。由于 f 在 X 上的限制是等距

映射，所以这也是⼀个等距映射。

我们习惯上把上述构造称作是 (X, d) 称作是(X, d) 的完备化，并把它记做 (X̂, d̂ )，它在等距

的意义下是唯⼀的。

如果对 (X, d) = (Q, d(x, y) = |x − y|) ⽤上述的结论，由于 R 中每个数都可以⽤有理数的

Cauchy 序列逼近，所以 (R, d(x, y) = |x− y|)，是 Q 的完备化。在这个意义下，实数是唯⼀的（我

们必须指出，实数的存在性是我们利⽤ Dedekind 分割事先已经构造好的对象）。

如果我们在 Q 上选取别的距离函数，⽐如说，给定素数 p，对于任意的有理数 x，我们可以将

它唯⼀的写成 x = pv
m

n
的形式，其中 m 和 n 是和 p 互素的整数，v(x) ∈ Z。对于任意两个有理

数 x 和 y，我们定义

dp(x, y) =

(
1

p

)v(x−y)
.

这是所谓的 p-adic 距离，有理数 Q 配有这个距离函数并不完备，它的完备化是所谓的 p-adic 数

Qp。这个数域和 R 类似，但是又有很多不同的⼏何性质，它在数论的研究中不可或缺。
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12.1 作业：有无穷多素数的拓扑证明

清华大学 19-20 秋季学期，数学分析一，作业 5

请⽤ A4 ⼤⼩的纸张正反面⽤钢笔，签字笔或者圆珠笔书写，并注明⾃⼰的姓名，年级和

作业的总页数。除定理公式所涉及的⼈名之外，请使⽤中文。本次作业的提交时间和地点

为 10 月 31 日上午的课堂上，逾期视作零分。

基本习题

习题 A：连续，一致连续和一致收敛

A1) 证明，函数 ex 在 R 上不是⼀致连续的⽽在 (−∞, 0] 上是⼀致连续的。

A2) 证明，幂函数映射 R>0 × R, (x, α) 7→ xα 是 R>0 × R 上的连续函数。

A3) 证明，第九次课中定义的幂函数满⾜如下的性质：对任意 x, y > 0 和 α, β，我们有 (xy)α =

xαyα，(xα)β = xαβ；aloga x = x；如果 x > 0，y > 0，那么 ax+y = axay，loga(x · y) =

loga(x) + loga(y)。

A4) 在 [0, 1) 区间上考虑连续函数的序列 {fn(x)}n⩾1，其中 fn(x) = xn。证明，对任意的 a < 1，

{fn(x)}n⩾1 在 [0, a] 上⼀致收敛到 0 这个函数；但是 {fn(x)}n⩾1 在 [0, 1) 上不⼀致收敛。

A5) 在 R 上考虑连续函数的序列 {fn(x)}n⩾1，其中 fn(x) =
nx

1 + n2x2
。证明，{fn(x)}n⩾1 在 R

上逐点收敛到 0 这个函数但是 {fn(x)}n⩾1 在 R 上不⼀致收敛。

A6) 在 R上考虑连续函数的序列 {fn(x)}n⩾1，其中 fn(x) =



nx2

1 + nx
, x > 0;

nx3

1 + nx2
, x ⩽ 0

.试研究 {fn(x)}n⩾1

在 R 上逐点收敛性和⼀致收敛性。

A7) 给定连续函数 φ : R⩾0 → R，满⾜ φ(0) = 0， lim
x→∞

φ(x) = 0 并且 φ 不恒为零。证明，R⩾0 上

的连续函数的序列 {fn(x)}n⩾1 和 {fn(x)}n⩾1 逐点收敛到 0 这个函数但是不⼀致收敛，其中

fn(x) = φ(nx)，gn(x) = φ
(x
n

)
。

A8)*（⼀致连续性的应⽤：积分的定义）[a, b] 是有限闭区间，f ∈ C
(
[a, b]

)
是实数值的函数。给定

n ⩾ 1，我们将 [a, b] 均分为 n 份：

[a, b] = [a1, b1] ∪ [a2, b2] ∪ · · · ∪ [an, bn], a1 = a, bk = ak+1 (k = 1, · · · , n− 1), bn = b,

其中对于 k = 1, 2, · · · , n，ak = a+
k − 1

n
(b− a)。我们定义

Sn =
n∑
k=1

b− a

n
f(ak).
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证明，{Sn}n⩾1 收敛，我们⽤
ˆ b

a
f 这个符号来记极限 lim

n→∞
Sn。进⼀步证明，映射

ˆ b

a
: C
(
[a, b]

)
→ R, f 7→

ˆ b

a
f

是线性映射并且如果我们在 C
(
[a, b]

)
⽤距离函数 d∞ 来考虑，那么这是连续映射。

注记. 和式 Sn 直观上计算的是下图中阴影柱形表的面积：

a1 a2 a3

y = f(x)

x

y

所以，如果 f 是正函数，我们认为
ˆ b

a
f 表示的是 f 的图像下的面积。

另外，就算是选取 f(x) = xm 这样简单的函数，
ˆ b

a
f 的计算都很复杂，课程后面关于积分的

理论的⼀个重点是如何计算积分。

（提⽰：为了证明 {Sn}n⩾1 是 Cauchy 列，我们可以将 Sn 和 Sm 都与 Snm 做⽐较）

A9)* 证明 Cauchy 的⼀个定理: 任给函数 f : [a,+∞) → R，我们假设 f 任意闭⼦区间 [a, b] 上有

界 (上界可能依赖于 b)，那么下⾯两个式⾃当等号右边极限存在时成⽴：

lim
x→+∞

f(x)

x
= lim

x→+∞
[f(x+ 1)− f(x)],

lim
x→+∞

[f(x)]1/x = lim
x→+∞

f(x+ 1)

f(x)
, 进⼀步假设对任意的 x ∈ [a,∞)，f(x) ⩾ c > 0.

习题 B 研究下列函数 f 在区间 I 上的⼀致连续性：

B1) f(x) = 3
√
x，I = (0,∞)。

B2) f(x) = logx，I = (0, 1)。

B3) f(x) = cos 1
x
，I = (0, 1)。

B4) f(x) = x cos 1
x
，I = (0,∞)。

习题 C 研究下列函数极限的存在性：
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C1) lim
x→1

lnx
(x− 1)α

，α > 0。

C2) lim
x→1

ex − e

(x− 1)α
，α > 0。

C3) lim
x→1

xx − 1

(x− 1)α
，α > 0。

C4) lim
x→1

3
√

1−
√
x

(x− 1)α
，α > 0。

C5) lim
x→0

√
1 + x2 − 1

1− cosx 。

C6) lim
x→0

√
1 + x4 − 1

1− cos2 x 。

C7) lim
x→1

(x− 1)α

sin(πx) , α > 0。

习题 D（和一致连续性相关的问题）

D1) 如果连续函数 f 在开区间（有限或⽆限）I ⊂ R 上是单调并且有界的，那么 f 在 I 上⼀致连

续。

D2) I 是长度有限的区间（不⼀定是闭的）。证明，I 上的实值函数 f ⼀致连续的充分必要条件是

f 把 Cauchy 列映成 Cauchy 列（即如果 {xn}n⩾1 ⊂ I 是 Cauchy 列，那么 {f(xn)}n⩾1 也是

Cauchy 列）。

D3) f 在 R 上⼀致连续。证明，存在 a, b ∈ R>0，使得对任意的 x ∈ R，我们都有

|f(x)| ⩽ a|x|+ b.

D4) 假设函数 f 在 [0,∞) 上⼀致连续并且对任意的 x ∈ [0, 1]，我们都有 lim
n→+∞

f(x+ n) = 0（这

⾥ n 是整数）。证明，

lim
x→+∞

f(x) = 0.

如果我们将条件减弱为 f 在 [0,∞) 连续，结论是否依然成⽴? 证明或举出反例。

D5) 假设 X 是区间，f : X → R 是连续函数。如果存在正常数 L，使得对任意的 x, y ∈ X，都有

|f(x)− f(y)| ⩽ L|x− y|,

我们就称 f 在 X 上满⾜ Lipschitz 条件。

(a) 证明，f 在 X 上满⾜ Lipschitz 条件是 f 在 X ⼀致连续的充分条件。
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(b) 判断上述条件是否是必要条件? 证明或举出反例。

(c) 假设 f 在 [a,+∞) 上满⾜ Lipschitz 条件，其中 a > 0，试证明
f(x)

x
在 [a,+∞) ⼀致连

续。

习题 E 利⽤连续性研究⽅程根的存在性（在以下⽅程中，x 为未知实数）：

E1) 证明，⽅程 x3 + 2x− 1 = 0 在 R 上有唯⼀的根且此根在 (0, 1) 内。

E2) 设 0 ⩽ λ < 1，b > 0，试判断⽅程 x− λ sinx = b 的实根的存在性。

E3) 证明，⽅程 sinx =
1

x
有⽆穷多个实根。

E4) 假设实数值函数 f ∈ C([0, 2]) 并且 f(0) = f(2)。证明，⽅程 f(x)− f(x+ 1) = 0 在 [0, 1] 上

有⼀个根。

习题 F 试计算下⾯函数的极限：

F1) lim
x→π

sinmx
sinnx , m, n ∈ Z⩾0, F2) lim

x→0

1− cosx 2
√
cos 2x 3

√
cos 3x

x2

F3) lim
x→+∞

sin
√
1 + x− sin

√
x F4) lim

x→0

√
1 + x sinx− 1

ex2 − 1

F5) lim
n→∞

sin sin · · · sinx︸ ︷︷ ︸
n个

思考题 (不交作业)

问题 G 连续函数 f : R → R 满⾜如下性质：对任意的 δ > 0，我们都有

lim
n→∞

f(nδ) = 0.

证明， lim
x→+∞

f(x) = 0。

问题 H 连续函数 φ : R → R 满⾜如下两个性质：

1) 它在⽆穷远的⾏为如下： lim
x→+∞

(
φ(x)− x

)
= +∞。

2) φ 的不动点集
{
x ∈ R

∣∣φ(x) = x
}

是⾮空的有限集。

证明，如果 f : R → R 是连续函数并且满⾜ f ◦ φ = f，那么 f ⼀定是常值函数。

问题 I 连续函数 f : R⩾0 → R 满⾜ lim
x→+∞

f(x)

x
= 0。假设 {an}n⩾1 是⼀列⾮负实数的数列并且数

列 {an
n
}n⩾1 是有界的，证明， lim

n→∞

f(an)

n
= 0
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课外补充：拓扑空间的定义

本节也不交作业。

定义 78 (拓扑空间). X 是集合，T = {U |U ⊂ X} 是 X 的某些⼦集所组成的集合。如果下面三个

条件成立

1) ∅ ∈ T，X ∈ T。

2) 对任意的 {Uα}α∈A ⊂ T，其中 A 为指标集合，我们有
∪
α∈A

Uα ∈ T。

3) 对任意有限个 U1, U2, · · · , Um ∈ T，我们有
∩

1⩽i⩽m
Ui ∈ T。

我们就称 T 是 X 上的⼀个拓扑，每个 U ∈ T 都被称作是（拓扑 T 下的）开集。我们把⼆元组

(X,T) 称作是⼀个拓扑空间。

给定拓扑空间 (X,T)，考虑⼦集 F ⊂ X，如果其补集 X − F 是开集（即 X − F ∈ T），我们

就称 F 是在拓扑 T 下的）闭集。对于闭集，我们有如下的性质（简单的练习）：

1) ∅ 和 X 都是闭集。

2) 任意多闭集的交集是闭集。

3) 有限个闭集的并集是闭集。

娱乐问题 素数是⽆限多的拓扑证明（Furstenberg，1955）

考虑 X = Z 为全体整数的集合，对于 a, b ∈ Z，其中 a ⩾ 1，我们定义 Ua,b = {ka+ b|k ∈ Z}
（就是以 b 为某⼀项的双边的等差数列）。我们定义 X 的⼦集的集合 T：如果 U ∈ T，要么 U = ∅，
要么 U 是某些 Ua,b 的并集。

1) U ∈ T。证明，x ∈ U 当且仅当存在 a ⩾ 1，使得 Ua,x ∈ T。

2) 证明，Z ∈ T。

3) 证明，对于任意的 {Ui}i∈I ⊂ T，那么
∪
Ui ∈ T。

4) 证明，如果 U, V ∈ T，那么 U ∩ V ∈ T。

5) 证明，任何有限集合都不是开集；任何补集是有限的集合都不是闭集。

6) 证明，Ua,b 即时开集也是闭集。

7) 证明，Z− {−1, 1} =
∪

p 是素数

Up,0。
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8) ⽤反证法证明，有⽆限多个素数。

——————————————————–
As for everything else, so for a mathematical theory: beauty can be perceived but not

explained.
– A. Cayley

——————————————————–
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12.2 期中考试：连续函数环的极大理想

⼆零⼀九年⼗⽉⼆⼗⼋⽇，星期⼀，晴天

数学分析一 期中考试

考试说明

请在清华⼤学考试专⽤纸上正反面⽤钢笔，签字笔或者圆珠笔书写，并注明⾃⼰的姓名和年级。除定理

公式所涉及的⼈名之外，请使⽤中文。

考试时间为 上午 9:50 ⾄ 中午 12:15。考试结束请交答题纸，草稿纸和试题请带⾛。两道⼤题之间是相

互独⽴的。考试中后⾯的问题可以使⽤前⾯问题的结论（⽆论答题⼈是否已经得到正确的证明或者答案）。

题目 A 基本概念和技巧的考察（共 8 小题）

A1) 试⽤ ε−N 语⾔证明： lim
n→∞

n

n2 + 1
= 0。

A2) 试⽤ ε− δ 语⾔说明函数 R 上的函数 f(x) =

sin( 1x), x ̸= 0;

0, x = 0
在 x = 0 处不连续。

A3) 计算极限： lim
n→∞

(
12 + 22 + 32 + · · ·+ n2

) 1
n。

A4) 证明，级数
∞∑
n=1

2n+ 1

n2(n+ 100)2
收敛。

A5) 给定实数的序列 {an}n⩾1，假设级数
∞∑
n=1

an 收敛。证明，对任意的实数 x ∈ (−1, 1)，级数

∞∑
n=1

anx
n 也收敛。（提⽰：利⽤ Abel 判别法）

A6) 假设 f 是⾮空开区间 (a, b) 上的连续函数，证明，对任意的 x1, x2 ∈ (a, b)，存在 x0 ∈ (a, b)，

使得

f(x0) =
1

2

(
f(x1) + f(x2)

)
.

A7) 假设函数 f : R → R 是以 1 为周期的连续函数，即对任意的 x ∈ R，我们有 f(x+1) = f(x)。

证明，f 有界并且能取到其最⼤值，即存在 x0 ∈ R，使得 f(x0) = sup
x∈R

f(x)。

A8) 证明，f(x) =
√
x+ 1 作为 R⩾0 上的函数是⼀致连续的。

题目 B

⾸先回忆⼀下⼆项式展开：(1+z)n =

n∑
k=0

(
n

k

)
zk。特别地，当 z = 1 时，我们有 2n =

n∑
k=0

(
n

k

)
。
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给定⼀个复数的数列 {ak}k⩾0，我们定义新的数列 {a∗n}n⩾0，其中

a∗n =
1

2n

n∑
k=0

(
n

k

)
ak.

第一部分：等比数列

这⼀部分中，我们假设对任意的 k ⩾ 0，ak = zk，其中 z 为复数。

B1) 证明，如果 |z| < 1，那么级数
∞∑
k=0

ak 收敛。我们⽤ A(z) 表⽰这个极限。

B2) 证明，如果 |z| < 1，那么级数
∞∑
k=0

a∗k 收敛。我们⽤ A∗(z) 表⽰这个极限。

B3) 证明，如果 |z| ⩾ 1，那么级数
∞∑
k=0

ak 不收敛。

B4) 试找出⼀个 z ∈ C，|z| > 1，级数
∞∑
k=0

a∗k 收敛。

B5) 证明，如果 |z| = 1 并且 z ̸= ±1，那么级数
∞∑
k=0

a∗k 收敛。

第二部分：{ak}k⩾0 与 {a∗k}k⩾0 的收敛性比较，
∞∑
k=0

ak 与
∞∑
k=0

a∗k 的收敛性比较

这⼀部分中，我们假设 {ak}k⩾0 为实数的序列。

B6) 证明，当 k ∈ Z⩾0 固定的时候，我们有

lim
n→∞

(
n

k

)/nk
k!

= 1, lim
n→∞

(
n

k

)/
2n = 0.

B7) 任意给定⾮负整数 n > q，我们定义

a∗n,q =
1

2n

q∑
k=0

(
n

k

)
ak.

对每个固定的 q，计算 lim
n→∞

a∗n,q。

B8) 如果 lim
n→∞

an = 0，证明， lim
n→∞

a∗n = 0。

B9) 如果 lim
n→∞

an 存在，证明， lim
n→∞

a∗n 存在并且恰好等于 lim
n→∞

an。

B10) 如果 lim
n→∞

a∗n 存在， lim
n→∞

an 是否⼀定存在？
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在后⾯的问题中，对任意的 n ⩾ 0，我们定义部分和

Sn =
n∑
k=0

ak, S∗
n =

n∑
k=0

a∗k, Un = 2nS∗
n.

B11) 证明，对任意的 n ⩾ 0，Un 都可以写成 S0, S1, · · · , Sn 的整系数线性组合：

Un =
n∑
k=0

(
n+ 1

k + 1

)
Sk.

B12) 证明，如果级数
∞∑
k=0

ak 收敛，那么
∞∑
k=0

a∗k 也收敛。

题目 C：C
(
[a, b]

)
的极大理想

假设 a < b 是实数，我们研究有界闭区间上的实数值连续函数的空间 C
(
[a, b]

)
。对于⼦集

I ⊂ C
(
[a, b]

)
，如果它满⾜如下三个条件：

1) I ̸= ∅，I ̸= C
(
[a, b]

)
；

2) 对任意的 φ ∈ I，ψ ∈ I，我们有 φ+ ψ ∈ I；

3) 对任意的 φ ∈ I，f ∈ C
(
[a, b]

)
，我们有 φ · f ∈ I.

我们就称 I 是 C
(
[a, b]

)
的⼀个理想。假设 m 是 C

(
[a, b]

)
的理想并且不存在其它的包含 m 的理想，

我们就称 m 是 C
(
[a, b]

)
的⼀个极大理想（即若理想 I ⊃ m，那么 I = m）。

C1) 对任意的⼦集 A ⊂ [a, b]，令 I(A) =
{
f ∈ C

(
[a, b]

)∣∣对任意的 x ∈ A，f(x) = 0
}
。证明，I(A)

是 C
(
[a, b]

)
的理想。I([a, b]) 是什么？证明，如果有两个⼦集 A ⊂ B ⊂ [a, b]，那么 I(A) ⊃ I(B)。

是否存在 A ⊂ [a, b] 为真⼦集，使得 I(A) = {0}?

C2) 证明，如果 I ⊂ C
(
[a, b]

)
是理想，那么常值函数 1 /∈ I。进⼀步证明，如果 I ⊂ C

(
[a, b]

)
是

理想，那么对任意的 f ∈ I，f 在 [a, b] 上⼀定有零点（即 f(x) = 0 在 [a, b] 上有解）。

C3) 对于 f ∈ C
(
[a, b]

)
，证明，集合 V (f) =

{
x ∈ [a, b]

∣∣f(x) = 0
}

是闭集。进⼀步证明，对于

理想 I ⊂ C
(
[a, b]

)
，集合 V (I) =

{
x ∈ [a, b]

∣∣对任意的 f ∈ I, f(x) = 0
}

是闭集。如果理想

I ⊂ C
(
[a, b]

)
使得 V (I) 为全空间 [a, b]，你是否能够确定 I？

C4) 对任意的点 x ∈ [a, b]，我们令 A = {x} 并记 mx = I(A) = I
(
{x}
)
，即

mx =
{
f ∈ C

(
[a, b]

)∣∣f(x) = 0
}
.

证明，mx 是极⼤理想。

C5) 证明，如果 m 是 C
(
[a, b]

)
的极⼤理想，那么存在 x ∈ [a, b] 使得 m = mx。（提⽰：利⽤ [a, b]

是紧的）
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C6)** 假设 A 是闭集，证明，V (I(A)) = A。

注记. 上面的结论可以推⼴到紧的距离空间的情形：假设 (X, d) 是紧的距离空间，C(X) 是 X 上

复数值的连续函数的全体，那么我们有如下的⼀⼀对应：

X −→
{
C(X) 的极⼤理想

}
, x 7→ mx,

其中 mx =
{
f ∈ C

(
X
)∣∣f(x) = 0

}
。据此，我们把可以把环 C(X) 中的极⼤理想想象成空间的点，

从⽽通过 C(X) 中的代数对象来研究 X 上的⼏何，这是代数⼏何的开端。
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13 导数的定义，初等函数导数的计算

⼆零⼀九年⼗⽉三⼗⼀⽇，星期四，⼩⾬

函数和映射的微分学

定义 79. 假设 f 是定义在区间 I ⊂ R 上的实值函数，x0 ∈ I 是⼀个给定的点。如果极限

lim
h→0

f(x0 + h)− f(x0)

h

存在，我们就称 f 在 x0 处可导或者可微（可微分）并用用 f ′(x0) 记这个极限。如果 f 在任意 x ∈ I

处都可微，我就说 f 是 I 上的可微函数。进⼀步，如果 f ′(x) ∈ C(I)，我们就说 f 是连续可微的

并且将所有 I 上连续可微的函数记作 C1(I)。

当导数存在时，我们也⽤下⾯的极限来写导数：

f ′(x0) = lim
x→0

f(x)− f(x0)

x− x0
.

注记. 我们注意到，如果 f 在 x0 处可微，那么 f 在 x0 处连续：因为

lim
x→x0

(
f(x)− f(x0)

)
= lim

x→x

f(x)− f(x0)

x− x0
lim
x→x0

(x− x0) = 0.

但是，并不是连续的函数都可微分，比如说函数 f(x) = |x|：在 x0 = 0 处，当 x > 0 时，

lim
x→0

x− 0

x− 0
= 1.

当 x < 0 时，我们有

lim
x→0

−x− 0

x− 0
= −1.

这说明 f ′(x0) = lim
x→0

f(x)− f(x0)

x− x0
不存在。直观上，连续但是不可微的东西有“尖⼉”。

例子. 根据定义，我们可以计算如下两个函数的导数：

1) f(x) = c，其中 c 为常数。那么，(c)′ = 0。

2) f(x) = x，其中 c 为常数。那么，(x)′ = 1。

练习. 标准的微积分教材都有左导数和右导数的概念，请“望⽂⽣义”地定义它们。进⼀步证明，f 在

x0 处的导数存在当且仅当 f 在 x0 处的左右导数都存在并且相等。

注记 (多重导数与记号). 假设 f 是可微函数并且其 f ′ 也可微，我们就可以继续计算 f ′ 的导数

(f ′)′。（如果可能的话）我们可以重复这个过程来求 k-次导数

k-个 ′︷ ︸︸ ︷
((· · · ((f ′)′)′ · · · )′)′。习惯上，⼈们用

符号 f (k) 表示 f 的 k-次导数⽽两次或三次导数经常记作 f ′′(x) 和 f ′′′(x)。
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另外，如果 f 在 I 上可微分，也用
df

dx
来表示 f ′。这种写法的好处是我们可以用算⼦／映射

的观点来写微分，⼀如之前对函数所强调的。比⽅说，我们有如下的映射（算⼦：把函数映射为函

数／数的映射）：
d

dx
: C1(I) → C(I).

我们还用
dkf

dxk
来表示 f (k)，即用算⼦

dk

dxk
表示求了 k-次导数。如果要强调 f (k) 在⼀个点 x0

处的值，更标准的记号是
dkf

dxk

∣∣∣
x=x0

。比⽅说，
df

dx

∣∣∣
x=x0

= f ′(x0)。如果 f 可以在区间 I 上求 k 次

导数并且得到的 f (k) 也是连续的，我们就称 f 是 k-次连续可微的并将这样函数的全体记作 Ck(I)。

记号 C∞(I) 的意思很明显：它代表 I 上⽆限次连续可微函数的全体。

我们注意到 C∞(I) ̸= ∅，比如说常数函数 1 ∈ C∞(I)。

注记 (⽆穷⼩量与导数). 假设 f 在 x0 处可维，我们令 r(h) =
f(x0 + h)− f(x0)

h
− f ′(x0)，其

中 h 定义在某个区间 (−ε, ε) 上面。按照导数的定义，当 h → 0 时，有 r(h) → 0。在分析学

中，我们通常说 r(h) 是（h → 0 时的）无穷小量，记作 r(h) = o(1)。从⽽，我们经常说（记）
f(x0 + h)− f(x0)

h
− f ′(x0) = o(1)。在形式上，⼈们还用如下的写法：

f(x0 + h) = f(x0) + f ′(x0)h+ o(h),

其中我们暂且认为 o(h) = o(1)h。这都是数学分析中的⿊话，只是为了说话⽅便或者为了形式上便

于记忆。严格地讲，我们有

g(h) = f(x0 + h)− f(x0)− f ′(x0)h,

其中 lim
h→0

g(h)

h
= 0。

我们⾸先要解决的问题是导数的计算法则。由于导数是⽤极限来定义的，极限的运算法则可以

很容易地翻译成导数的运算法则：

命题 80 (四则运算). 假设函数 f 和 g 在 (a, b) 上有定义并且在 x0 ∈ (a, b) 处可微，那么

1) f ± g 在 x0 处可微并且 (f ± g)′(x0) = f ′(x0)± g′(x0)。

2) f · g 在 x0 处可微并且 (f · g)′(x0) = f ′(x0)g(x0) + f(x0)g
′(x0)。

3) 如果 g(x0) ̸= 0，那么
f

g
在 x0 处可微并且

(f
g

)′
(x0) =

f ′(x0)g(x0)− f(x0)g
′(x0)

g(x0)2
。特别地，

我们有
1

g
在 x0 处可微并且

(1
g

)′
(x0) = − g′(x0)

g(x0)2
。

证明: 我们证明相对困难的第三条，其余的留作作业来验证。我们有如下的等式：

1

h

(f(x0 + h)

g(x0 + h)
− f(x0)

g(x0)

)
=
f(x0 + h)g(x0)− f(x0)g(x0 + h)

hg(x0 + h)g(x0)

=
f(x0+h)−f(x0)

h g(x0)− f(x0)
g(x0+h)−g(x0)

h

g(x0 + h)g(x0)
.

我们按照连续函数求极限的四则运算法则对 h→ 0 求极限即可。
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现在再处理复合函数的导数：

命题 81. （链式法则）I 和 J 是 R 上的区间，f : I → J 和 g : J → R 是实值函数。如果 f 在 x0

处可微，g 在 f(x0) 处可微，那么复合函数 g ◦ f 在 x0 处可微，并且

(g ◦ f)′(x0) = g′
(
f(x0)

)
f ′(x0).

证明: 按照导数的定义，我们有

f(x0 + h) = f(x0) + f ′(x0)h+ δ(h),

g
(
f(x0) + ℓ

)
= g
(
f(x0)

)
+ g′

(
f(x0)

)
ℓ+∆(ℓ),

其中 lim
h→0

δ(h)

h
= lim

ℓ→0

∆(ℓ)

ℓ
= 0。我们按照导数的定义计算 f ◦ g 的导数：

g(f(x0 + h))− g(f(x0))

h
=
g
(
f(x0) +

ℓ︷ ︸︸ ︷
f ′(x0)h+ δ(h)

)
− g
(
f(x0)

)
h

=
g′(f(x0))[f

′(x0)h+ δ(h)]

h︸ ︷︷ ︸
当 h→ 0 时，极限=g′(f(x0))f ′(x0)

+
∆(f ′(x0)h+ δ(h))

h
.

我们只要证明最后⼀项当 h→ 时，极限为 0 即可：

根据 lim
ℓ→0

∆(ℓ)

ℓ
= 0，我们定义 µ(ℓ) =

∆(ℓ)

ℓ
（提醒⼀下同学们，尽管函数 µ 在 0 点处没有定

义，这并不影响我们研究它在 0 处的极限），那么 µ(ℓ) = o(1)，即 lim
ℓ→0

µ(ℓ) = 0（我们也把 ∆ 写成

∆(ℓ) = o(1)ℓ）。应⽤这些记号，我们有

∆(f ′(x0)h+ δ(h))

h
= µ(f ′(x0)h+ δ(h))) = µ(ℓ).

然⽽，当 h→ 0 时，ℓ = f ′(x0)h+ δ(h) → 0，所以上式的极限是 0。

根据上⾯的运算法则，我们可以计算更多的函数的导（函）数。我们需要熟练记忆如下⼏个例

⼦的结论和计算技巧。这些例⼦（实质上）是我们仅有的可以⽤解析表达式写下来的函数：

1) f(x) = xn，那么，(xn)′ = nxn−1，其中 n 为整数。

当 n ⩾ 0 时，根据乘积的导数的计算⽅法，我们有(
xn
)′
=
(
xn−1 · x

)′
=
(
xn−1

)′
x+ xn−1.

据此，利⽤归纳法⽴即得到结论。当然，我们也可以直接计算：

f ′(x0) = lim
h→0

1

h

∑
k⩾0

(
n

k

)
hkxn−k0 − xn0 )


= lim

h→0

∑
k⩾1

(
n

k

)
hk−1xn−k0 = nxn−1

0 .

当 n < 0 时，我们利⽤倒数的导数计算即可。
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2) f(x) = ex（实数值的函数），那么 (ex)′ = ex（这表明指数函数是微分算⼦
d

dx
的⼀个不动点）。

这个问题明显要复杂，因为 ex 本⾝就是通过极限／级数来定义的。我们可以想象⼀个“理想”

的计算： ( ∞∑
k=0

xk

k!

)′
=

∞∑
k=0

(xk
k!

)′
=

∞∑
k=1

k
xk−1

k!
=

∞∑
k=1

xk−1

(k − 1)!
= ex.

这个计算（⽬前）是不对的，因为我们不能够随便交换求导数运算和（⽆限）求和运算的顺

序。在导数的研究中，我们将要想办法让上⾯的计算成⽴从⽽使得⼤部分直观上应该成⽴的

运算都成⽴，这样⼦我们就可以很舒服地做很多运算。这是后话。

我们先计算 ex 在 x = 0 处的导数：

lim
x→0

ex − 1

x
= lim

x→0

∞∑
k=1

xk−1

k!
= 1 + lim

x→0

∞∑
k=2

xk−1

k!

然⽽， ∣∣ ∞∑
k=2

xk−1

k!

∣∣ ⩽ |x|
∣∣ ∞∑
k=2

xk−2

k!

∣∣ ⩽ |x|
∣∣ ∞∑
k=2

xk−2

(k − 1)!

∣∣ = |x|e|x|.

所以， lim
x→0

∞∑
k=2

xk−1

k!
= 0。这表明

d

dx

∣∣∣
x=0

exp = 1.

函数 ex 在 x0 处的导数现在就完全由 ex 的代数性质决定了：

lim
h→0

ex0+h − ex0

h
= ex0 lim

h→0

eh − 1

h
= ex0 .

这是⾮常有意义的计算，因为我们可以借此看到代数结构是如何在计算中起作⽤的。

3) f(x) = logx 的导数，log(x)′ = 1

x
。

为了计算 logx，我们⾃然要研究反函数的可微性质，因为 logx 就是被定义成反函数，除此

之外，我们没有关于 log 的其它信息（事实上，关于 logx 的进⼀步性质也都是通过反函数得

来的）。关于复合函数求导的命题有下⾯的推论：

推论 82. I 和 J 是 R 上的区间，f : I → J 是实值函数并且它的逆 f−1 : J → I 存在。假设

f 是可微函数。如果 f ′(x0) ̸= 0，那么 f−1 在 x0 处可微分并且(
f−1

)′
(f(x0)) =

1

f ′(x0)
.

注记. 这个推论事先假设了 f−1 存在。从局部的观点来看，这个条件可以去掉，这是微分学

中最重要的定理（之⼀）：反函数定理。我们很快就会学习反函数定理。

另外，关于复合函数的记法，我们不推荐 f(x2) 或者 f(−x) 这样的记号（尽管我们会经常这

么写）。这些记号都应该被理解为函数的复合。
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根据命题，我们显然有
(
logx

)′
=

1

x
。

我们也可以直接利⽤定义来计算 (logx)′:

log(x+ h)− log(x)
h

=
log(1 + h

x
)

h
=

log
(
(1 +

h

x
)
x
h

)
x

根据 lim
y→∞

(1 +
1

y
)y = e，上⾯的式⼦就给出所要的结论。

4) f(x) = xα，其中 x > 0，此时 (xα)′ = αxα−1。

按照定义，xα = eα logx 是如下函数的复合：

R>0
log−→ R α·−→ R exp−→ R.

所以，利⽤链式法则逐步计算：(
xα
)′

=
(
eα logx

)′
= eα logx(α logx

)′
= xαα(logx

)′
= αxα−1.

5) (sinx)′ = cosx，(cosx)′ = − sinx。

根据之前的例⼦，我们有三种⽅式来计算三⾓函数的导数：

– 由于 sinx 是⽤级数来定义的，仿照 ex 的导数计算的讨论，我们希望能够逐项求导数，

这种做法现在并不严格；

– 注意到 sinx 和 cosx 是通过复数值的函数来定义的（cosx =
1

2

(
eix + e−x

)
），所以我们

必须离开实数转⽽研究在复数（或者向量空间）中取值的函数的导数。然⽽，在证明函

数的四则运算和复合函数时，我们并没有⽤到 R 的具体性质，所有的证明对于复数域仍

然成⽴（我们将会在作业中见到类似的证明），所以这些技术都是成⽴的，从⽽：

(cosx)′ = 1

2

(
eix + e−ix

)′
=

1

2

(
ieix − ie−ix

)
= − 1

2i

(
eix − e−ix

)
= − sinx.

– ⽤定义直接计算。我们仿照 ex 的情形（利⽤三⾓函数的代数性质）⾸先证明 sin′(0) = 1

和 cos′(0) = 0，然后对 sin(x+ h)− sinx 利⽤和差化积公式来证明⼀般 x 的情形。我们

会在作业中按照这种⽅式来完成证明。
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14 Leibniz 公式，Faà di Bruno 公式，导数的基本性质，在赋范线性空
间中取值的函数的导数，求极值，Rolle 与 Lagrange 中值定理，处
处连续处处不可微函数的构造

⼆零⼀九年⼗⼀⽉四⽇，星期⼀，晴天

先证明上次课堂上没有证明的⼀个重要推论：

I 和 J 是 R 上的区间，f : I → J 是实值函数并且它的逆 f−1 : J → I 存在。假设 f 是可微函

数。如果 f ′(x0) ̸= 0，那么 f−1 在 x0 处可微分并且(
f−1

)′
(f(x0)) =

1

f ′(x0)
.

证明: 实际上，只要证明 f−1 在 y0 = f(x0) 处可微就可以了，因为⼀旦我们知道 f−1 是可微的，

那么我们就可以对 f ◦ f−1 来运⽤复合函数求导的法则了。

我们不妨假设 f 是严格递增的（因为 f 连续并且可逆，根据介值定理，f 是单调的），那么

f−1 是连续的。特别地，在 J 中，当 y → y0 时，我们有 f−1(y) → f−1(y0)。根据介值定理，当 y

从左边到右边遍历 [−ε + y0, y0 + ε] 时，令 x = f−1(y)，从⽽ x 也恰好从左边到右边遍历了区间

[x0 − δ1, x0 + δ2]，其中 x0 − δ1 = f−1(y0 − ε)，x0 + δ2 = f−1(y0 + ε)。特别地，在这个区间⾥⾯，

x→ x0 等价于y → y0。所以，

lim
y→y0

f−1(y)− f−1(y0)

y − y0
= lim

y→y0

( y − y0
f−1(y)− f−1(y0)

)−1

= lim
y→y0

(f(x)− f(x0)

x− x0

)−1
= lim

x→x0

(f(x)− f(x0)

x− x0

)−1
.

上式最后⼀个不起眼的等号是证明的核⼼，我们把 y → y0 的信息转化为 x → x0 的信息。根据极

限的四则运算法则，这个极限显然存在。特别地，上述的证明直接给出了反函数求导的公式。

我们给出两个著名的公式：

命题 83 (Leibniz 公式). 假设 f 和 g 是 R 上定义的两个 n-次可导的（实值或复值）函数，那么

(f · g)(n)(x) =
n∑
k=0

(
n

k

)
f (k)(x)g(n−k)(x).

138



证明: 我们对 n 进⾏归纳。当 n = 1 时，这就是四则运算法则。假设对于 n 命题成⽴，那么

(f · g)(n+1) =
d

dx
(f · g)(n) =

( n∑
k=0

(
n

k

)
f (k)(x)g(n−k)(x)

)′
=

n∑
k=0

(
n

k

)
f (k+1)(x)g(n−k)(x) + f (k)(x)g(n−k+1)(x)

=
n+1∑
k=0

(( n

k − 1

)
+

(
n

k

))
f (k)(x)g(n+1−k)(x)

=

n+1∑
k=0

(
n+ 1

k

)
f (k)(x)g(n+1−k)(x)

最后⼀步我们利⽤了组合数的基本性质：从 n + 1 个数中选取 k 个数的⽅式由两种可能，如果第

n + 1 个数在这 k 个数中出现，那么剩下的 k − 1 个数要在前 n 个数中选取，⼀共有
(

n

k − 1

)
种

选取⽅式；如果第 n+ 1 个数不在这 k 个数中出现，那么这 k 个数要在前 n 个数中选取，⼀共有(
n

k

)
种选取⽅式。

我们对于复合函数的 n 次导数也有公式：

命题 84 (Faà di Bruno 公式 **).

(f ◦ g)(n)(x) =
n∑

m=1

∑
(k1,··· ,kn)∈Γm

n!

k1!k2! · · · kn!
f (m)(g(x))

(g(1)(x)
1!

)k1(g(2)(x)
2!

)k2
· · ·
(g(n)(x)

n!

)kn
,

其中，集合 Γm 的定义如下

Γm =
{
(k1, · · · , kn

∣∣k1, · · · , kn ∈ Z⩾0, k1 + k2 + · · ·+ kn = m, k1 + 2k2 + · · ·+ nkn = n
}
.

为了对上⾯的公式有个直观的认识，这次的作业⾥有对 n = 2 或 3 的验证，这是练习链式法

则的好例⼦。由于命题证明的实质是组合数学⽽和分析学没有更进⼀步的联系，我们略去，请感兴

趣的同学查阅互联⽹或者其他书籍。

⽤导数来研究函数的性质是数学分析中的重要课题，在学习这⼀部分知识之前，我们重新来审

视⼀下导数的“直观意义”：

⾸先，导数的精确定义是通过公式 f(x0) = lim
x→x

f(x)− f(x0)

x− x0
给的。通常有如下⼏种“直观的”

解释：

1) ⼏何的看法，即把导数解释为函数图像的斜率。

y = f(x)

x

y

x0

f(x0)

y = f ′(x0)(x− x0) + f(x0)
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2) 物理的若⼲看法：f(t) 是⼀个质点的位置时，导数是瞬间的速度，两次导数是加速度；当 f

代表的是⼀段线段的质量时，导数是⼀点处的密度。

下⾯强调的是逼近的解释，我们说过这是分析学中贯穿始终的看问题的⽅法。

假设 f 在 x0 处可微，我们定义线性映射：

ℓ : R → R, h 7→ f ′(x0)h,

即令 ℓ(h) = f ′(x0)h。再令 δ(h) = f(x0 + h)− f(x0)− f ′(x0)h =
(
f(x0 + h)− f(x0)

)
− ℓ(h)，按照

导数的定义，有 lim
h→0

δ(h)

h
= 0，换⽽⾔之，h → 0 时，δ(h) = o(1)h。我们把这些讨论写成下⾯的

样⼦：

f(x)− f(x0) = ℓ(x− x0) + o(1)(x− x0), x→ x0.

上⾯最后⼀项 o(1)(x−x0) 应该理解为是⼀个相对于 x−x0 很⼩的项，那么直观上，当 x→ x0 时，

ℓ(x− x0) 已经可以⽐较好的刻画 f(x)− f(x0)（从⽽刻画 f(x)），因为误差应该相对于 x− x0 还⼩

很多。换句话说，我们直观上认为线性函数 ℓ(x− x0) + f(x0) 在 x0 的附近（很⼩的领域）应该是

f 的很好的逼近。实际上，这是 f 的最好的线性逼近（下图中的蓝⾊线⽐红⾊线更好的“贴近”了本

来函数的图象）：

y = f(x)
x

y

x0

f(x0)

y = f ′(x0)(x− x0) + f(x0)
y = a(x− x0) + f(x0)

考虑另外线性映射 ℓ′(h) = ah，其中，ℓ′ ̸= ℓ，即 f ′(x0) ̸= a。我们⽤ ℓ 和 ℓ′ 在 x0 的局部上

（即要求 x− x0 ⽐较⼩）来逼近 f(x)− f(x0)，也就是说，

f(x)− f(x0)− ℓ(x− x0) = o(1)h︸ ︷︷ ︸
E1(h),第⼀个误差

,

f(x)− f(x0)− ℓ‘(x− x0) = (f ′(x0)− a)h+ o(1)h︸ ︷︷ ︸
E2(h),第⼆个误差

.

如果令 h = x− x0，这两个误差项有下⾯的⽐较

lim
h→0

E2(h)

E1(h)
= lim

h→0

f ′(x0)− a)h+ o(1)h

h
= +∞.

作为总结，我们有
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注记. 如果要用⼀个线性映射 L : R → R 所定义的 L(x− x0) 在 x0 附近来逼近 f(x)− f(x0)，那

么 h 7→ f ′(x0)h 是最好的线性逼近。这里有观点上的重要转变，如果用

df(x0) : R → R, h 7→ f ′(x0)h,

来表示这个线性映射（请注意，df(x0) 只是⼀个记号，请不要急于赋予它任何含义），我们把线性

映射 df(x0) : R → R 的地位摆的⾼于了导数 f ′(x0)（尽管它是用导数定义出来的）。另外，我们强

调过，每写下⼀个映射都要说清楚它是从哪里映射到何⽅的，所以，我们把 df(x0) 的定义域所对

应的线性空间 R 记为 Tx0R，把 df(x0) 的值域所对应的线性空间 R 记为 Tf(x0)R，此时，我们可以

把上述映射写为更为标准的形式：

df(x0) : Tx0R → Tf(x0)R, h 7→ f ′(x0)h.

当我们研究⾼维甚⾄是⽆限维空间（定义域和值域都可以是任意的）的时候，这个新的观点

（用线性映射在⼀点附近来逼近⼀个映射）有着非常自然的推⼴。从这个观点来看，我们将要研究

的偏导数和微分之间的关系也会更明朗。

定义 85 (函数在⼀点处的微分). 我们把上述定义的 df(x0) : Tx0R → Tf(x0)R 称作是 f 在 x0 处的

微分。

在进⼀步探究可微函数更为精细的结构之前，如果对⽐收敛和连续性部分内容，我们很⾃然会

问是否可以将导数的概念推⼴到其他的空间（值域）？⽐如说，f : R → C 或者 f : R → RN 的导数

怎么定义？回顾导数的定义：

f(x0) = lim
x→x

f(x)− f(x0)

x− x0
.

为了定义的右边，我们⽤到了 f : R → V 的值域 V 的如下性质：

1) 两个值可以减（加）；

2) 可以能除以实数。

所以，只要 V 是实线性空间上述就可以满⾜。另外，由于要取极限，所以 V 最好是距离空间，因

此，如果 V 是赋范线性空间，那么导数就应该能定义了（当然需要要求极限存在）

定义 86. 假设 (V, ∥ · ∥) 是赋范线性空间，I ⊂ R 是区间，f : R → ∥ · ∥ 是⼀个映射。对任意的

x0 ∈ I，如果极限

lim
x→x

f(x)− f(x0)

x− x0

存在，我们就称 f 在 x0 处可导并记此时 f ′(x0) = lim
x→x

f(x)− f(x0)

x− x0
。按照定义，f ′(x0) ∈ V 是 V

中的向量。

例子. 考虑 V = Rn（即选定有限维线性空间的 V 的⼀组基）以及任⼀个你喜欢的范数，比如 ∥ · ∥2。
我们考虑映射

f : R → Rn, x 7→ f(x) = (f1(x), · · · , fn(x)).
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我们已经证明过，向量值的函数取极限等价于对每个分量都取极限，所以，如果 f 在 x0 处的导数

存在当且仅当对每个分量函数 fk，它在 x0 处的导数都存在并且

f ′(x) =
(
f ′1(x), · · · , f ′n(x)

)
.

特别地，复值函数的导数就是对实部和虚部分别求导数。作为应用，如果要求 sinx 和 cosx 的导

数，只要对 eix 求导数就好。为此，我们迫切希望能有复合函数求导数法则（z 7→ iz）。但是，这要

求我们要对定义域是 C 的函数求导数。这样⼀来，我们就不得不研究多元函数的微分。这是后话。

另外，我们可以按定义来计算 eix 的导数是什么，请见本次作业。

我们定义映射

E : R → C = R2, θ 7→ (cos θ, sin θ).

考虑

S1 =
{
(x, y) ∈ R2

∣∣x2 + y2 = 1
}
.

这是 R2 上⽤ ∥ · ∥2 来看长度为 1 的向量的全体，我们把它称作是单位园。

x

y

S1
x2 + y2 = 1

(cos θ, sin θ)

试证明 E(R) = S1（即单位圆上的每个点都可以写成 (sin θ, cos θ) 的形式，这不是显然的）。对任意

的 θ ∈ R，试计算 E′(θ)（这⼀般被视为是单位圆在⼀点处的切向量）。这是本次作业的⼀道题⽬，

是⾮常有意义的练习。

可微函数的性质

导数是局部定义的，我们⽤导数研究函数的局部性质：

引理 87. I ⊂ R 是开区间，f : I → R 在 x0 处可微并且 f(x0) ̸= 0。我们假设 f ′(x0) > 0。那么，

存在 x0 的开临域 U = (x0 − ε, x0 + ε)，使得

1) 对任意的 x ∈ U，x > x0，有 f(x) > f(x0)；

2) 对任意的 x ∈ U，x < x0，有 f(x) < f(x0)。

如果假设 f ′(x0) < 0 有类似的结论。
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证明: 根据微分以及极限的定义，由于 f ′(x0) > 0，所以对于 δ =
1

2
f ′(x0)，存在 ε > 0，使得对任

意 |x− x0| < ε，即 x ∈ U = (x0 − ε, x0 + ε)，我们有∣∣∣f(x)− f(x0)

x− x0
− f ′(x0)

∣∣∣ < 1

2
f ′(x0) ⇒ f(x)− f(x0)

x− x0
>

1

2
f ′(x0) > 0.

所以 f(x)− f(x0) 与 x− x0 同号，从⽽命题得证。

注记. 在所谓的临界情形，f ′(x0) ⩾ 0，我们不能判断 f 在 x0 左右的取值和 f(x0) 之间的⼤小。试

举出例⼦。

推论 88. I ⊂ R 是开区间，f : I → R 在 I 上可微并且对任意的 x ∈ I，f ′(x) > 0。那么，f 是 I

上严格递增的函数。

证明: 这是因为严格递增是⼀个局部性质。

不意味着函数单调。

注记. 在所谓的临界情形，f ′(x0) ⩾ 0，我们不能判断 f 在 x0 左右的取值和 f(x0) 之间的⼤小。试

举出例⼦。然⽽，如果对任意的 x ∈ I，f ′(x) ⩾ 0。那么，f 是 I 上递增（未必严格）函数。我们

将用中值定理证明这个性质。

另外，即使 f ′(x0) > 0，我们也⽆法说明存在 x0 的开临域 U = (x0 − ε, x0 + ε)，使得 f 在整

个小领域 U 上是单调上升的，你能否给出这样的反例？（作业）

上⾯引理有⼀个重要的推论（然⽽简单），它可以帮助我们寻找函数的最⼤最⼩值（在⾮数学

领域中，这个定理是可能被应⽤的最多的，⽐如说经济学和⼯程⾥）。为此，我们引⼊局部极⼤值

和局部极⼩值的概念。假设 f : I → R 是区间 I ⊂ R 上定义的函数，x0 ∈ I，如果存在 x0 的⼩邻

域 U ⊂ I（这是局部的含义），使得 f(x0) 是函数 f 在 U 上的最⼤值，我们就称 x0 是 f 的⼀个局

部极大值；类似地，我们可以定义局部极小值。x0 是 f 的局部极⼤值并不意味着 f 在 x0 处取到

它的（整体）最⼤值，⽐如说下⾯的例⼦：

y = f(x)

x

y

x0

定理 89. 假设 f 是 I 上的可微函数并且 f 在 x0 ∈ I 处是局部极⼤（或者极小）值，那么 f ′(x0) = 0。

作为应用，为了找 f(x) 的最⼤值，我们希望研究 f ′(x) 的零点。

证明: 如若不然，不妨假设 f ′(x0) > 0，那么 f 在 x0 右边的附近的点的取值⽐ f(x0) 要⼤，所以，

x0 就不可能是局部极⼤值，⽭盾。
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利⽤这个定理，证明两个出名的定理（在这两个定理之上有⼀⼤类有意思或者困难的习题，然

⽽这两个定理是⼀元微分学中的结果，在⾼维空间没有特别有意义的推⼴）：

定理 90 (Rolle 中值定理). 假设实值函数 f ∈ C0([a, b]) 并且在 (a, b) 上可微。如果 f(a) = f(b)，

那么存在 x0 ∈ (a, b)，使得 f ′(x0) = 0。

y = f(x)

x

y

x0a b

f ′(x0) = 0

证明: 如果 f 是常值函数，那么不证⾃明。如果 f 不是常值函数，不妨设有 x1 ∈ (a, b)，使得

f(x1) > f(a) = f(b)。由于连续函数在闭区间上有最⼤值，我们假设 x0 是 f(x) 的最⼤值。所以，

f(x0) ⩾ f(x1) > f(a) = f(b)，这表明 x0 ∈ (a, b)。另外，x0 ⾃然是局部极⼤的，所以 f ′(x0) = 0。

注记. Rolle 中值定理对向量值的函数不成立，比如说，我们考虑（先假设 π 的存在性以及 2π 是

sinx 和 cosx 的周期，我们不久就会证明这个性质）：

E : [0.2π] → R2, x 7→ (cosx, sinx).

我们知道，E(0) = E(2π)，但是，对任意的 x ∈ [2, 2π]，E′(x) ̸= 0。

定理 91 (Lagrange 中值定理). 假设实值函数 f ∈ C0([a, b]) 并且在 (a, b) 上可微。那么，存在

x0 ∈ (a, b)，使得 f ′(x0) =
f(b)− f(a)

b− a
。

最容易记住这个定理的⽅式就是搞明⽩下⾯的图讲了什么样的⼏何意义：

y = f(x)

x

y

x0

f ′(x0)

a b

证明: 考虑函数

g(x) = f(x)− f(b)− f(a)

b− a
(x− a).

我们知道，g(a) = g(b) 都等于 f(a)，所以可以⽤ Rolle 中值定理，存在 x0 ∈ (a, b)，使得

g′(x0) = 0 ⇔ f ′(x0)−
f(b)− f(a)

b− a
= 0.

命题得证。
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我们证明 1 维版本的反函数定理（由于 R1 的⼏何⽐ Rn 简单很多，我们可以利⽤ R1 的特殊

性来“投机取巧”，所以这个证明⽐我们将来要学习的⾼维版本简单很多（所以也不能推⼴））。另外，

这是我们第⼀次来体会连续可微和可微这两个概念之间的细微（巨⼤）差别。

定理 92 (反函数定理（C1 版本）). I ⊂ R 是开区间，f ∈ C1(I;R)，即连续可微的实值函数。如果

f ′(x0) ̸= 0，那么 f 在 x0 的⼀个邻域上是 C1-同胚，即存在 x0 的邻域 (−ε+ x0, x0 + ε) 和 f(x0)

的领域 (f(x0)− δ1, f(x0) + δ2)，使得 f 在 (−ε+ x0, x0 + ε) 的限制给出的

f
∣∣
(−ε+x0,x0+ε) : (−ε+ x0, x0 + ε) −→ f(−ε+ x0, x0 + ε) = (f(x0)− δ1, f(x0) + δ2)

是双射并且它的逆

f−1 : (f(x0)− δ1, f(x0) + δ2) −→ (−ε+ x0, x0 + ε)

也是连续可微的。

证明: 不妨假设 f ′(x0) > 0。由于 f ′ 连续，所以存在 x0 的邻域 U = (−ε + x0, x0 + ε)，使得 f ′

在 U 上的取值都是正的（这⾥⽤到了 f ′ 的连续性！）。所以，f 是 U 上严格递增的函数。在本次

课的⼀开始关于关于反函数导数的结论中，我们证明了 f : U → f(U) 是双射（去掉端点）并且

f−1 : f(U) → U 是可微的。剩下只要说明 f−1 是连续可微的即可，这因为(
f−1

)′
(y) =

1

f ′(f−1(y))

是连续函数的复合。

推论 93 (反函数定理-C∞ 版本). 在上述的定理中，如果我们进⼀步要求 f 是光滑的，即⽆限次连

续可微（f ∈ C∞I），那么它逆 f−1 也是光滑的。

证明: 定理已经说明 f−1 是可微的并且
(
f−1

)′
(y) =

1

f ′(f−1(y))
。根据可谓函数的复合仍然可微，

所以 (f−1)′ 还可微的并且可以计算它的导数：((
f−1

)′)′
(y) = −(f−1)′(y)f ′′(f−1(y))

(f ′(f−1(y)))2
.

据此，f−1 的⼆次导数也可微。我们可⽤归纳的⽅式继续求导，值得注意的是分母上只有 f ′(f−1(y))

出现，它永远不会是零。

注记. 反函数定理是⼀个纲领性的定理，凡是用到了微积分的课程它总会出现。定理的本意是如何

正确地参数化⼀个⼏何对象，由于在⼀维空间上的结构简单，问题的解决可以依赖于⼀维空间的特

殊性，所以我们体会可能不深。反函数定理在⾼维空间的情形会以最自然最朴素的⽅式登场。

另外，这个定理已经包含了所谓的椭圆正则性（偏微分⽅程中的⿊话）的雏形：定理告诉我们，

只要知道是 C1 的，我们就可以“赢得”⽆限多个导数！
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处处不可微的连续函数

如果 f 是 R 上的可微函数，我们知道 f 是连续函数。然⽽，连续性不能退出可微性。历史

上有⼀个著名例⼦说存在 R 上的实值连续函数 f，它在 R 的每个点处的导数都不存在，这就是

Weiestrass 所构造的函数：

f(x) =
∞∑
k=1

ak cos(bkπx).

通过这个例⼦，我们还可以加深对闭区间上连续函数所构成的空间的认识。

我们要求 a ∈ (0, 1)，b ∈ Z⩾1 是奇数并且 ab > M0，其中 M0 是个很⼤的数，⽬前待定，在证

明结束的时候我们就可以确定它的⼤⼩。

⾸先，对任意固定的 N > 0，在连续函数空间 C([−N,N ]) 中来研究上⾯函数级数。回忆⼀下，

在 C([−N,N ]) 上，我们⽤如下的范数 ∥g∥∞ = sup
x∈[−M,M ]

|g(x)|。由于

∞∑
k=1

∥ak cos(bkπx)∥∞ ⩽
∞∑
k=1

ak <∞,

也就是说级数是绝对收敛的，从⽽，级数是收敛的。特别地，f(x) ∈ C0([−N,N ])。令 N → ∞，我

们就知道 f(x) ∈ C(R)。这表明，f 是 R 上的连续函数。

为了说明 f 在任何⼀点处都没有导数，我们先谈⼀下如下直观的感受：对每个基本的单位

ak cos(bkπx) ⽽⾔，如果 bk 很⼤，它就振荡得很厉害。特别地，它的导数在某些地⽅（这些点会越

来越密）的⼤⼩是 (ab)kπ。这样，我们每次都加上⼀个振荡很⼤的基本单位，希望最终得到的函数

振荡变成⽆穷⼤！

任意固定 y0 ∈ R，为了说明 f 在 y0 处不可微，我们需要找⼀列点 {yn}n⩾q，使得 yn → y0 ⽽

lim
yn→y0

f(yn)− f(y0)

yn − y0

不存在。

⾸先，对任意的正整数 n，存在唯⼀的整数 zn，使得 bny0 − zn ∈ [0.1, 1.1)，我们令 yn =
zn
bn

。

很明显，我们有 yn → y0。

其次，我们将要计算的极限拆为两项：

f(yn)− f(y0)

yn − y0
=

∞∑
k=1

ak
cos(bkπyn)− cos(bkπy0)

yn − y0

=

n−1∑
k=1

(ab)k
cos(bkπyn)− cos(bkπy0)

bk(yn − y0)︸ ︷︷ ︸
S1

+

∞∑
k=0

an+k
cos(bn+kπyn)− cos(bn+kπy0)

yn − y0︸ ︷︷ ︸
S2
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⽤ Lagrange 中值定理来估计 S1：

|S1| ⩽
n−1∑
k=1

(ab)k
∣∣∣cos(bkπyn)− cos(bkπy0)

bk(yn − y0)

∣∣∣
⩽

n−1∑
k=1

(ab)kπ| cos(θk)| ⩽
n−1∑
k=1

π(ab)k

⩽ π
(ab)n

ab− 1
.

再来估计 S2。⾸先，由于 zk 是整数，b 是奇数，按照 yn 的定义，我们有所以

cos(bn+kπyn) = cos(bkπzn) = (−1)zn .

另外，如果令 ϑk = bky0 − zk ∈ [0.1, 1.1)，我们有

cos(bn+kπy0) = cos(bny0 · bkπ) = cos(bkπzn + bkπϑn) = (−1)zn cos(bkπϑn).

所以，根据 yn − y0 = −ϑn
bn

，我们得到

S2 =

∞∑
k=0

(−1)znan+k
1− cos(bkπϑn)

yn − y0

=

∞∑
k=0

(−1)zn+1(ab)nak
1− cos(bkπϑn)

ϑn

= (−1)zn+1(ab)n
∞∑
k=0

ak
1− cos(bkπϑn)

ϑn
.

利⽤ ϑn ⩾ 1（注意 ϑk 的选取），我们知道∣∣ ∞∑
k=0

ak
1− cos(bkπϑn)

ϑn

∣∣ = ∞∑
k=0

ak
1− cos(bkπϑn)

ϑn
⩾ 1− cos(πϑn)

ϑn
,

其中，在上⾯的不等式中，我们就保留了第⼀项。

根据 ϑn ∈ [0.1, 1.1)，我们知道 1− cos(πϑn) ⩾ δ0，并且 ϑn ⩾ 0.1，所以∣∣ ∞∑
k=0

ak
1− cos(bkπϑn)

ϑn

∣∣ ⩾ 1.1−1δ0 =
δ0
10
.

从⽽，

|S2| ⩾
δ0
10

(ab)n.

综合上述，我们有

|S1 + S2| ⩾ |S2| − |S1| ⩾ (ab)n
(
δ0
10

− π

ab− 1

)
.

为了要求 S1 + S2 变的⾜够⼤，我们要求

ab >
10π

δ0
+ 1 =M0.

此时，当 n→ ∞ 时，我们有 lim
yn→y0

f(yn)− f(y0)

yn − y0
= +∞，这就完成了构造。
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15 x 7→ exp(xA) 的导数，中值定理的应用：线性常微分方程，Darboux
介值定理，Cauchy 中值定理，三角函数与微分方程，π 的定义

⼆零⼀九年⼗⼀⽉七⽇，星期四，晴天

x 7→ exp(xA) 的导数及应用

按照导数的定义，如果 (V, ∥ · ∥) 是赋范线性空间，f : R → V 是映射，我们可以定义导数

f ′(x0) = lim
x→x

f(x)− f(x0)

x− x0
.

（如果极限存在的话）特别地，f ′(x0) ∈ V。我们来研究我们最爱的例⼦：exp。令 V = Mn(R) 为矩

阵的空间（复数系数的矩阵的证明是⼀致的），A 是⼀个给定的 n× n 的矩阵，考察映射

f : R → Mn(R), x 7→ exA.

我们计算 f ′(x0)。按定义，我们有

f(x0 + h)− f(x0)

h
=
e(x0+h)A − ex0

h
= ex0A

ehA − 1

h
,

其中我们⽤到了矩阵 x0A 与 hA 可交换。由此可见（在证明
(
ex
)′
= ex 的时候也做了同样的事情），

只要计算 f ′(0) 即可。利⽤定义，我们有

ehA − 1

h
=

∞∑
k=1

1

k!
hk−1Ak = A+

∞∑
k=1

1

(k + 1)!
hkAk+1.

根据矩阵乘法对于范数的关系（∥A ·B∥ ⩽ c∥A∥∥B∥，其中 ∥ · ∥ 是任意⼀个指定的范数），我们有

∥
∞∑
k=1

1

(k + 1)!
hkAk+1∥ ⩽ h

∞∑
k=1

1

(k + 1)!
ck∥A∥k+1 ⩽ h

c
ec∥A∥.

从⽽，f ′(0) = A。进⼀步，我们知道

f ′(x) = AexA = Af(x).

上⼀次最后提到了 Lagrange 中值定理的⼀个推论：

推论 94 (常微分⽅程解的存在唯⼀性-⼉童版本). f ∈ C0([a, b]) 并且 f 在 (a, b) 上可微，如果

f ′(x) ≡ 0 并且 f(a) = c，那么 f(x) ≡ c。换⽽⾔之，如下的常微分⽅程 f ′(x) = 0,

f
∣∣
x=a

= c,

存在唯⼀的解。
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证明: ⽤反证法：如果存在某个 x1 ∈ (a, b) 使得 f(x1) ̸= c，那么，在 [a, x1] 上使⽤ Lagrange 中值

定理，就有 x0 ∈ (a, x1)，使得

f ′(x0) =
f(x1)− c

x1 − a
̸= 0.

⽭盾。

这个推论实际上对于在赋范线性空间中取值的映射也成⽴：

命题 95. 给定映射 f ∈ C0([a, b];V )，f 在 (a, b) 上可微。如果 f ′(x) ≡ 0，f(a) = c，那么对任意

的 x ∈ [a, b]，f(x) = c。

我们满⾜于 V = Rn 是有限维的情形，此时，f : R → Rn 可以⽤分量
(
f1(x), · · · , fn(x)

)
表达

并且

f ′(x) =
(
f ′1(x), · · · , f ′n(x)

)
= c ⇔ f ′k(x) ≡ ck, 任意的 k = 1, · · · , n.

所以，利⽤ 1 维的情况就可以得到结论。

如果 V 是⽆限维的赋范线性空间，⽐如说
(
C
(
[0, 1]

)
, ∥ · ∥∞

)
，我们⼀⽅⾯没有 Lagrange 中值

定理，所以不能⽤本来的证明；⼀⽅⾯想把问题约化成 1 维的情况的做法不是很容易推⼴（我们的

确能做到这⼀点）。然⽽，我们不打算在这个问题上继续深⼊（除⾮我们想仔细的研究⼀下微分⽅

程理论），有限维的情况对我们就⾜够⽤了。

作为应⽤，我们仍然回到 exp 这个例⼦：考虑可微映射 f : R → Mn(R)，假设它满⾜如下的微

分⽅程  f ′(x) = A · f(x),

f
∣∣
x=a

= In,

其中，In 为 n× n 的矩阵。我们知道，x 7→ exA 是这个⽅程的⼀个解。我们现在说明，这是唯⼀的

解。实际上，我们有

e−xA(f ′ −Af) = 0 ⇒ e−xAf ′ +
(
e−xA

)′
f = 0.

如果我们有 Leibeniz 法则的话（两个函数相乘之后求导数的法则），那么就有(
e−xAf

)′
= 0.

这是把⼀个表达式写成全微分的技巧。根据唯⼀性的命题，我们知道 e−xAf(x) ≡ I，所以我们就证

明了 f(x) = exA（因为 eAe−A = In）。
回到 Leibniz 法则的问题，如果 f 和 g 是 n× n 矩阵中取值的函数，我们有

(f · g)′(x0) = lim
h→0

f(x0 + h)g(x0 + h)− f(x0)g(x0)

h

= lim
h→0

f(x0 + h)
(
g(x0 + h)− g(x0)

)
h

+ lim
h→0

(
f(x0 + h)− f(x0)

)
g(x0)

h

= f(x0)g
′(x0) + f ′(x0)g(x0).

这个证明和最基本的函数版本的证明没有任何的区别。

利⽤ Lagrange 中值定理，我们可以进⼀步联系单调性和导数：
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推论 96. 假设实值函数 f ∈ C0([a, b]) 并且 f 在 (a, b) 上可微。那么，下面的两条性质是等价的：

1) f ′(x) ⩾ 0。

2) f(x) 是递增的。

特别地，如果对任意 x，f ′(x) > 0，那么函数是严格递增的（反之不然）。

证明: 2）⇒ 1) ⽤导数的定义即可：由于 f(x) 递增，所以 f(x + h) − f(x) 与 h 的符号是⼀致的，

从⽽
f(x+ h)− f(x)

h
⩾ 0.

令 h→ 0 即可。

1）⇒ 2) ⽤反证法：如若不然，存在 x1 < x2，使得 f(x1) > f(x2)，根据 Lagrange 中值定理，

存在 x0 ∈ [x1, x2]，使得

f ′(x0) =
f(x2)− f(x1)

x2 − x1
< 0.

⽭盾。

如果 f ′(x) > 0，为了说明函数是严格递增的，我们仍然⽤反证法：如若不然，存在 x1 < x2，

使得 f(x1) ⩾ f(x2)，根据 Lagrange 中值定理，存在 x0 ∈ [x1, x2]，使得

f ′(x0) =
f(x2)− f(x1)

x2 − x1
⩽ 0.

⽭盾。

我们现在证明导函数的介值定理。

推论 97 (Darboux). 假设 f 在 [a, b] 上可微，f ′(a) < f ′(b)。那么，对于任意的 c ∈ (f ′(a), f ′(b))，

都存在 x0 ∈ (a, b)，使得 f ′(x0) = c。

注记. 存在在 [a, b] 上可微的函数 f，它的导数不连续（因此不能直接使用连续函数的介值定理）：

f(x) =

x2 sin(
1
x), x ̸= 0;

0, x = 0

很明显，我们有

f ′(x) =

2x sin( 1x)− cos( 1x), x ̸= 0;

0, x = 0

我们来说明 f ′(x) 在 0 处不连续。实际上，我们考虑两个点列 {xn}n⩾1 和 {yn}n⩾1，其中

xn =
1

2nπ
, yn =

1

(2n+ 1)π
.

我们有 lim
n→∞

xn = lim
n→∞

yn = 0，但是，

lim
n→∞

f ′(xn) = −1, lim
n→∞

f ′(yn) = 1.
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证明: 通过把 f 换为 f(x)−cx，我们不妨假设 c = 0，f ′(a) < 0 < f ′(b)。在这种假设下，f 连续但是

不是单调的函数（因为导数是改变符号的），根据介值定理，f 不能是单射。所以，存在 x1, x2 ∈ [a, b]，

使得 f(x1) = f(x2)，那么，Rolle 中值定理就给出了 c 的存在性。

另⼀个版本的中值定理叫做 Cauchy 中值定理，描述了两个不同函数之间关系：

命题 98 (Cauchy 中值定理). 假设有实值函数 f, g ∈ C0([a, b]) 并且 f 和 g 均在 (a, b) 上可微。假

设对任意的 x ∈ (a, b)，g′(x) ̸= 0。那么，存在 x0 ∈ (a, b)，使得

f ′(x0)

g′(x0)
=
f(b)− f(a)

g(b)− g(a)
.

我们注意到，结合 Darboux 的定理，g′(x) ̸= 0 这个条件意味着 g′(x) 要么恒为正，要么恒为

负，所以函数是严格单调的。特别地，这说明 g(a) ̸= g(b)，从⽽上式右边是良好定义的。

尽管这个命题可能在⼀些较难的习题中⼤显⾝⼿，但就本⾝的深刻程度⽽⾔不过是 Rolle 中值

定理的⼀个⽆关痛痒的推⼴。然⽽，我们给出两个不同的证明并且解释怎么理解这个命题。对⼀个

命题有（编）⼀个感性的认识在学习数学中是⾮常重要的。

证明: 1. 我们定义如下的函数：

F (x) = f(x)− f(a)− f(b)− f(a)

g(b)− g(a)

(
g(x)− g(a)

)
.

因为 F (b) = F (a) = 0，所以 Rolle 中值定理可⽤。这是⼀个技术性的证明，想法和 Lagrange
中值定理的证明如出⼀辙。（很多习题册上的题⽬都是根据这个想法来编的，作业中我们会见

到⼏个例⼦（⽐较有技巧性，但其实没有多⼤意思））。

2. 这个证明⽐第⼀个证明复杂很多，然⽽在概念的层次上要更清晰也包含了更多的理解。

⾸先，我们观察到如果 g(x) = x，那么这个定理就是 Lagrange 中值定理。证明的主旨是将⼀

般的 g 的情况化为这个已知情况，只需要微分⼏何中⼀些最朴素的想法。

利⽤ g′(x) ̸= 0，我们知道 g : I = [a, b] → J = [g(a), g(b)] 是同胚，即连续的双射并且逆映射

也是连续的。我们需要将 g 想成⽤ I 来重新参数化 J = [g(a), g(b)]。

注记. 比⽅说，给定 R 上的区间 J = [0, 1]，我们假设 R 上用的坐标是 y，那么，我们可以用

y 来表示（参数化）I 中的点。考虑映射

g : [0, 2] → [0, 1], x 7→ 1

2
.

此时，我们可以用通过 g 用 x ∈ [0, 2] 来（参数化）描述 J 中的点：x = 1 对应的是 J 中的

0.5 这个点。
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我们现在认为 J = [g(a), g(b)] 是基本的⼏何对象。本来 f 是 I 上的函数，我们可以通过上述

参数化将 f（通过复合）视作是 [g(a), g(b)] 上的函数：

J I

Y

g−1

f◦g−1 f

我们要考虑 f(g−1)(y) = f ◦ g−1 这个函数。根据 Lagrange 中值定理（对 f ◦ g−1 : J → R 来

⽤），我们有
f ◦ g−1(g(a))− f ◦ g−1(g(b))

g(a)− g(b)
=
(
f ◦ g−1

)′
(c).

不难认出，这就是要证明的等式。这个证明表明，Cauchy 中值定理实际上是 Lagrange 中值

定理在不同的参数化下的表述（从这个⾓度看，f 和 g 的位置不是对等的）。

另外，我们会问这个定理直观上说了什么（有没有⽐较容易记住的⽅式）？这⾥可以看出向量

值函数的威⼒：考虑映射

F : [a, b] → R2, x 7→
(
f(x)

g(x)

)
.

这个映射的像是 R2 上的⼀条曲线段。Cauchy 中值定理说的是存在曲线上的点 x0，使得其切线⽅

向 F ′(x0) 和两个端点的连线
(f(b)
g(b)

)
−
(f(a)
g(a)

)
是同⽅向的。在图上看起来这与 Rolle/Lagrange 中值

定理的⼏何直观是⼀致的。事实上，我们还可以定义

F̂ : [a, b] → S1, x 7→
(
f ′(x), g′(x)

)√
f ′(x)2 + g′(x)2

.

这个是切线的⽅向的函数，由于
(f(b)
g(b)

)
−
(f(a)
g(a)

)
也决定了 S1 中的⼀个⽅向，这个定理的叙述变得类

似于这种情况下的介值定理（S1 是 1 维的）。此时，我们很⾃然地看到为什么需要研究在其它空间

上取值的函数（映射）。

三角函数的研究

由于有了导数作为新的⼯具，我们可以来研究 sinx 和 cosx 的周期性了。三⾓函数是解析的

⽅式来定义的，即⽤级数来定义：

cosx =
∞∑
k=0

(−1)kx2k

(2k)!
, sinx =

∞∑
k=0

(−1)kx2k+1

(2k + 1)!
.

它们具有周期性是⼀个很深刻的事实。我们令

F : R → R2, x 7→ F (x) =

(
sinx
cosx

)
.
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⽤ J 表⽰矩阵 J =

(
0 1

−1 0

)
。那么，根据 (cosx)′ = − sinx 和 (sinx)′ = cosx，我们发现 F 满⾜

如下的微分⽅程 
F ′ = JF,

f
∣∣
x=0

=

(
0

1

)
.

我们还把 F (x) 写成

F (x) =
(
S(x), C(x)

)
, S(x) = sin(x), C(x) = cos(x).

注记. 如果你采取其它⽅式定义 sinx 和 cosx 的话，比如说按照中学的⽅式定义的 sinx 和 cosx，
你应该也能证明 sinx 和 cosx 满⾜上述的关系，根据解的唯⼀性，我们就知道这两种定义⽅式是

⼀致的。

三⾓函数的解析表达式没有给出它们更多的信息，我们利⽤函数的微分来研究 cosx 和 sinx
在 R⩾0 上的⾏为：

由于 S′(0) = C(0) = 1，根据连续性，S 在某个 [−δ, δ] 上⾯是严格递增的（δ 是较⼩的正数）。

在区间 (0, δ) 上，由于 C ′(x) = −S(x) < 0，从⽽，C(x) 是严格递减。；在区间 (−δ, 0) 上，由

于 S(x) < 0，从⽽ C(x) 是严格递增的。这表明 0 是 C(x) 的⼀个局部最⼤点（这不意外，因为

|C(x)| ⩽ 1 且 C(0) = 1）。这⼀段推导可以⽤如下的图像来表⽰：

x

y
C(x)

S(x)

x = δ

y = 1

A

我们下⾯要证明说⼀定能找到⼀个 A > 0，使得在 [0, A] 上，C(x) 是单调递减的并且在 A 处

C(x) 变成了 0。考虑使得 C 在 [0, A) 上都 > 0 的最⼤可能的 A。

我们先说明 A ̸= +∞。如若不然，如果 S′ = C > 0，所以 S 是 (0,+∞) 是严格递增的函数。

在 x = δ，我们令 s = S(δ) > 0，从⽽，当 x ⩾ δ 时，S(x) ⩾ s > 0。我们考虑如下的代数变形（此

时，如果有积分的语⾔的话会更⾃然）：

S(x) ⩾ s ⇔
(
C(x) + sx

)′
< 0.

这是把⼀个表达式写成全微分的技巧。这表明函数 C(x) + sx 在 [δ,∞) 上递减，所以，对任意的

x ⩾ δ，由于我们假设了 C(x) > 0，所以我们有

C(δ) + sδ ⩾ C(x) + sx > sx.
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令 x→ +∞，这⾃然是不可能的！

此时，上⾯所描述的 A <∞ 是存在。根据连续性，在 A 处，有 C(A) = 0。根据 C
∣∣
[0,A]

⩾ 0，

我们知道 S 在 [0, A] 上上升，所以 S(A) > 0。我们现在计算 S(A) 的值。为此，我们对任意满⾜

上述微分⽅程的 S(x) 和 C(x)，我们都有
(
S(x)

)2
+
(
C(x)

)2 ≡ 1。证明是利⽤导数判别：⼀个函数

是常数当且仅当它的导数恒为零。((
S(x)

)2
+
(
C(x)

)2)′
= 2S(x)S′(x) + 2C(x)C ′(x) = 0.

⽽
((
S(x)

)2
+
(
C(x)

)2) ∣∣∣
x=0

= 1。据此，我们知道 S(A) = 1。

作为上⾯推导的总结，我们知道存在常数 A，使得 S(0) = 1，S(A) = 1 并且 S 在 [0, A] 上严

格递增；C(0) = 1，C(A) = 0 并且 C 在 [0, A] 上严格递减。

重复上⾯的推导（请同学⾃⼰补充细节），我可以找到 B > 0，使得 S(A) = 1，S(A+B) = 0

并且 f 在 [A,A+B] 上严格递减；C(A) = 0，C(A+B) = −1 并且 g 在 [0, A] 上严格递减。

我们定义 π = A+B，按照上⾯的推导，它是 S(x) = sinx 在正实轴上第⼀个零点。

此时，考虑函数
(
S(x)

C(x)

)
= −

(
S(x+ π)

C(x+ π)

)
。很明显，

(
S

C

)
和
(
S

C

)
解⼀样的微分⽅程（同样

的初值），所以根据唯⼀性，我们得到

S(x) = S(x) = −S(x+ π), C(x) = C(x) = −C(x+ π).

从⽽，

S(x) = S(x+ 2π), C(x) = C(x+ 2π).

这说明 2π 是 S 和 C 的周期。另外，S 在 [0.π] 上⾯为正，在 [π, 2π] 上⾯为负表明 2π 是 S 的最

⼩周期；类似地，2π 是 C 的最⼩周期。
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15.1 作业：高木贞治函数

清华大学 19-20 秋季学期，数学分析一，作业 6

请⽤ A4 ⼤⼩的纸张正反面⽤钢笔，签字笔或者圆珠笔书写，并注明⾃⼰的姓名，年级和

作业的总页数。除定理公式所涉及的⼈名之外，请使⽤中文。本次作业的提交时间和地点

为 10 月 14 日上午的课堂上，逾期视作零分。

基本习题

习题 A：导数的定义和计算

A1) Rn 上配有范数 ∥(x1, · · · , xn)∥2 =
√
(x1)2 + · · ·+ (xn)2，我们考虑映射

f : R → Rn, x 7→ f(x) = (f1(x), · · · , fn(x)).

证明，f 在 x0 处的导数存在当且仅当对每个分量函数 fk，它在 x0 处的导数都存在并且

f ′(x) =
(
f ′1(x), · · · , f ′n(x)

)
.

A2) 考虑函数 eix，将它视作是映射

f : R → C, x 7→ eix.

利⽤定义证明，f ′(0) = i (∈ C)。仿照课堂上的做法证明
(
eix
)′
= ieix。

A3) 利⽤上⾯两个问题的结论计算 sinx 和 cosx 的导数。

A4) 对 n = 3 来验证 Faà di Bruno 公式。

A5) 定义映射

E : R → C = R2, θ 7→ (cos θ, sin θ).

我们⽤下⾯符号表⽰平⾯上的单位圆：

S1 =
{
(x, y) ∈ R2

∣∣x2 + y2 = 1
}
.

x

y

S1
x2 + y2 = 1

(cos θ, sin θ)

证明，S1 上的点可以写成 (sin θ, cos θ) 的形式，即 E(R) = S1。试计算 E′(θ) 并验证对于这

个映射（R2 上取值），Rolle 中值定理并不成⽴。
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A6) 求下列函数的导数 (如果 f 在 x0 不可微，但单侧左导数或右导数存在时，求出左导数或右导

数)

(1) f(x) = ax, a > 0. (2) f(x) = arcsinx.

(3) f(x) = arctanx (4) f(x) = xx
x
, x > 0

(5) f(x) = log
(
log
(
logx

))
. (6) f(x) =

√
x+

√
x+

√
x.

(7) f(x) = |x|. (8) f(x) = log |x|.

(9) f(x) =

xn sin
1
x , x ̸= 0,

0, x = 0.
n = 1, 2, · · · .

A7) 求下列函数的 3-阶导数：

(1) f(x) = log(1 + x). (2) f(x) = x−1 logx.

(3) f(x) =
xm

1− x
, m ∈ Z⩾0. (4) f(x) = xmex, m ∈ Z⩾0.

(5) f(x) = eax sin(bx), a, b ∈ R. (6) f(x) = e−x
2
.

A8) 如果函数 f 在点 x0 处的导数 > 0，不能推出存在该点的领域 U，使得 f 在这个邻域上是递

增的：考虑函数

f(x) =

x+ 2x2 sin
(
1
x

)
, x ̸= 0;

0, x = 0.

证明，f 在 0 处导数存在且⼤于零，但是对任意的 ε > 0，f 在 (−ε, ε) 上的限制都不是单调

函数。

A9)（重要）In 是 n× n 的单位矩阵，A ∈ Mn(R)，计算
d

dx

∣∣∣
x=0

det(I+ xA)，即 det(I+ xA) 在

x = 0 处的导数。

A10) 证明，（可微的）奇函数的导数是偶函数，（可微的）偶函数的导数是奇函数。

A11) 证明，Riemann 函数 f(x) =


1/q, x =

p

q
∈ Q, q ⩾ 1, p 和 q 互素;

0, x 是⽆理数.

在 R 上处处不可微.
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习题 B

B1) 定义双曲函数:

sinhx =
ex − e−x

2
, coshx =

ex + e−x

2
, tanhx =

sinhx
coshx.

(a) 证明，

(1) cosh2 x− sinh2 x = 1. (2) sinh(x+ y) = sinhx cosh y + coshx sinh y.

(3) cosh(x+ y) = coshx cosh y + sinhx sinh y. (4) tanh(x+ y) =
tanhx+ tanh y
1 + tanhx tanh y .

(b) 求导数 sinh′(x)，cosh′(x) 和 tanh′(x)。

(c) 证明，存在 sinh : R → R 的反函数 arcsinh : R → R 并计算 arcsinh′(x)。

B2) 设 a, b ∈ R, b > 0, 考察函数 f : [−1, 1] → R，其中

f(x) =

xa sin(x−b), 如果x ̸= 0,

0, 如果x = 0.

证明，下述关于 f 的结论都成⽴：

(a) f ∈ C([−1, 1]) 当且仅当 a > 0;

(b) f 在 0 处可微当且仅当 a > 1;

(c) f ′ 在 [−1, 1] 上有界当且仅当 a ⩾ 1 + b;

(d) f ∈ C1([−1, 1]) 当且仅当 a > 1 + b;

(e) f ′ 在 0 处可微当且仅当 a > 2 + b;

(f) f ′′ 在 [−1, 1] 上有界当且仅当 a ⩾ 2 + 2b;

(g) f ∈ C2([−1, 1]) 上有界当且仅当 a > 2 + 2b。

习题 C（无穷小量与无穷大量的阶的比较）
如果函数 f 在 x0 的附近（即某个 x0 的开邻域去掉 x0）满⾜ lim

x→x0
f(x) = 0，我们就称 f 是

x→ x0 时的无穷小量；类似地，如果 lim
x→x0

f(x) = +∞ 或者 lim
x→x0

f(x) = −∞（其注意我们⽤的“或

者”这个词的含义），我们就称 f 是 x→ x0 时的无穷大量。

现在假设 f, g 都是 x → x0 时的⽆穷⼩量并且 g(x) 在 x0 的附近不取零值，我们现在引进记

号：

• 如果 lim
x→x0

f(x)

g(x)
= 0，我们就称 f 是⽐ g ⾼阶的⽆穷⼩，记作 f(x) = o(g(x)), x→ x0；

• 如果 lim
x→x0

f(x)

g(x)
= ℓ, ℓ ̸= 0，我们就称 f 是与 g 同阶的⽆穷⼩；
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• 特别地，如果 f 与 g 同阶并且 ℓ = 1，我们就称 f 是与 g 等价的⽆穷⼩，记作 f(x) ∼ g(x), x→
x0；

• 如果 lim sup
x→x0

|f(x)|
|g(x)|

< +∞，我们将这种情况记作 f(x) = O(g(x)), x→ x0。

类似地，我们可以定义⽆穷⼤量的阶之间的⽐较。这是通⽤的术语，同学们可参考任⼀本参考书或

者⽹络。

C1) 假设 x→ x0 时，函数 a(x) 满⾜ a = o(1)。试证明：

(1) o(a) + o(a) = o(a) (2) o(ca) = co(a), c ∈ R

(3) (o(a)k) = o(ak), (4)
1

1 + a
= 1− a+ o(a).

C2) 假设 f(x), g(x) 是 x→ x0 时的⽆穷⼩，那么

(a) 证明，f(x) ∼ g(x) ⇐⇒ f(x)− g(x) = o(g(x)), x→ x0。

(b) 如果把 g 作为基本的⽐较单位（⼩量），我们可以将另外的⽆穷⼩量与 g(x)k（k 是正整

数）进⾏⽐较。如果 f(x) ∼ cg(x)k，我们就称 cgk 是 f 的主部（这⾥ c 是常数）。试定

出下列⽆穷⼩或⽆穷⼤的主部（与 x− x0 或者 x ⽐较）：

(1)
1

sinπx, x→ 1. (2)
√
1 + x−

√
1− x, x→ 0.

(3) sin
(√

1 +

√
1 +

√
x−

√
2

)
, x→ 0+. (4)

√
1 + tanx−

√
1− sinx, x→ 0.

(5)

√
x+

√
x+

√
x, x→ 0+. (6)

√
x+

√
x+

√
x, x→ +∞.

(c) 我们假设 f(x) ∼ cxk, x→ 0（即 f(x) = cxk + o(xk)）。如果 f(x)− cxk 可以再分出主部

c′xk
′
，其中 k′ > k，那么我们就将它写为 f(x) = cxk + c′xk

′
+ o(xk

′
)。试将下列⽆穷⼩

展开到 o(x2)：

(1)
√
1 + x− 1, (2) m

√
1 + x− 1,m ∈ Z⩾1.

思考题 (不交作业)：处处连续处处不可微的 Takagi(高木贞治) 函数

习题 T（Takagi(⾼⽊贞治) 函数，1903 年）我们先在 [0, 1] 区间上定义 ψ(x) =


x, 0 ⩽ x <

1

2
;

1− x,
1

2
⩽ x ⩽ 1.

接下来，以 1 为周期，我们可以将 ψ 延拓成 R 上的周期函数（连续）并且仍然将它记作 ψ，它的

函数图像好像是锯齿⼀般：
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我们定义 Takagi 函数 T : R → R 如下：

T (x) =

∞∑
k=0

1

2k
ψ(2kx).

我们实际上可以考虑部分和 Tn(x) =

n∑
k=0

1

2k
ψ(2kx)。当 n = 1, 2, 3 时，它们的图像如下：

当 n 越来越⼤的时候，它们的图像看起来逐渐地收敛：

这个习题的⽬标是粗略地研究 Takagi 函数的性质。

T1) 证明，T (x) 是 R 上良好定义的有界连续函数。它图像貌似：

T2) 对于 x ∈ [0, 1]，假设 x =

∞∑
n=1

an
2n

是 x 的 2-进制展开，其中 an = 0 或者 1。我们令 vn =

n∑
k=1

ak。

我们定义函数 σn(y) = an + (1− 2an)y，其中 y = 0 或者 1。证明，

ψ(2mx) =

∞∑
n=1

σm+1(am+n)

2n
.

T3) 对于 x ∈ [0, 1]，假设 x =
∞∑
n=1

an
2n

是 x 的 2-进制展开。证明，

T (x) =
∞∑
n=1

(1− an)vn + an(n− vn)

2n
.
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T4) 假设 x0 =
k0
2m0

∈ (0.1]，其中 k0 ∈ Z⩾1 是奇数，m0 ∈ Z⩾0。令 hn =
1

2n
，其中 n ∈ Z⩾m0。证

明，数列
{T (x+ hn)− T (x)

hn

}
n⩾m0

不收敛。

T5) f 是定义在⾮空的开区间 I 上实数值函数。如果 f 在 a 处可导，证明，

lim
(h,h′)→(0,0),

h>0,h′>0

f(a+ h)− f(a− h′)

h+ h′
= f ′(a),

这⾥极限 lim
(h,h′)→(0,0),

h>0,h′>0

的意义指的是任意的序列 (hn, h
′
n) → (0, 0), hn > 0, h′n > 0 所对应的序

列都收敛。

T6) f 是定义在⾮空的开区间 I 上实数值函数。假设 f ∈ C1(I)（连续可微），a ∈ I，证明，

lim
(h,h′)→(0,0),

h+h′ ̸=0

f(a+ h)− f(a− h′)

h+ h′
= f ′(a).

T7) 假设 x ∈ [0, 1]，使得对任意的正整数 n，2nx 都不是整数。对于每个正整数 n，我们⽤下⾯的

公式定义序列 {hn}n⩾1 和 {h′n}n⩾1：

⌊2nx⌋ = 2n(x− h′n), ⌊2nx⌋+ 1 = 2n(x+ hn),

其中函数 ⌊y⌋ 按照定义是不超过 y 的最⼤的整数（即 y 的整数部分（如果 y ⩾ 0））。证明，对

每个给定的 n，hn+h′n = 2−n 并且对每个整数 1 ⩽ ℓ ⩽ n−1，开区间
(
2ℓ(x−h′n), 2ℓ(x+hn)

)
中不包含任何的整数和半整数。

T8) 假设 x ∈ [0, 1]，使得对任意的正整数 n，2nx 都不是整数，我们沿⽤ E7) 中的符号，证明，数

列
{T (x+ hn)− T (x− h′n)

hn + h′n

}
n⩾1

不收敛。

T9) 证明，T (x) 是 R 上处处连续处处不可微的函数。

T10) 证明，我们有如下的函数⽅程：

T (x) =



2x+
T (4x)

4
, 0 ⩽ x <

1

4
;

1

2
+
T (4x− 1)

4
,

1

4
⩽ x <

1

2
;

1

2
+
T (4x− 2)

4
,

1

2
⩽ x <

3

4
;

2− 2x+
T (4x− 3)

4
,

3

4
⩽ x ⩽ 1.

T11)（Takagi 函数图像的⾃相似性）令 Γ =
{
(x, T (x))|0 ⩽ x ⩽ 1

}
⊂ R2 是 T 在区间 [0, 1] 上的函

数图像。我们定义如下四个仿射变换 Φi : R2 → R2：

Φ0

(
x

y

)
=

(
1
4 0
1
2

1
4

)(
x

y

)
, Φ1

(
x

y

)
=

(
1
4 0

0 1
4

)(
x

y

)
+

(
1
4
1
2

)
,

Φ2

(
x

y

)
=

(
1
4 0

0 1
4

)(
x

y

)
+

(
1
2
1
2

)
, Φ3

(
x

y

)
=

(
1
4 0

−1
2

1
4

)(
x

y

)
+

(
3
4
1
2

)
.
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证明，Φi 恰好把 Γ 变成 T 在区间 [
i

4
,
i+ 1

4
] 上的图像，其中 i = 0, 1, 2, 3。

T12) 令 S0 = {(x, y) ∈ R2|0 ⩽ x ⩽ 1, 0 ⩽ y ⩽ 1} 是 R2 上的闭⽅块。对每个 n ⩾ 0，我们定义

Sn+1 =
3∪

k=0

Φk(Sn)。证明，Sn 是平⾯上⼀列单调下降的紧集并且 Γ =
∩
n⩾0

Sn。我们有 S1 和

S2 的⽰意图：

T13) 证明，sup
x∈R

T (x) ⩽ 2

3
。

T14) 找⼀个 c ∈ [0, 1]，使得 T (c) =
2

3
。

T15)（T−1(
2

3
) 的 Cantor 集的结构）对于 x ∈ [0, 1]，假设 x =

∞∑
n=1

bn
4n

是 x 的 4-进制展开，其中

bn = 0, 1, 2, 3。证明，{
x ∈ [0, 1]

∣∣T (x) = 2

3

}
=
{
x ∈ [0, 1]

∣∣x =
∞∑
n=1

bn
4n
, bn ∈ {1, 2}

}
.

T16) 仿照 T11)，研究 Φ1 和 Φ2 在集合
{
(x, T (x))

∣∣x ∈ [0, 1], T (x) =
2

3

}
上⾃相似的作⽤。（这是

⼀个 Hausdorff 维数为
1

2
的集合）。
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16 空间填充曲线，L’Hôpital 法则，Taylor 展开

⼆零⼀九年⼗⼀⽉⼗⼀⽇，星期⼀，晴天

空间填充曲线

利⽤⼀致收敛的想法，我们可以构造⼀个很有趣的（很重要的反例）例⼦：令 I =
{
x ∈ R

∣∣0 ⩽
x ⩽ 1

}
，C =

{
(x, y) ∈ R2

∣∣0 ⩽ x ⩽ 1, 0 ⩽ y ⩽ 1
}
，我们按照如下的图像来定义映射

f1 : I → C,

我们对每⼀个⼩的正⽅形根据箭头的⽅向构造同样的映射，以中间这个灰⾊的为例⼦，我们要把刚

才第⼀个图中的格⼦转 180◦，这样得到下⾯的图像：

其中，我们把 I 这个线段映射为图中所画的 9 段折线，折线⾛的⽅向如第⼆个图所⽰。这样⼦，我

们把 C 分成了 81 个格⼦，并且构造出⼀条 81 段的折线：

上⾯这个图对应着映射：

f2 : I → C,

重复上⾯的操作，我们就得到了⼀串连续映射：

fn : I → C,
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其中 n ⩾ 1，并且这是⼀个 9n 段的折线。按照这些映射的构造⽅式，我们知道，对任意的 N ⩾ 1，

对任意的 n,m ⩾ N，fn 和 fm 都是对 fN 的每个边长为 3−N 的⽅块⾥⾯进⾏修改，特别地，对任

意的 x ∈ I，我们就知道 fn(x) 和 fm(x) 都落在同⼀个边长为 3−N 的⽅块⾥，所以

|fn(x)− fm(x)| ⩽
√
2 · 3−N ,

即

∥fn − fm(x)∥L∞ ⩽
√
2 · 3−N ,

这表明 {fn}n⩾1 是
(
C(I;R2), ∥ · ∥∞

)
中的 Cauchy 列，从⽽存在连续映射

f∞ : I → C,

使得 fn
C(I;R2)−→ f∞。根据 fn 的构造，对任意的 p ∈ C，p ⼀定落在 fn 所对应的 9n 个⼩⽅块中的某

⼀个，所以有 x ∈ I，使得 p 和 f(x) 的距离不超过
√
2 · 3−n，据此，我们知道 f∞ 的像 f∞(I) ⊂ C

是稠密的。由于 I 是紧集，所以它在连续映射下的像是紧的，从⽽是闭的，再⽤稠密性，我们就知

道 f∞(I) = C。最终，我们得到连续的满射：

f∞ : I → C.

我们回到导数的学习，上次课证明了 Cauchy 中值定理：实值函数 f, g ∈ C0([a, b]) 并且 f 和

g 均在 (a, b) 上可微，若对任意的 x ∈ (a, b)，g′(x) ̸= 0。那么，存在 x0 ∈ (a, b)，使得

f ′(x0)

g′(x0)
=
f(b)− f(a)

g(b)− g(a)
.

Cauchy 中值定理的重要应⽤是⽤来证明 L’Hôpital 法则：

命题 99 (L’Hôpital 法则). 假设 f 和 g 是区间 (a, b) 上的可微实值函数，我们假设即 f(x), g(x) =

o(x− a)，即

lim
x→a+

f(x) = 0, lim
x→a+

g(x) = 0.

我们假设对任意的 x ∈ (a, b)，g′(x) ̸= 0。如果极限 lim
x→a+

f ′(x)

g′(x)
存在（可以是 ±∞），那么

lim
x→a+

f(x)

g(x)
= lim

x→a+

f ′(x)

g′(x)
.

证明: 根据 f(x), g(x) = o(x − a)，我们知道对任意的 x ∈ (a, b)，f 和 g 是在区间 [a, x] 上连续并

且在 (a, x) 上可微。所以，利⽤ Cauchy 中值定理，存在 ξ(x) ∈ (a, x)，使得

f(x)

g(x)
=
f(x)− f(a)

g(x)− g(a)
=
f ′(ξ(x))

g′(ξ(x))
.

特别地，当 x→ a+ 时，由于 a < ξ(x) < x，所以 ξ(x) → a+。对上⾯的式⼦取极限，我们就得到：

lim
x→a+

f(x)

g(x)
=
f(x)− f(a)

g(x)− g(a)
= lim

x→a+

f ′(ξ(x))

g′(ξ(x))
= lim

x→a+

f ′(x)

g′(x)
.

命题得证。
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我们还有⼀个版本 L’Hôpital 法则：

推论 100 (L’Hôpital 法则). 实值函数 f 和 g 在区间 (a,+∞) 上可微并且

lim
x→+∞

f(x) = 0, lim
x→+∞

g(x) = 0.

假设对任意的 x ∈ (a,+∞)，g′(x) ̸= 0。如果极限 lim
x→+∞

f ′(x)

g′(x)
存在（可以是 ±∞），那么我们有

lim
x→+∞

f(x)

g(x)
= lim

x→+∞

f ′(x)

g′(x)
.

证明: 不妨假设 a > 0，考虑坐标变换：

φ : (0,
1

a
) → (a,∞), x 7→ 1

x
.

从⽽，f̃ = f ◦φ 是 (0, 1a) 上的函数，即 f̃(x) = f

(
1

x

)
；类似地，我们定义 (0, 1a) 上的函数 g̃ = g ◦φ

是。由于 x→ +∞ 等价于 φ(x) → 0+，所以

lim
x→0+

f̃(x) = 0, lim
x→0+

g̃(x) = 0.

此时，我们有

lim
x→0+

f̃ ′(x)

g̃′(x)
= lim

x→+∞

−f ′(x)
x2

−g′(x)
x2

= lim
x→+∞

f ′(x)

g′(x)
.

所以，根据前⼀版本的 L’Hôpital 法则，我们有

lim
x→+∞

f(x)

g(x)
= lim

x→0+

f̃(x)

g̃(x)
= lim

x→+∞

f ′(x)

g′(x)
.

这就证明了命题。

推论 101. n ⩾ 1 是整数，f 和 g 是区间 (a, b) 上 n-次可微的实值函数。假设对任意的 0 ⩽ k ⩽ n−1，

都有

lim
x→a+

f (k)(x) = 0, lim
x→a+

g(k)(x) = 0,

并且极限 lim
x→a+

f (n)(x)

g(n)(x)
存在（可以是 ±∞）。如果对 x ∈ (a, b)，g(n)(x) ̸= 0，那么

lim
x→a+

f(x)

g(x)
= lim

x→a+

f (n)(x)

g(n)(x)
.

证明: 我们 n ⽤归纳法就⽴即得到了证明，但是每次都要检验导数不为零的条件：由于 f (n)(x) ̸= 0，

根据 Darboux 介值定理，f (n)(x) 恒正或者恒负，所以函数严格单调。由于 f (n−1)(a) = 0，所以

f (n−1)(x) 恒为正或者恒为负。以此类推，所有导数都⾮零。

我们还有其它两个类型的 L’Hôpital 法则：
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推论 102 (L’Hôpital 法则). 假设 f 和 g 是区间 (a, b) 上的可微实值函数，我们假设

lim
x→a+

|f(x)| = ∞, lim
x→a+

|g(x)| = ∞.

我们假设对任意的 x ∈ (a, b)，g′(x) ̸= 0。如果极限 lim
x→a+

f ′(x)

g′(x)
存在（可以是 ±∞），那么

lim
x→a+

f(x)

g(x)
= lim

x→a+

f ′(x)

g′(x)
.

推论 103 (L’Hôpital 法则). 实值函数 f 和 g 在区间 (a,+∞) 上可微并且

lim
x→+∞

|f(x)| = 0, lim
x→+∞

|g(x)| = 0.

假设对任意的 x ∈ (a,+∞)，g′(x) ̸= 0。如果极限 lim
x→+∞

f ′(x)

g′(x)
存在（可以是 ±∞），那么我们有

lim
x→+∞

f(x)

g(x)
= lim

x→+∞

f ′(x)

g′(x)
.

这两个推论的证明我们留成本次作业。

L’Hôpital 法则可以⽤来计算极限：

例子. 我们举⼏个例⼦：

1) 计算 lim
x→0

sinx
x

：

lim
x→0

sinx
x

= lim
x→0

cosx
1

= 1.

2) 计算 lim
x→0

cosx
x2

：

lim
x→0

cosx
x2

= lim
x→0

−2 cosx sinx
x

= lim
x→0

−2(cosx)2 + 2(sinx)2
1

= −1

2
.

3) 计算 lim
x→0

ex − x− 1

x2
：

lim
x→0

ex − x− 1

x2
= lim

x→0

ex − 1

2x
= lim

x→0

ex

2
=

1

2
.

4) 证明 lim
x→∞

xn

ex
= 0：

lim
x→∞

xn

ex
= lim

x→0

nxn−1

ex
= lim

x→∞

n(n− 1)xn−2

ex
= · · · = lim

x→∞

n!

ex
= 0.

5) 计算 lim
x→∞

x√
x2 + 1

。
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第⼀次运用 L’Hôpital 法则，我们就会有

lim
x→∞

x√
x2 + 1

= lim
x→∞

1
x√
x2+1

= lim
x→∞

√
x2 + 1

x
.

再用⼀次就得到

lim
x→∞

√
x2 + 1

x
= lim

x→∞

x√
x2 + 1

.

所以⼀直不会停⽌。对于这个例⼦ L’Hôpital 法则并不好用。

6) 计算 lim
x→0

sinx
ex

。如果我们不检验 f(x) 和 g(x) 在 ∞ 处是否是零⽽直接运用 L’Hôpital 法则，

我们就会有

lim
x→0

sinx
ex

= lim
x→0

cosx
ex

= 1.

这个结论自然是错误的！

L’Hôpital 法则只是⼀种计算极限的⽅法，它之所以有⽤（更多是做习题的时候）主要因为它

可以把求极限这种分析上的操作转化为求导数的问题，⽽求导数的操作⼀般⽽⾔都是代数操作（因

为我们可以背过很多导数）。然⽽，对于微积分的学习，这个法则似乎⽆关主旨，我们应该尽量早

的学习 Taylor 展开的技术，这才是真正要紧的东西：

定理 104 (Taylor 展开公式：⽤多项式逼近). 我们给出 Taylor 展开的三种不同余项的叙述：

1) Peano 余项. 假设函数 f : [a, b] → R（或者 C）在 a 处的⼀直到 n-次导数 f ′(a), · · · , f (n)(a)
都存在。那么，当 x→ a+ 时，我们有

f(x) =
n∑
k=0

f (k)(a)

k!
(x− a)k + o

(
(x− a)n

)
.

2) Lagrange 余项. 假设函数 f ∈ Cn
(
[a, b]

)
（在 R 或 C 中取值），特别地，f 在 a 处的 n-次

导数 f ′(a)，· · ·，f (n)(a) 都存在。如果 f 在 (a, b) 上 n+ 1 次可导。那么，我们有

f(x) =
n∑
k=0

f (k)(a)

k!
(x− a)k +Rn(x),

其中 Rn(x) =
f (n+1)(ξ)

(n+ 1)!
(x− a)n+1，ξ ∈ [a, x] 由 x 决定（未必唯⼀）。

2) Cauchy 余项. 假设函数 f ∈ Cn
(
[a, b]

)
（在 R 或 C 中取值），特别地，f 在 a 处的 n-次导

数 f ′(a)，· · ·，f (n)(a) 都存在。如果 f 在 (a, b) 上 n+ 1 次可导。那么，我们有

f(x) =

n∑
k=0

f (k)(a)

k!
(x− a)k +Rn(x),

其中 Rn(x) =
f (n+1)(ξ)

(n+ 1)!
(x− ξ)n(x− a)，ξ ∈ [a, x] 由 x 决定（未必唯⼀）。
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注记. Peano 余项的公式只在 a 的附近成立，⽽ Lagrange 和 Taylor 的情况是整体的公式。

我们注意到当 n = 1 时，Peano 余项的公式就是导数的定义。

当 n = 0 时，Lagrange 余项的公式就是 Lagrange 中值定理。

另外，如果要求 f 是 n-次连续可微的并且 n+1 次导数存在，那么 Lagrange 余项（或者 Taylor
余项）的公式成立，此时，根据连续性，Peano 余项的公式明显成立。

证明: 1) Peano 余项公式等价于证明

lim
x→a+

f(x)−
n∑
k=0

f (k)(a)

k!
(x− a)k

(x− a)n
= 0.

我们利⽤ L’Hôpital 法则逐次求导数（容易验证该法则所要求的条件）：

lim
x→a+

f(x)−
n∑
k=0

f (k)(a)

k!
(x− a)k

(x− a)n
= · · · = lim

x→a+

f (n−1)(x)− f (n−1)(a)− f (n)(a)(x− a)

n!(x− a)

=
1

n!
lim
x→a+

(f (n−1)(x)− f (n−1)(a)

x− a
− f (n)(a)

)
= 0.

最后⼀步是利⽤导数的定义。

2) 将 x 视作是固定的，我们定义

F (t) =
n∑
k=0

f (k)(t)

k!
(x− t)k = f(t) +

n∑
k=1

f (k)(t)

k!
(x− t)k.

我们对 t 求导数得到：

F ′(t) = f ′(t) +

n∑
k=1

f (k+1)(t)

k!
(x− t)k +

n∑
k=1

(−1)f (k)(t)

(k − 1)!
(x− t)k−1

= f ′(t) +
n∑
k=1

f (k+1)(t)

k!
(x− t)k −

n−1∑
ℓ=0

f (ℓ+1)(t)

ℓ!
(x− t)ℓ.

所以，

F ′(t) =
f (n+1)(t)

n!
(x− t)n.

现在考虑另⼀个关于 t 的函数（定义在 [a, x] 上）：

G(t) =
( x− t

x− a

)n+1

很明显，G′(t) 在 (a, x) 上不是零。根据 Cauchy 中值定理，存在 ξ ∈ (a, x)，使得

F ′(ξ)

G′(ξ)
=
F (x)− F (a)

G(x)−G(a)
.
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即
f (n+1)(ξ)

n! (x− ξ)n

−(n+1)(x−ξ)n
(x−a)n+1

=
F (x)− F (a)

−G(a)
= F (x)− F (a) = f(x)−

n∑
k=0

f (k)(a)

k!
(x− a)k.

整理即得 Lagrange 余项的公式。

3) 为了证明 Cauchy 余项的公式，我们同样考虑上述的 F (t)，但是我们将选取⼀个不同的 G：

G(t) =
x− t

x− a

很明显，G′(t) 在 (a, x) 上不是零。根据 Cauchy 中值定理，存在 ξ ∈ (a, x)，使得

F ′(ξ)

G′(ξ)
=
F (x)− F (a)

G(x)−G(a)
.

即
f (n+1)(ξ)

n! (x− ξ)n

−1
x−a

=
F (x)− F (a)

−G(a)
= F (x)− F (a) = f(x)−

n∑
k=0

f (k)(a)

k!
(x− a)k.

整理即得 Cauchy 余项的公式。

上⾯ Lagrange 余项的证明很有技巧性，（我）很难理解。如果有了积分作⼯具，我们可以给

出⼀个最⾃然的证明。我们现在给出另⼀个证明：我们知道，当 n = 1 时 Lagrange 余项的公式是

Lagrange 中值定理，我们下⾯利⽤中值定理证明的⽅法，来给出⼀个相对⾃然的（容易记住）证

明。为此，⾸先推⼴ Rolle 定理到⾼阶导数的情形：

引理 105. 假设 f ∈ Cn
(
[a, b]

)
并且在 (a, b) 上 n+ 1 次可导。如果 f 在 a 处的 n-次导数全为零，

即 f ′(a) = 0, · · · , f (n)(a) = 0 并且 f(a) = f(b)，那么存在 x0 ∈ (a, b)，使得 f (n+1)(c) = 0。

证明: 我们只要不停地⽤ Rolle 中值定理即可：由于 f(a) = f(b)，根据 Rolle 中值定理，存在

x1 ∈ (a, b)，使得 f ′(x1) = 0；由于 f ′(a) = f ′(x1) = 0，再⽤ Rolle 中值定理，我们就找到

x2 ∈ (a, x1)，使得 f ′′(x2) = 0；如此下去，我们得到 f ′′(x2) = f ′′′(x3) = · · · = 0。最后⼀步，就得

到了 f (n+1)(xn+1) = 0。选取 x0 = xn+1 即可。

我们仿照 Lagrange 中值定理的证明：先构造多项式 P (x)，使得 P (a) = f(a)，P ′(a) = f ′(a)，

· · ·，P (n)(a) = f (n)(a)，⽐如，我们取

Pn(x) =

n∑
k=0

f (k)(a)

k!
(x− a)k.

练习. 证明，如果多项式 P (x) 的次数 ⩽ n，那么满⾜上面条件的多项式是唯⼀的。
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为了应⽤⾼阶导数的 Rolle 定理，我们对 Pn(x) 略加改造：选取 λ ∈ R（存在且唯⼀），使得

P (b) = f(b)，其中 P (x) = Pn(x)+λ(x−a)n+1，λ =
f(b)− Pn(b)

(b− a)n+1
。我们现在考虑函数 f(x)−P (x)，

它满⾜⾼阶导数 Rolle 定理的条件，所以存在 c ∈ (a, b)，使得

f (n+1)(c)− P (n+1)(c) = 0.

利⽤ λ 的表达式，我们得到

f (n+1)(c)− (n+ 1)!
f(b)− Pn(b)

(b− a)n+1
= 0.

如果改写为 c = ξ，b = x，这就是 Lagrange 余项的 Taylor 公式。

注记. 满⾜ Peano 余项的 Taylor 展开公式是唯⼀的，即若假设函数 f : [a, b] → R（或者 C）在 a

处的⼀直到 n-次导数 f ′(a), · · · , f (n)(a) 都存在。那么，如果存在次数不超过 n 的多项式 P (x)，使

得当 x→ a+ 时，我们有

f(x) = P (x) + o
(
(x− a)n

)
.

那么，

P (x) =

n∑
k=0

f (k)(a)

k!
(x− a)k.

令 Q(x) = P (x)−
n∑
k=0

f (k)(a)

k!
(x− a)k，实际上按照 Peano 余项的 Taylor 展开公式，我们必然有

lim
x→a+

Q(x)

(x− a)n
= lim

x→a+

P (x)−
∑n

k=0
f (k)(a)
k! (x− a)k

(x− a)n
= 0.

由于 degQ ⩽ n，所以 Q = 0。

由此可见，如果限定的多项式的次数 ⩽ n，那么
n∑
k=0

f (k)(a)

k!
(x− a)k 是在 a 附近对 f(x) 最佳

的逼近。

例子. 我们有两个比较极端的例⼦：

1) 正弦函数 sinx：我们可以在 x = 0 处计算其导数（偶数次的导数都是零），从⽽得到它的

Peono 展开为：

sinx =

n∑
k=0

(−1)kx2k+1

(2k + 1)!
+ o(|x|2n+2).

这和 sinx 的解析表达式之间似乎是⼀致的（我们暂时不研究这⼀点）。

2) 我们考虑如下的函数

f(x) =

e
− 1

x2 , x > 0;

0, x ⩽ 0

那么函数在 0 点处的所有导数都是 0，从⽽对任意的 n ⩾ 1，

f(x) = o(|x|n).

当然，f(x) 不是零。
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17 凸函数，利用 Jensen 不等式证明常见的不等式

⼆零⼀九年⼗⼀⽉⼗四⽇，星期四，晴天

微分的应用：凸函数的性质和常用不等式

我们给出凸函数的五种刻画：

定理 106. I 是 R 上的区间，给定 I 上定义的实值函数 f : I → R。那么，五个性质是等价的：

1) 对任意的 x, y ∈ I，任意的 t ∈ [0, 1]，我们有

f
(
tx+ (1− t)y

)
⩽ tf(x) + (1− t)f(y).

从图形上来看，任给 f 的图像上两个点，这两个点之间的函数图像落在这两个点所连线段的

下⽅。

x y

2) 对任意的 x, y, z ∈ I，如果 x < y < z，那么

f(y)− f(x)

y − x
⩽ f(z)− f(x)

z − x
⩽ f(z)− f(y)

z − y
.

我们可以通过函数图像形象的记忆这⼀串不等式：

x y z

3) 对任意 a ∈ I，如下定义的函数

I − {a} → R, x 7→ f(x)− f(a)

x− a
,

是变量 x 的增函数。
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4) 对任意的 x, y, z ∈ I，如果 x < y < z，那么

det


1 1 1

x y z

f(x) f(y) f(z)

 ⩾ 0.

5) 集合 Γ⩾f =
{
(x, y)

∣∣x ∈ I, y ⩾ f(x)
}
⊂ R2（即函数图像上⽅的部分）是凸集

如果函数 f 满⾜上述条件之⼀，我们就称 f 是凸函数。如果 −f 是凸函数，我们就称 f 是凹函数。

注记. V 是 R-线性空间，C ⊂ V 是⼦集。如果对任意的 x, y ∈ C，任意的 t ∈ [0, 1]，tx+(1−t)y ∈ C，

即 x 和 y 所连线段落在 C 中，我们就称 C 是凸集。

注记. 上述对凸性的刻画本质上是⼏何的，叙述中并没有涉及到函数的连续性等。有意思的是，凸

性的⼏何定义可以推出函数的若⼲分析性质，比如连续性、可微性之类的。

证明: 我们转⼀圈来证明前⾯四个命题之间的等价性：

1) ⇒ 2) 由于 y ∈ (x, z)，所以存在 t ∈ (0, 1)，使得 y = tx+ (1− t)z，其中 t =
y − z

x− z
。所以，

f(y) ⩽ tf(x) + (1− t)f(z) =
y − z

x− z
f(x) +

x− y

x− z
f(z).

这个不等式等价于 2) 中的不等式（直接计算）。

2) ⇔ 3) 2) 中左侧的不等式讲的就是这个函数是递增的。

3) ⇒ 4) 我们注意到

det


1 1 1

x y z

f(x) f(y) f(z)

 = (z − x)(y − x)
(f(z)− f(x)

z − x
− f(y)− f(x)

y − x

)
.

利⽤ 3) 中的单调性，这个值明显是⾮负的。

4) ⇒ 1) 我们不妨设 x ⩽ y，我们对下⾯的式⼦展开：

det


1 1 1

x tx+ (1− t)y y

f(x) f(tx+ (1− t)y) f(y)

 ⩾ 0.

这等价于

(y − x)
(
(1− t)

(
f(y)− f(x)

)
−
(
f(tx+ (1− t)y)− f(x)

))
⩾ 0.

整理⽴得。
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最终，我们来证明 5) ⇔ 1) ：假设 Γ⩾f 是凸集，那么对任意的 x, y ∈ I，我们有 (x, f(x)), (y, f(y)) ∈
Γ⩾f，所以，对任意的 t ∈ [0, 1]，我们有

(tx+ (1− t)y, tf(x) + (1− t)f(y)) ∈ Γ⩾f .

按照 Γ⩾f 的定义，我们有 f(tx+ (1− t)y) ⩽ tf(x) + (1− t)f(y))。

反之，假设 1) 成⽴，任选 (x1, y1), (x2, y2) ∈ Γ⩾f，按照定义 y1 ⩾ f(x1)，y2 ⩾ f(x2)。考虑这

两个点所连线段上的任意⼀个点 (x, y) = t(x1, y1) + (1− t)(x2, y2)，其中 t ∈ [0, 1]。根据 1)，我们

知道

f(x) ⩽ tf(x1) + (1− t)f(x2) ⩽ ty1 + (1− t)y2 = y,

所以 (x, y) ∈ Γ⩾f。

根据等价定义中的第⼀条，我们可以证明：

命题 107 (Jensen 不等式). 假设 f : I → R 是凸函数，那么对任意的 x1, · · · , xn ∈ I 和任意的

t1, · · · , tn ∈ [0, 1]，其中 t1 + t2 + · · ·+ tn = 1，我们有

f(t1x1 + · · ·+ tnxn) ⩽ t1f(x1) + · · ·+ tnf(xn).

证明: 我们对 n 进⾏归纳。n = 2 时，这是定义；假设对 n 成⽴，考虑 n+ 1 的情形。对任意给定

的 x1, · · · , xn+1 ∈ I，t1, · · · , tn+1 ∈ [0, 1]，其中 t1 + t2 + · · ·+ tn+1 = 1，我们有

f(t1x1 + · · ·+ tnxn + tn+1xn+1) = f
(
(1− tn+1)

t1x1 + · · ·+ tnxn
1− tn+1

+ tn+1xn+1).

不难看出，
t1x1 + · · ·+ tnxn

1− tn+1
∈ I，此时我们⽤等价定义中的第⼀条，就得到

f(t1x1 + · · ·+ tnxn + tn+1xn+1) ⩽ (1− tn+1)f
( t1
1− tn+1

x1 + · · ·+ tn
1− tn+1

xn
)
+ tn+1f(xn+1)

⩽ (1− tn+1)

(
t1

1− tn+1
f(x1) + · · ·+ tn

1− tn+1
f(xn)

)
+ tn+1f(xn+1)

= t1f(x1) + · · ·+ tn+1f(xn+1).

这就完成了证明。

注记. 我们会利用这个命题来证明很多经典的不等式。

⼀个凸函数可以不连续，⽐如说下图所⽰的函数

a b
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它在左端点处不连续。然⽽，这是⼀个凸函数可能不连续的唯⼀⽅式：

定理 108. I ⊂ R 是区间，f : I → R 是凸函数，我们令 I̊ 为 I 的内部（对于 I = [a, b], [a, b), (a, b]

或 (a, b)，那么 I̊ = (a, b)），那么

1) f ∈ C(I̊)。

2) 对任意的 x0 ∈ I̊，f 在 x0 处的左导数 f ′−(x0) 和右导数 f ′+(x0) 存在。进⼀步，它们满⾜

f ′−(x0) ⩽ f ′+(x0).

3) 对任意的 x, y ∈ I̊，如果 x < y，那么我们有

f ′−(x) ⩽ f(y)− f(x)

y − x
⩽ f ′+(y).

4) 左右导数 f ′± : I̊ → R 是递增的函数。

证明: 任意选定 x0 ∈ I̊。存在 h1, h2 > 0，x0 − h1, x0 + h2 ∈ I̊，对三个点 x0 − h1, x0 和 x0 + h2 ⽤

凸性的第⼆个等价定义，我们得到

f(x0)− f(x0 − h1)

h1
⩽ f(x0 + h2)− f(x0)

h2
,

根据凸性的第三个等价定义，由于上述不等式的右边是 h2 的增函数，令 h2 → 0，我们⽴即得到右

导数的存在性；类似地，如果令 h1 → 0，我们就得到左右导数存在性。既然左右导数都存在，那

么，f ⾃然在 I̊ 上连续。

为了证明 3)，我们先令 h2 → 0，从⽽，

f(x0)− f(x0 − h1)

h1
⩽ f ′+(x0),

令 x0 = y，x0 − h1 = x，我们就得到了 3) 中不等式的右边；左边类似可得。

为了证明 4)，我们考虑 3) 中的不等式

f ′−(x) ⩽ f(x)− f(y)

x− y
⩽ f(x)− f(z)

x− z
,

其中 x < z < y，后⼀个不等式是运⽤凸性的第三个等价定义。再令 z → x（z < x）就证明了结

论。

上述分析性质基本上刻画了凸函数：

定理 109. 假设 I 是开区间，f : I → R 是函数。如下两个性质等价：

1) f 是凸函数；

2) f 是连续函数，f 的右导数处处存在并且是增函数。
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证明: 只要说明 2)⇒1) 即可：我们固定 I 中的三个点 x < y < z，对任意的 t ∈ [y, z]，我们有

f ′+(y) ⩽ f ′+(t) ⩽ f ′+(z)。我们定义函数

g : [y, z] → R, t 7→ f(t)− tf ′+(y).

那么，对于 t ∈ (y, z)，g 在 t 处的右导数 g′+(t) = f ′+(t)− f ′+(y) ⩾ 0。把这个和导数的性质做类

⽐，我们想说明 g 是 t ∈ (y, z) 的增函数：

引理 110. 假设 g : [a, b] → R 是连续函数并且右导数在每个点处都定义。如果对任意的 t ∈ (a, b)，

我们都有 g′+(t) ⩾ 0，那么 g(a) ⩽ g(b)。

先假设引理是成⽴的，那么我们有 g(z) ⩾ g(y)，经过整理，我们得到

f ′+(y) ⩽ f(z)− f(y)

z − y
.

类似地，我们可以证明

f ′+(y) ⩾ f(y)− f(x)

y − x
.

从⽽，
f(y)− f(x)

y − x
⩽ f(z)− f(y)

z − y
.

所以，我们有

det


1 1 1

x y z

f(x) f(y) f(z)

 = det


1 0 0

x y − x z − y

f(x) f(y)− f(x) f(z)− f(y)

 ⩾ 0.

这表明 f 是凸函数。

引理的证明.（证明的重要想法：退 ε-步海阔天空）任意选定 ε > 0，令

φε : [a, b] → R, x 7→ −(g(x)− g(a))− ε(x− a).

此时，φ′+
ε ⩽ −ε < 0，我们实质上想证明这是⼀个递减的函数，如果成⽴的话，那么

φε(a) ⩾ φε(b) ⇒ 0 ⩾ φε(b)︸ ︷︷ ︸
过渡的结论

⇒ g(b)− g(a) ⩾ −ε(b− a).

令 ε→ 0 就得到了要证明的结论。

我们现在直接证明上述过渡的结论。为此，定义

Xε =
{
x ∈ [a, b]

∣∣φε(x) ⩽ ε
}

由于 X = [a, b] ∩ (φε)
−1
(
(−∞, ε]

)
是闭集，所以它的上确界 c = supXε ∈ Xε。我们想证明 b ∈ X

（从⽽，ε ⩾ φε(b)，令 ε→ 0，过渡性结论就成⽴了），即要证明 c = b。
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因为 φε(a) = 0，所以 a ∈ Xε。特别地，根据 φε(x) 的连续性，存在 δ > 0，使得 [a, a+δ) ⊂ Xε。

所以 Xε ̸= ∅ 并且 c > a。

我们⽤反证法证明 c = b：如若不然，我们假设 c < b。先说明 φε(c) = ε，这因为按照定义

φε(c) ⩽ ε，如果等号不成⽴，那么 φε(c) < ε，根据 φε(x) 的连续性，存在⽐ c 略⼤的数使得其值

仍然不超过 ε，这就与 c = supXε ⽭盾。

其次根据右导数的信息，φ′+
ε (c) ⩽ −ε，利⽤右导数的定义，存在 h0 > 0，使得当 h ∈ [0, h0)

时，我们有
φε(c+ h)− φε(c)

h
< −1

2
ε.

从⽽，

φε(c+ h) < ε− 1

2
εh < ε.

这表明 [c, c+ h0) ⊂ Xε，这和 c 是上确界⽭盾。

推论 111. 假设 I ⊂ R 是开区间，f 是 I 上⼆次可微的实值函数。如下两个陈述是等价的：

1) f 是凸函数；

2) f ′′ ⩾ 0。

证明: 这是上⾯定理的直接推论。

注记. 这个推论是最常用的来判断凸性的⼯具，因为函数⼆阶导数通常容易计算。

推论 112 (函数图像的⽀撑直线). f : I → R 是区间 I 上的凸函数，x0 ∈ I̊。考虑 R2 上的过

(x0, f(x0)) 直线

ℓm = {(x, y) ∈ R2|y = m(x− x0) + f(x0)},

其中斜率 m ∈ R。那么，ℓm 在 f 的图像之下当且仅当 f ′−(x0) ⩽ m ⩽ f ′+(x0)。

x0

`m

f(x0)

`f ′+(x0)

`f ′−(x0)

证明: 定理的证明过程表明，当 x > x0 时，我们有

f ′+(x0) ⩽
f(x)− f(x0)

x− x0
⇒ f(x) ⩾ f(x0) + (x− x0)f

′+(x0).

反过来，当 x < x0 时，我们有

f(x) ⩾ f(x0) + (x− x0)f
′−(x0).
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据此，当 m ⩽ f ′+(x0) 时，在 x0 的右边，该直线在 f 的图像之下；当 m ⩾ f ′−(x0) 时，在 x0 的

做边，该直线在 f 的图像之下。

反之，假设 ℓm 在 f 的图像之下，在 x0 处的右边的时候，我们有 f(x) ⩾ m(x− x0) + f(x0)，

从⽽

f ′+(x0) = lim
x→x+0

f(x)− f(x0)

x− x0
⩾ m.

类似地，我们可以证明另⼀边的不等式。

用凸函数证明常见的不等式

我们给出两个例⼦：Minkowski 不等式和算术-⼏何平均值不等式。

1) 假设 p ⩾ 1，对于 x ∈ [0, 1]，函数 f(x) = (1− x
1
p )p 是凸函数，这因为

f ′(x) = −px
1
p
−1(

1− x
1
p
)p−1

是递增的函数（求两次导数的表达式不是很简单）。假设 ai, bi ∈ R⩾0 并且假设 ai+ bi ̸= 0，其

中 i = 1, 2, · · · , n。我们令

xi =
api

(ai + bi)p
, ti =

(ai + bi)
p

n∑
k=1

(ak + bk)
p

.

Jensen 不等式给出了如下所谓的 Minkowski 不等式：( n∑
k=1

(ak + bk)
p
) 1

p ⩽
( n∑
k=1

apk

) 1
p
+
( n∑
k=1

bpk

) 1
p
.

作为推论，对于线性空间 V = Rn，我们定义

∥x∥p =
( n∑
k=1

xpk

) 1
p
,

其中，x = (x1, · · · , xp)。此时，Minkowski 不等式讲的是

∥x∥p + ∥y∥p ⩾ ∥x+ y∥p.

这表明 ∥x∥p 是范数（p = 2 或者 1 我们更熟悉）。另外，我们还可以采取如下的范数：

∥x∥∞ = sup
k⩽n

|xk|.

2) 函数 − logx 是 R>0 上的凸函数，这因为

(− logx
)′′

=
1

x2
⩾ 0
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假设 x1, · · · , xn 是正数，根据 Jensen 不等式，我们有

− log
(
1

n
x1 + · · ·+ 1

n
xn

)
⩽ − 1

n
log(x1)− · · · − 1

n
log(xn).

这个等价于算术-⼏何平均值不等式：

1

n

(
x1 + · · ·+ xn

)
⩾
(
x1 · · ·xn

) 1
n .
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17.1 作业：Émile Borel 引理，Peano 的证明

清华大学 19-20 秋季学期，数学分析一，作业 7

请⽤ A4 ⼤⼩的纸张正反面⽤钢笔，签字笔或者圆珠笔书写，并注明⾃⼰的姓名，年级和

作业的总页数。除定理公式所涉及的⼈名之外，请使⽤中文。本次作业的提交时间和地点

为 11 月 21 日上午的课堂上，逾期视作零分。

基本习题

习题 A：中值定理和 Taylor 展开
如果不额外说明，f 总代表⼀个区间 I 上定义的函数。

A1) 设 f 在点 x 处有⼆阶导数。证明，下⾯的极限给出了⼆阶导数：

f ′′(x) = lim
h→0

f(x+ h) + f(x− h)− 2f(x)

h2

A2)（Taylor 展开式的唯⼀性，Peano 余项）。假设 f 在 x0 附近的函数，并且当 x→ x0 是，满⾜

f(x) = a0 + a1(x− x0) + a2(x− x0)
2 + · · ·+ an(x− x0)

n + o(|x− x0|n)

= b0 + b1(x− x0) + b2(x− x0)
2 + · · ·+ bn(x− x0)

n + o(|x− x0|n)

其中 ai, bi, i = 0, · · · , n 是实数，那么，对任意的 i，我们都有 ai = bi。

A3) 假设 f 在 0 处有 n 阶导数。证明，如果 f(x) 是偶函数（奇函数），f 在 0 处的 Taylor 展开

式（Peano 余项）中只有 x 的偶次项（奇数项）。

A4)（Rolle 定理的简单推⼴）设函数在有限或⽆穷的区间 (a, b) 上可微并且 lim
x→a+

f(x) = lim
x→b−

f(x)。

证明，存在 x0 ∈ (a, b)，使得 f ′(x0) = 0。

A5) 设函数 f ∈ C0([a, b]) 并且在 (a, b) 上可微。证明，f 在 [a, b] 上严格递增的充分必要条件是对

任意 x ∈ (a, b)，f ′(x) ⩾ 0 并且在任意⼦区间 (c, d) ⊂ (a, b) 上，f ′(x) 不恒等于 0。

A6) g ∈ C(R) 在 R 上可微。假设存在常数 M，使得 sup
x∈R

|g′(x)| ⩽M。对任意的 ε > 0，我们定义

fε(x) = x+ εg(x).

证明，存在仅依赖于 M 的常数 δ = δ(M) > 0，使得当 ε < δ 时，f : R → R 是双射。

A7) 设函数 f 在 [a, b] 上有两阶导数并且 f ′(a) = f ′(b) = 0。证明，存在 c ∈ (a, b) 使得

|f ′′(c)| ⩾ 4

(b− a)2
|f(b)− f(a)|
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A8) 假设 f 在 R 上⼆次可导，对 k = 0, 1, 2，我们假设 Mk = sup
x∈R

|f (k)(x)| 都是有限的。证明，

M2
1 ≤ 2M0M2。

A9) 假设 f 在 (0,+∞)上⼆次可导，f ′′ 在 (0,+∞)上有界并且 lim
x→+∞

f(x) = 0。证明， lim
x→+∞

f ′(x) =

0。

习题 B ⽤ L’Hôpital 法则求极限：

(1) lim
x→+∞

logx
xa

, a > 0 (2) lim
x→+∞

xa

bx
, a > 0, b > 1 (3) lim

x→0

eax − ebx

sin ax− sin bx

(4) lim
x→0

tanx− x

x− sinx (5) lim
x→0

1− cosx2
x2 sinx2 (6) lim

xt01

√
2x− x4 − 3

√
x

1− x4/3

(7) lim
x→1−

log(x) log(1− x) (8) lim
x→0+

log sin ax
log sin bx , a, b > 0 (9) lim

x→0+
xx

(10) lim
x→1

x
1

1−x (11) lim
x→1

(
1

logx − 1

x− 1

)
(12) lim

x→0+
(sinx)x

(13) lim
x→0

(
sinx
x

)1/(1−cosx)
(14) lim

x→a

ax − xa

x− a
, a > 0 (15) lim

x→+∞

(1 + 1/x)x − e

1/x

(16) lim
x→+∞

xlogx

(logx)x (17) lim
x→+∞

[
(x+ a)1+1/x − x1+

1
x+a

]
(18) lim

x→+∞

[
3
√
x3 + x2 + x+ 1−

√
x2 + x+ 1 · log(e

x + x)

x

]
习题 C 求下列函数在给定区间上的最⼤值和最⼩值：

1) f(x) = x4 − 2x2 + 5，x ∈ [−2, 2]； 2) f(x) = 2x

1 + x2
，x ∈ R；

3) f(x) = arctanx− 1

2
log(1 + x2)； 4) f(x) = x logx，x ∈ (0,+∞)0；

5) f(x) =
√
x logx，x ∈ (0,+∞)； 6) f(x) = 2 tanx− tan2 x，x ∈ [0, π2 )。

习题 D（极⼤值的判定，重要）f 在 (a, b) 上可微。假设对于 x0 ∈ (a, b)，我们有 f ′(x0) = 0。

D1) 证明，f 在 x0 处取局部极⼤值的⼀个充分条件是：存在某⼀邻域 (x0 − δ, x0 + δ) ⊂ (a, b)，使

得

f ′(x) =

< 0, 对所有的 x ∈ (x0 − δ, x0);

> 0, 对所有的 x ∈ (x0, x0 + δ).

D2)（最重要的判别⽅法，有很多应⽤） 证明，如果 f ′′(x0) 存在并且 f ′′(x0) < 0，那么 f 在 x0

处取局部极⼤值。

D3) 假定 f 在 x0 处有 n 阶导数，f ′(x0) = · · · = f (n−1)(x0) = 0 并且 f (n)(x0) ̸= 0，试讨论 f 在

x0 处取局部极⼤值的条件（对 n 分奇偶讨论）。
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习题 E（提⽰：利⽤中值定理和 n-次多项式的⾄多（恰好）有 n 个根）

E1) 证明，如果实系数多项式 Pn(x) = anx
n+an−1x

n−1+ · · ·+a0 的根都是实数（不妨设 an ̸= 0），

那么它的逐次导函数 P ′
n(x)，P ′′

n (x) ，· · ·，P
(n−1)
n (x) 的根也都是实数。

E2) 证明，Legendre 多项式 Pn(x) =
1

2nn!

dn

dxn
(x2− 1)n 的根都是实数并且包含于区间 (−1, 1) 中。

E3) 证明，Ln(x) =
ex

n!

dn

dxn
(e−xxn) 是多项式（被称作是 Laguerre 多项式）并且它所有的根都是

正实数。

E4) 证明，Hn(x) = (−1)nex
2 dn

dxn
(e−x

2
) 是多项式（被称作是 Hermite 多项式）并且它所有的根

都是实数。

习题 F（Émile Borel 引理）

第⼀部分：截断函数的构造

F1) 定义函数 ϕ : R → R：

ϕ(x) =

e
− 1

x2 , x > 0;

0, x ⩽ 0.

证明，ϕ ∈ C∞(R)。

F2) 定义函数 χ : R → R：

χ(x) =
ϕ(2− |x|)

ϕ(2− |x|) + ϕ(|x| − 1).

证明，χ(x) ∈ C∞(R) 并且 χ
∣∣[−1, 1] ≡ 1，χ

∣∣
(−∞,−2]∪[2,∞)

≡ 0，0 ⩽ χ(x) ⩽ 1 并且是偶函数。

F3) 证明，对任意的 0 < a < b，存在光滑偶函数 ρ(x) ∈ C∞(R)，使得 ρ
∣∣[−a, a] ≡ 1，ρ

∣∣
(−∞,−b]∪[b,∞)

≡
0，0 ⩽ ρ(x) ⩽ 1。

F4) 证明，存在偶函数 ψ ∈ C∞(Rn)，使得 ψ
∣∣
{x||x|⩽1} ≡ 1，χ

∣∣
{x||x|⩾2} ≡ 0，0 ⩽ ψ(x) ⩽ 1。

第⼆部分：逐项求导定理

I = [a, b] 是闭区间，{fk}k⩾0 是 C1(I) 的⼀列函数，我们假设
∞∑
k=0

fk 在 I 上逐点收敛，即对

任意的 x ∈ I，
∞∑
k=0

fk(x) 收敛，我们记 f(x) =
∞∑
k=0

fk(x)。
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F5) 我们假设函数级数
∞∑
k=0

f ′k(x) 在 I 上绝对收敛，即数项的级数
∞∑
k=0

∥f ′k∥∞ 收敛，其中 ∥f∥∞ =

sup
x∈I

|f(x)|。证明，f 是可导的并且 f ′(x) =

∞∑
k=0

f ′k(x)。（提⽰：设法将求和拆
∞∑
k=0

=

N∑
k=0

+

∞∑
k=N+1

）

F6)（逐项求导定理）I = [a, b] 是闭区间，{fk}k⩾0 是 C1(I) 的⼀列函数，我们假设
∞∑
k=0

fk 在 I 上

逐点收敛。如果函数级数
∞∑
k=0

f ′k(x) 在 I 上⼀致收敛，那么 f 是可导的并且 f ′(x) =

∞∑
k=0

f ′k(x)。

F7) 试利⽤逐项求导定理计算 ex 的导数。

第三部分：Borel 引理的证明

我们现在任意给定⼀个数列 {ak}k⩾0。

F8) 对任意给定的正数 λk > 0，试计算函数 fk(x) =
ak
k!
xkχ(tkx) 在 x = 0 处的任意阶导数（包括

零阶）。

F9) 证明，当 k ⩾ 2n 时，我们有

f
(n)
k (x) = ak

n∑
ℓ=0

(
n

ℓ

)
tn−ℓk

(k − ℓ)!
xk−ℓχ(n−ℓ)(tkx).

F10)（Borel 引理）任意给定⼀个数列 {ak}k⩾0，证明，存在 R 上的光滑函数 f，使得对任意的 k ⩾ 0，

f (k)(0) = ak。（提⽰：略难。）

第四部分：Peano 对 Borel 引理的证明 （选做部分，不交作业）

F11) {ck}k⩾0 和 {bk}k⩾0 是两个序列，其中 bk 都是正数。证明，

( ckx
k

1 + bkx2

)(n)
(0) =

n!(−1)jcn−2jb
j
n−2j , 若 k = n− 2j, j ∈ Z⩾0;

0, 其它情形.

F12) 证明，存在常数 C，对任意的 k ⩾ n+ 2，对任意的 x，我们有∣∣∣( ckx
k

1 + bkx2

)(n)
(x)
∣∣∣ ⩽ C(n+ 1)!

|ck|k!
bk

|x|k−n−2.

F13) 证明，当 {ck}k⩾0 给定的时候，我们可以选取 bk，使得 bk 仅依赖于 ck 的选取，并且函数级

数 f(x) =
∞∑
k=0

ckx
k

1 + bkx2
是⽆限次可微分的。
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F14) 证明，f(0) = c0，f ′(0) = c1，并且当 n ⩾ 2 时，我们有

f (n)(0)

n!
= dn +

⌊n
2
⌋∑

j=1

(−1)jcn−2jb
j
n−2j .

F15) 证明，我们可以通过恰当的选取 {ck}k⩾0 和 {bk}k⩾0 来证明 Borel 引理。

以下为上学期期中考试的 B 部分，供同学参考，不交作业

题目 B 考虑在整个实数上定义的函数 f : R → R。

• 如果存在正实数 A（不是⽆穷），使得对任意的 x ∈ R，都有 |f(x)| ⩽ A，我们就称 f 是有界

的。我们将 R 上定义的所有有界函数的集合记作 B。

• 如果存在正实数 B（不是⽆穷），使得对任意的 x, y ∈ R，都有 |f(x)− f(y)| ⩽ B|x− y|，我

们就称 f 是 Lipschitz 函数。我们将 R 上定义的所有 Lipschitz 函数的集合记作 L。

假设 a, λ ∈ R，f ∈ B ∩ L，这个问题的⽬的是找到⼀个函数 F ∈ L 来解下⾯的函数⽅程：

F (x)− λF (x+ a) = f(x), x ∈ R. · · · · · · (⋆)

第一部分：Lipschitz 函数的基本性质

B1) 证明，如果 f, g ∈ B ∩ L，那么它们的乘积 fg ∈ L。

B2) 证明，如果 f 是 R 上的可微函数并且 f ∈ L，那么 f ′ ∈ B。

B3) 证明，如果 f 是 R 上的可微函数并且 f ′ ∈ B，那么 f ∈ L。

B4) 如果 f ∈ B 并且存在正实数 B，使得对任意的 x, y ∈ R，|x−y| ⩽ 1，我们都有 |f(x)−f(y)| ⩽
B|x− y|，证明，f ∈ L。

第二部分：当 |λ| < 1 时，方程 (⋆) 的解，其中 f ∈ B ∩ L。

我们在这⼀部分假设 |λ| < 1。

B5) 假设 F 满⾜ (⋆)，证明，对任意的 x ∈ R 和 n ∈ Z⩾1，我们都有

F (x) = λnF (x+ na) +

n−1∑
k=0

λkf(x+ ka) 和 F (x) = λ−nF (x− na)−
n−1∑
k=0

λ−kf(x− ka).

请任选其⼀来证明即可。
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B6) 证明，对任意的 x ∈ R，级数
∑
k⩾0

λkf(x+ ka) 是收敛的。

B7) 根据上述，对每个 x ∈ R，我们定义 F (x) =
∑
k⩾0

λkf(x+ ka)。证明，F ∈ L 并且解⽅程 (⋆)。

B8) 证明，如果 F1, F2 ∈ L 都满⾜⽅程 (⋆)，那么 F1 = F2。

B9) 在 (⋆) 中取函数 f(x) ≡ 1，试求⽅程的解 F1；

在 (⋆) 中取函数 f(x) = cos(x)，证明，F2(x) =
cos(x)− λ cos(x− a)

1− 2λ cos(a) + λ2
是 (⋆) 的解。

第三部分：当 |λ| > 1 时，方程 (⋆) 的解，其中 f ∈ B ∩ L。

B10) 参照第⼆部分的结论，试陈述当 |λ| > 1 时应当如何来解⽅程。你的陈述不要超过 100 个汉

字。

B11) 当 |λ| > 1 时，在 (⋆) 中取函数 f(x) ≡ 1，试求⽅程的解 F1；当 |λ| > 1 时，在 (⋆) 中取函数

f(x) = cos(x)，试求 (⋆) 的解 F2(x)。

第四部分：当 |λ| = 1 时的情形。

B12) 假设 λ = 1。证明，存在⾮零的函数 F ∈ L，使得对任意的 x，我们都有 F (x)−F (x+a) = 0。

B13) 假设 λ = 1。在 (⋆) 中取函数 f(x) = cos(x)。证明，如果 cos(a) ̸= 1，那么存在 F ∈ L 是 (⋆)

的解。进⼀步阐述这个解是否唯⼀？

B14) 假设 λ = 1。在 (⋆) 中取函数 f(x) = cos(x)。证明，如果 a = 2π，那么我们不能在 L 中找到

F，使得 F 是 (⋆) 的解。

B15) 假设 λ = −1。证明，存在⾮零的函数 F ∈ L，使得对任意的 x，我们都有 F (x)+F (x+a) = 0。

B16) 假设 λ = −1，a = 1，f ∈ L，f 是递减的并且 lim
x→+∞

f(x) = 0，f 可微并且 f ′ 是递增的。证

明，存在 F ∈ L，解如下⽅程：

F (x) + F (x+ 1) = f(x), x ∈ R.

进⼀步，如果我们要求 F ∈ L 并且 lim
x→+∞

F (x) = 0，那么这样的解是存在唯⼀的。
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18 Riemann 积分的定义：区间的分划，简单函数，Riemann 可积函数

⼆零⼀九年⼗⼀⽉⼗七⽇，星期⼀，晴天

一维的 Riemann 积分

假设 a < b 是实数，I = [a, b] 是⼀个闭区间，我们定义所谓的分划的概念：选取 n+ 1 个实数

a0, a1, a2, · · · , an，使得 a = a0 < a1 < · · · < an−1 < an = b。这些有序的数将 I 分成了 n 份，

I = [a0, a1] ∪ [a1, a2] ∪ · · · ∪ [an−1, an]

我们将上⾯的对象（这 n+1 个有序实数）称为是 I 的⼀个有限）分划。我们把 I 上所有分划所组

成的集合记作 S(I)，为了简单起见，我们通常把它写成 S。给定⼀个分划 σ ∈ S，假设它对应着上

述的 n+ 1 个数 a = a0 < a1 < · · · < an−1 < an = b，我们把下⾯的量称作是分划 σ 的步长：

|σ| = max
0⩽i⩽n−1

|ai − ai+1|.

我们把 {a0, a1, a2, · · · , an} 称作是分划 σ 的分割点。很明显，给定 I 的⼀个分划 σ ∈ S 等价于给定

包含 I 两个端点的（I 的）有限⼦集（= 分割点的集合）。

例子. 我们可以将 I 均分为 n 份：ak = a+
k

n
(b− a)，其中 k = 0, 1, · · · , n。这是 I 的⼀个步长为

b− a

n
的分划。

考虑 I 的两个分划 σ, σ′ ∈ S，如果 σ 的分割点的集合是 σ′ 的分割点的集合，我们就称 σ′ 比

σ 细并记作 σ′ ≺ σ。对于 σ′ ≺ σ，我们还说 σ′ 是 σ 的加细。特别地，任给两个 σ1 和 σ2，我们⽤

σ1 ∪ σ2 表⽰把它们两个分割点放到⼀起所对应的分划，这是 σ1 和 σ2 共同的加细。和明显，(S,≺)

满⾜下⾯的三条性质：

1) 如果 σ ≺ σ′，σ′ ≺ σ，那么 σ = σ′；

2) 如果 σ ≺ σ′，σ′ ≺ σ′′，那么 σ ≺ σ′；

3) 对任意的 σ, σ ∈ S，⼀定存在 σ′′，使得 σ′′ ≺ σ 并且 σ′′ ≺ σ′。

在定义积分之前，我们先做如下的注解：

注记. 在下面关于积分的构造过程中，尽管我们只考虑实值函数，但是⼤部分的理论对函数 f : I →
V 都成立，其中 V 是⼀个赋范线性空间。在应用的时候，V = C 或者 Mn(R) 是重要的。另外，我

们注意到 Mn(R) 的时候两个函数还可以相乘，此时和乘积有关的定理也都成立。

定义 113. 给定函数 f : I → R，如果存在⼀个分划 σ = {a = a0 < a1 < · · · < an−1 < an = b}，使

得 f 在每个开区间 (ai, ai+1) 上面都是常值，我们就称 f 是阶梯函数或者简单函数。我们将 I 上

阶梯函数的全体记作 E(I)。
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注记. 首先，函数在分割点 ai 的值可以任意选取，这对于后面定义积分是⽆关紧要的。

其次，对给定的 f ∈ E(I)，可能存在另⼀个分划 σ′ = {a = a′0 < a′1 < · · · < a′m−1 < a′m = b}，
使得 f 在每个开区间 (a′j , a

′
j+1) 上面都是常值。

引理 114. 给定有界闭区间 I，它上面的阶梯函数空间 E(I) 满⾜如下的性质：

1) E(I) 是 R-线性空间。（如果 f 在⼀个 C-线性空间中取值，那么 E(I) 是 C-线性空间）

2) 对任意的 f, g ∈ E(I)，fg ∈ E(I)。（如果 V = C 或者 Mn(C)，这个结论仍然成立）

3) 任意给定映射 φ : R → R，那么复合函数 φ ◦ f 是阶梯函数。（对于在赋范线性空间 V 中取

值的阶梯函数 f 和任意的赋范线性空间之间的映射 V φ : V → V ′，它们的复合仍然是阶梯函

数）

4) 假设 f ∈ E(I)，那么 |f | : x 7→ |f(x)| 是阶梯函数。（对于在赋范线性空间 (V, ∥ · ∥) 中取值的

阶梯函数 f，我们就考虑 ∥f∥）

证明: 4) 是 3) 的推论（与绝对值函数复合），⽽ 3) 证明是显然的。我们现在来证明 1)，2) 的证明

如出⼀辙，我们将会略去。

为了证明 E(I) 是 R-线性空间，我们说明如果 f1, f2 ∈ E(I)，那么 f1 + f2 ∈ E(I)，其余的关于

线性空间的公理类似可以证明：假设 σ1 和 σ2 是和 f1 以及 f2 相对应的分划，我们⽤ σ = σ1 ∪ σ2
表⽰把它们两个分割点放到⼀起所对应的分划并假设 σ = {a = a0 < a1 < · · · < an−1 < an = b}。
很明显，f1 和 f2 在每⼀个 (ai, ai+1) 上都是常数，所以 f1+ f2 在每⼀个 (ai, ai+1) 上都是常数，其

中 i = 0, 1, · · · , n− 1。

我们现在来定义 f ∈ E(I) 的函数图像所围出的⾯积（可以有符号）：

a0 a1 a2

y = f(x)

x

y

an = b

假设 f 是与 σ ∈ S 相容的阶梯函数，其中 σ = {a = a0 < a1 < · · · < an−1 < an = b} 令

f
∣∣
(ai,ai+1)

≡ fi，我们按照直观来定义：

Sσ(f) = (a1 − a0)f1 + (a2 − a1)f2 + · · ·+ (an − an−1)fn.

然⽽，可能存在另外⼀个分划 σ′ ∈ S，σ′ 与 f 也相容。如果 σ′ = {a = a′0 < a;1< · · · < a′m−1 <

a′m = b}，那么 f
∣∣
(a′i,a

′
i+1)

≡ f ′i，所以我们还可以如下地定义⾯积：

Sσ′(f) = (a′1 − a′0)f1 + (a′2 − a′1)f
′
2 + · · ·+ (a′m − a′m−1)f

′
m.
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为了说明我们的⾯积是良好定义的，就需要说明 Sσ(f) = Sσ′(f)。实际上，考虑这两个分划共同

的加细 σ ∪ σ′，f 与这个新的分划也相容，所以只要说明当 σ ≺ σ 时，S(f) = S′(f) 即可：因为

σ ∪ σ′ ≺ σ，σ ∪ σ′ ≺ σ′，所以

Sσ(f) = Sσ∪σ′(f) = Sσ′(f).

这个简单的推理在之后会重复出现。

引理 115. 对于给定的阶梯函数 f ∈ E(I)，假设 σ 和 σ′ 都是与 f 相容的分划并且 σ′ ≺ σ，那么

Sσ(f) = Sσ′(f)。

证明: 我们为 σ′ 的分割点按照如下的⽅式从⼩到⼤编号：

a0,0, a0,1, · · · , a0,m0−1; a1,0, a1,1, · · · , a1,m1−1; · · · ; an−1,0, an−1,1, · · · , an−1,mn−1−1; an,0,

其中，a0,0, a1,0, · · · , an,0 恰好是 σ 的分割点。我们假设 f
∣∣
(ak,0,ak+1,0)

= fk，其中 k = 0, 1, · · · , n−1，

那么

Sσ‘(f) =
n−1∑
k=0

mk−1∑
ℓ=0

fk(ak,ℓ+1 − ak,ℓ) =

n−1∑
k=0

fk(ak+1,0 − ak,0) = Sσ(f).

这就完成了证明。

上⾯的讨论，表明映射 ˆ b

a
: E(I) → R, f 7→ S(f),

是良好定义的。我们将 S(f) 记作
ˆ
I
f 或者

ˆ b

a
f 并称它为 f 的积分，其中 f 是阶梯函数。

关于阶梯函数的积分，我们有如下的性质：

定理 116. 积分
ˆ b

a
: E(I) → R 是 R-线性映射。进⼀步，它满⾜

1) 对于 f ∈ E(I)，我们有
∣∣∣ ˆ b

a
f
∣∣∣ ⩽ ˆ b

a
|f |。

2)（区间可加性）假设 a < c < b，那么对于任意的 f ∈ E(I)，我们有 f 在 [a, c] 和 [c, b] 上的限

制都是阶梯函数，并且 ˆ b

a
f =

ˆ c

a
f +

ˆ b

c
f.

证明: 我们先证明积分的线性，只需要证明如果 f, g ∈ E(I)，那么

ˆ b

a
f + g =

ˆ b

a
f +

ˆ b

a
g
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即可，其余性质可以类似地验证。为此，我们取 σ ∈ S，使得 σ 与 f 和 g 都相容。假设 σ = {a =

a0 < a1 < · · · < an−1 < an = b}，f
∣∣
(ai,ai+1)

≡ fi，g
∣∣
(ai,ai+1)

≡ gi，其中 0 ⩽ i ⩽ n− 1，那么，

Sσ(f + g) =
n−1∑
i=0

(fi + gi
)
(ai+1 − ai) =

n−1∑
i=0

fi(ai+1 − ai) +
n−1∑
i=0

gi(ai+1 − ai)

= Sσ(f) + Sσ(g)

这就证明了线性。

为了证明 1)，我们利⽤距离的三⾓不等式：

∣∣Sσ(f)∣∣ = ∣∣∣ n−1∑
i=0

(ai+1 − ai)fi

∣∣∣ ⩽ n−1∑
i=0

(ai+1 − ai)
∣∣fi∣∣ = Sσ

(
|f |
)
.

为了证明 2)，我们可以选取分划 σ = {a = a0 < a1 < · · · < an−1 < an = b}，使得 c = ai0 为

某⼀个分割点，此时，

Sσ(f) =

n−1∑
i=0

fi(ai+1 − ai) =

i0−1∑
i=0

fi(ai+1 − ai) +
n−1∑
i=i0

fi(ai+1 − ai)

=

ˆ c

a
f +

ˆ b

c
f.

命题成⽴。

关于阶梯函数的积分，我们还有如下的性质：

命题 117. 对于 f ∈ E(I)，如果除去有限个点之外，f ⩾ 0，我们就称 f 是正的阶梯函数。我们有

如下的性质：

1) 假设 f ∈ E(I) 是正的阶梯函数，那么
ˆ b

a
f ⩾ 0。

2) 假设 f, g ∈ E(I) 使得 f ⩾ g，那么
ˆ b

a
f ⩾
ˆ b

a
g。

3) 对任意的 f ∈ E(I)，我们有如下的估计：

∥
ˆ b

a
f∥ ⩽ |b− a|∥f∥L∞(I),

其中任取与 f 相容的分划 σ = {a = a0 < a1 < · · · < an−1 < an = b}，假设 f
∣∣
(ai−1,ai)

= fi，

i = 1, · · · , n，我们定义

∥f∥L∞(I) = sup
1⩽i⩽n

|fi|.

特别地，如果我们只改动 f 在有限个点处的值，那么 ∥f∥L∞(I) 不发⽣变化。
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证明: 按照定义，1) 是显然的；2) 是 1) 和积分线性的推论。为了证明 3)，我们可以选取分划

σ = {a = a0 < a1 < · · · < an−1 < an = b} 与 f 相容，那么

|Sσ(f)| =
∣∣∣ n−1∑
i=0

fi(ai+1 − ai)
∣∣∣ ⩽ n−1∑

i=0

∥f∥L∞(I)(ai+1 − ai)

= ∥f∥L∞(I)(b− a).

证明完毕。

我们对阶梯函数这⼀类函数定义了积分。这样的函数⽐较特殊，我们想尽量扩⼤可以定义积分

的函数的类，⽐如说，要包含连续函数类，使得我们仍然能够定义它们图像像下的⾯积。最基本的

想法是利⽤阶梯函数来逼近这些可以积分的函数。能够被阶梯函数在好的意义下逼近的函数将会被

称作是 Riemann 可积的函数。我们的处理⽅式和传统的直接⽤ Riemann 和或 Darboux 上下和的

定义⽅式有所差别（我们会证明两者的等价性），然⽽，整个套路上和我们下学期要定义的抽象积

分可以⼀⼀对应，很容易做推⼴。实际上，如果我们允许分划更⼀般⼀些（不仅仅是分成若⼲个闭

区间的并），这些更⼀般的分划所对应的阶梯函数也会更⼀般⼀些，同样的处理⽅式（逼近）就给出

了 Lebesgue 的积分理论。另外，我们指出，上⾯关于阶梯函数的定义并不依赖于所谓的⾯积（⽬

前我们还没有定义什么叫做⾯积）。

为了定义 Riemann 积分，我们需要⼀个技术性的引理（定义）：

引理 118. I = [a, b] 是有界闭区间，f : I → R 是函数，如下命题是等价的：

1) 对任意的 ε > 0，存在两个阶梯函数 Fε : I → R 和 Ψε : I → R，使得对任意的 x ∈ I，都有∣∣f(x)− Fε(x)
∣∣ < Ψε(x),

并且 ˆ
I
Ψε < ε.

2) 存在两个阶梯函数的序列 {fn}n⩾1 ⊂ E(I) 和 {ψn}n⩾1 ⊂ E(I)，使得对任意的 x ∈ I，我们都

有 ∣∣f(x)− fn(x)
∣∣ < ψn(x),

并且

lim
n→∞

ˆ
I
ψn = 0.

⽤ ε− δ 语⾔描述函数在⼀点的连续性与⽤序列来描述函数在⼀点的连续性是等价的，这个引

理的描述与此相似。

证明: 1)⇒2) 是显然的，因为对每个 ε =
1

n
，我们可以选取阶梯函数 fn = Fε : I → R 和 ψn = Ψε :

I → R，使得对任意的 x ∈ I，都有 ∣∣f(x)− fn(x)
∣∣ < Ψε(x)
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并且 ˆ
I
ψn < ε.

反过来，假设 2) 成⽴，我们证明 1）：按照定义，对于任意给定的 ε，存在 N，使得当 n ⩾ N 时，

我们有 ˆ
I
ψn < ε.

我们就选取 Fε = fN，Ψε = ψN。

定义 119. 如果函数 f 满⾜上述引理中的条件之⼀，我们通常称它可以被阶梯函数或简单函数逼

近，我们就说 f 是区间 I 上 Riemann 可积的函数。我们用 R(I) 表示区间 I 上 Riemann 可积

函数的全体。

注记. 如果我们在这里考虑向量值的函数 f : I → V，我们通常需要假设 V 是完备的赋范线性空间

以避免各种不收敛的因素。

对于 f ∈ R(I)，根据定义，我们任意选取上述引理中的⼀列逼近函数 {fn}n⩾1。我们定义它的

积分为： ˆ b

a
f = lim

n→∞

ˆ b

a
fn.

我们⾸先证明上⾯的极限存在：根据

|fn(x)− fm(x)| ⩽ |f(x)− fn(x)|+ |f(x)− fm(x)| ⩽ |ψm(x)|+ |ψn(x)|.

根据阶梯函数的积分性质，我们有

|
ˆ b

a
fn −

ˆ b

a
fm| ⩽

ˆ b

a
|fn −

ˆ b

a
fm| ⩽

ˆ b

a
ψn +

ˆ b

a
ψm → 0.

从⽽，{
ˆ b

a
fn}n⩾0 是 Cauchy 列，所以极限存在。

为了证明
ˆ b

a
f 是良好定义的，我们再来说明它实际上不依赖于逼近序列 {(fn, ψn)}n⩾1 的选

取。我们假设另有 f ′n : I → R 和 ψ′
n : I → R，使得对任意的 x ∈ I，|f(x) − fn(x)| < ψ′

n(x) 并且

lim
n→∞

ˆ
I
ψ′
n = 0，那么，

|fn(x)− f ′n(x)| ⩽ |f(x)− fn(x)|+ |f(x)− fn′(x)| ⩽ ψn(x) + ψ′
n(x).

从⽽，

| lim
n→∞

ˆ b

a
fn − lim

n→∞

ˆ b

a
f ′n| ⩽ lim

n→∞

ˆ b

a
ψn +

ˆ b

a
ψ′
n = 0.

定义 120 (Riemann 积分的定义). 根据上面的证明，我们可以定义积分：

ˆ
I
=

ˆ b

a
: R(I) → V, f 7→ lim

n→∞

ˆ b

a
fn.
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我们来研究 Riemann 可积函数空间的 R(I) 的基本性质：

1) E(I) ⊂ R(I)。

对于阶梯函数 f ∈ E(I)，我们可以选取 fn = f，ψn ≡ 0，从⽽满⾜ Riemann 可积分函数定

义中的要求。特别地，它的 Riemann 积分就是 f 作为阶梯函数的积分。

2) 假设 f ∈ R(I)，那么 f 是有界函数。

利⽤ Riemann 可积函数中的等价定义 1)：取 ε = 1，此时存在两个阶梯函数 F1 : I → R 和

Ψ1 : I → R，使得对任意的 x ∈ I，都有∣∣f(x)− F1(x)
∣∣ < Ψ1(x).

由于阶梯函数都有界，所以∣∣f(x)∣∣ ⩽ |f(x)− F1(x)
∣∣+ ∣∣F1(x)

∣∣ < Ψ1(x) +
∣∣F1(x)

∣∣.
是有界的。

3) C(I) ⊂ R(I)。

假设 f ∈ C(I)，根据 f 的⼀致连续性，对任意的 ε > 0，存在 n ∈ Z⩾1，使得对任意的 x, y ∈ I，

当 |x− y| < 1

n
时，我们有

|f(x)− f(y)| < ε

b− a
.

此时，我们令

F (x) =

n∑
k=1

f
(
a+ k

b− a

n

)
1[a+(k−1) b−a

n
,a+k b−a

n
](x),

其中，1[a+(k−1) b−a
n
,a+k b−a

n
] 是⽰性函数。这个 F (x) 显然是阶梯函数。由⼀致连续性，我们知

道 ∣∣f(x)− F (x)
∣∣ < Ψ(x) ≡

ε

b− a
.

所以，
ˆ b

a
Ψx = ε。从⽽，f 是 Riemann 可积的函数。

4) R(I) 是 R-线性空间。

我们来证明如果 f, g ∈ R(I)，那么 f + g ∈ R(I)，其余的关于线性空间的性质可以类似地验

证。按照定义，存在阶梯函数的序列 (fn, ψn) 和 (gn, χn)，使得

|f(x)− fn(x)| < ψn(x), lim
n→∞

ˆ
I
ψn = 0,

|g(x)− gn(x)| < χn(x), lim
n→∞

ˆ
I
χn = 0.
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现在考虑阶梯函数序列 (fn + gn)n⩾1，由于 f(x) 有界，我们有∣∣(f(x) + g(x)
)
−
(
fn(x) + gn(x)

)∣∣ ⩽ ∣∣f(x)− fn(x)
∣∣+ ∣∣gn(x)− g(x)

∣∣
⩽ ψn(x) + χn(x).

很明显，
ˆ
I
ψn + χn → 0。所以我们可以选取 (fn + gn, ψn + χn) 作为 f + g 的逼近序列。

5) 如果 f, g ∈ R(I)，那么 fg ∈ R(I)（对于在 V 中取值的 Riemann 可积函数也成⽴，其中

V = C 或者 Mn(C)）

这个性质的证明与上⾯的类似，但是需要做技术上的改动：对于 f, g ∈ R(I)，存在阶梯函数

的序列 (fn, ψn) 和 (gn, χn)，使得

|f(x)− fn(x)| < ψn(x), lim
n→∞

ˆ
I
ψn = 0,

|g(x)− gn(x)| < χn(x), lim
n→∞

ˆ
I
χn = 0.

现在考虑阶梯函数序列 (fngn)n⩾1。由于 f 是 Riemann 可积的函数，所以它有界，假设对任

意的 x ∈ I，我们有 |f(x)| ⩽M，从⽽

|f(x)g(x)− fn(x)gn(x)| ⩽ |f(x)− fn(x)||gn(x)|+ |f(x)||gn(x)− g(x)|

⩽ |ψn(x)||gn(x)|+M |χn(x)|.

我们想选取阶梯函数

ϑn(x) = |ψn(x)||gn(x)|+M |χn(x)|

作为逼近中的控制函数。然⽽，由于 gn(x) 还是依赖于 n 的，它不容易被控制住。我们观察

到，如果是⼀开始就知道 |gn(x)| ⩽ N，那么 ϑn(x) 的积分就会有如下的控制：
ˆ
I
ϑn ⩽

ˆ
I
Nψn(x) +Mχn(x) → 0.

从⽽，命题得到证明。

为了保证 gn 有界，我们在⼀开始选择逼近序列的 {gn}n⩾1 时候就要加以限制：令 N =

sup
x∈I

|g(x)|，定义

gn(x) =

gn(x), 如果χn(x) ⩽ N ;

0, 如果χn(x) > N.

这是⼀列阶梯函数（容易验证）。此时，我们定义

χn(x) =

χn(x), 如果χn(x) ⩽ N ;

N, 如果χn(x) > N.
.
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很明显，我们有 |gn(x)| ⩽ 2N 并且 |g(x) − gn(x)| ⩽ χn(x)。由于 χn ⩽ χn，所以
´
I χn → 0

（利⽤关于阶梯函数的积分的不等式）。我们⽤ (gn, χn) 来代替原来的 (gn, χn)，其中 gn 是⼀

致有界的。

（如果 f : I → R，g : I → V 是 Riemann 可积的函数，其中 V 是某个赋范线性空间，上⾯的

推理也成⽴）

6) 假设 f ∈ R(I)，那么 |f | : x 7→ |f(x)| 也是 Riemann 可积的函数。

对于 f ∈ R(I)，存在阶梯函数的序列 (fn, ψn) 使得

|f(x)− fn(x)| < ψn(x), lim
n→∞

ˆ
I
ψn = 0.

我们令 Fn(x) = |fn(x)|，此时，∣∣|f(x)| − Fn(x)
∣∣ ⩽ |f(x)− fn(x)| < ψn(x).

所以，我们选取阶梯函数的序列 (Fn, ψn) 来逼近 |f | 即可。

7) 我们考虑 f 在有限维线性空间中取值的情况：f : I → Rn, x 7→ (f1(x), · · · , fn(x))，其中 fi

是 f 的每个分量。那么，f 是 Riemann 可积分的当且仅当对每个分量 fi，fi ∈ R(I)，其中

i = 1, 2, · · · , n。在此情形下，我们还有

ˆ b

a
f =

(ˆ b

a
f1, · · · ,

ˆ b

a
fn

)
.

特别地，当 f : R → C 是复值函数时，我们有

ˆ b

a
f =

ˆ b

a
ℜf + i

ˆ b

a
ℑf,

其中 ℜf 和 ℑf 分别为 f 的实部和虚部。

定理 121. 积分
ˆ b

a
: R(I) → R 满⾜下面的性质：

1)
ˆ b

a
: R(I) → V 是线性映射。（显然，直接对逼近序列进⾏线性操作即可）

2) 对于 f ∈ R(I)，假设 φ : V → V ′ 是连续线性映射，那么
ˆ b

a
φ ◦ f = φ(

ˆ b

a
f)。

3)（三角不等式）对于 f ∈ R(I)，我们有 ∥
ˆ b

a
f∥ ⩽ |

ˆ b

a
f |。

4)（对区间的可加性）假设 a < c < b，那么对于任意的 f ∈ R(I)，我们有 f 在 [a, c] 和 [c, b] 上

的限制都是阶梯函数，并且 ˆ b

a
f =

ˆ c

a
f +

ˆ b

c
f.
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证明: 2) ⽬前我们可以假设 V 和 V ′ 都是有限维的，φ 是线性映射，那么对于任意的 v ∈ V，我们

都有 ∥φ(v)∥ ⩽M∥v∥（为什么？）。此时，假设 (fn, ψn) 是 f 的逼近序列，我们只要取 (φ ◦ fn,Mψn)

即可。

最后，⼤家可以通过设想如何定义⾼维的积分仔细体会 Riemann 积分的定义。我们⾸先要定

义所谓的阶梯函数，这个依赖于如何定义最基本的分划：1 维的时候我们⽤闭区间来分割区域，2
维的时候，我们可能可以⽤⼩长⽅体来分割整个区域。下⼀步，我们要求阶梯函数在这样的长⽅体

上⾯是常数（在 Lebesgue 积分的理论中，长⽅体将会被换成是可测集合）。然⽽，在 2 维的时候，

没有⼏个区域可以被分解为有限个⽅体的并，这是和 1 维积分不⼀样的。⾼维⼏何的复杂程度导致

了积分理论的困难。
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19 Riemann 和，Darboux 上下和，上下积分

⼆零⼀九年⼗⼀⽉⼆⼗⼀⽇，星期四，阴

我们介绍如何利⽤经典的 Riemann 和以及 Darboux 上下和的观点来研究 Riemann 可积的函

数。值得强调的是，Riemann 和（以及上节课⽤阶梯函数来定义积分的⽅式）对于在赋范线性空间

中取值的函数可以定义，然⽽ Darboux 上下和只对实数值的函数可⾏（原因是我们需要⽤到实数

域上的序结构）。

任意给定分划 σ ∈ S，假设 σ = {a = a0 < a1 < · · · < xn − 1 < an = b}，我们在每⼀⼩段上⾯

选取 ξ = (ξ1, · · · , ξn)，使得 ξi ∈ [ai−1, ai]。为了简单起见，我们⽤ ξ 表⽰这些 ξi，⽤ (σ, ξ) 表⽰给

定了分划 σ 并在每⼀段中选好 ξ。我们将 (σ, ξ) 的全体记作 S′ = S′(I)。

给定函数 f : I → R 和 (σ, ξ) ∈ S′，我们定义所谓的 Riemann 和

S(f ;σ, ξ) = (a1 − a0)f(ξi) + (a2 − a1)f(ξi) + · · ·+ (an − an−1)f(ξn).

a0 a1 a2

y = f(x)

x

y

an = b

ξ1 ξ2

我们证明，对于 Riemann 可积的函数 f，在正确的意思下，有

lim
|σ|→0

S(f ;σ, ξ) =

ˆ b

a
f.

定理 122. 假设 I ⊂ R 是有界闭区间，f ∈ R(I)。对任意的 ε > 0，存在 δ > 0，使得对任意的

(σ, ξ) ∈ S′(I)，如果其步长 |σ| < δ，那么∣∣S(f ;σ, ξ)− ˆ b

a
f
∣∣ < ε.

证明: 根据 Riemann 可积的定义，我们选定阶梯函数 F ∈ E(I) 和 ψ ∈ E(I)，使得 |f(x)−F (x)| ⩽

ψ(x) 并且
ˆ b

a
ψ(x) <

ε

4
。我们进⼀步假设 F 和 ψ 都对应着分划 σ0 = {b0 < b1 < · · · < bm}，即它

们在每⼀段 (bi, bi+1) 上的限制都是常数。

现在，任意选取分划 σ = {a = a0 < a1 < · · · < xn − 1 < an = b}，我们要求 |σ| ⽐ σ0 中最短

区间的长度还要⼩。利⽤积分的线性，我们有∣∣S(f ;σ, ξ)− ˆ b

a
f
∣∣ ⩽ n∑

i=1

∣∣ ˆ ai

ai−1

f(x)− f(ξi)
∣∣

我们想逐项地控制上⾯右端的的每⼀个积分项
∣∣ ˆ ai

ai−1

f(x)− f(ξi)
∣∣。为此，我们需要讨论两个分划

σ0 和 σ 之间的相对关系。对每个 i，我们有两种情况：
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• 情形 1：[ai−1, ai] 中不包含 σ0 的任何⼀个分割点 bk。

此时，ψ 和 F 在 (ai−1, ai) 都是常数。所以，对任意的 x ∈ (ai−1, ai) 上，我们有

|f(x)− f(ξi)| ⩽ |f(x)− F (x)|+ |F (x)− f(ξi)|

= |f(x)− F (x)|+ |F (ξi)− f(ξi)|

⩽ ψ(x) + ψ(ξi) = 2|ψ(x)|.

所以，我们有 ∣∣ ˆ ai

ai−1

f(x)− f(ξi)
∣∣ ⩽ 2

ˆ ai

ai−1

ψ.

• 情形 2：[ai−1, ai] 中包含某个 σ0 的某⼀个分割点 bk0。（我们注意到，由于 |σ| ⽐ σ0 中的最

短区间的长度还⼩，所以 [ai−1, ai] 恰好只包含 bk0 的这⼀个 σ0 中的分割点。）这样的区间的

个数不会超过 m 个，因为 σ0 的分割点⼀共就 m 个。

此时，我们⽤ ∥f∥∞ 来控制 f(x)，从⽽有∣∣ˆ ai

ai−1

f(x)− f(ξi)
∣∣ ⩽ |ai − ai−1|∥f∥∞ + |ai − ai−1||f(ξi)|

⩽ 2|σ|∥f∥∞.

综合上⾯的讨论，当 |σ| < |σ0| 时，我们有∣∣S(f ;σ, ξ)− ˆ b

a
f
∣∣ ⩽ 2

∑ ˆ ai

ai−1

ψ︸ ︷︷ ︸
第⼀种情况

+2m|σ|∥f∥∞︸ ︷︷ ︸
第⼆种情况

⩽ 2

ˆ b

a
ψ + 2m|σ|∥f∥∞

⩽ 1

2
ε+ 2m|σ|∥f∥∞.

由于 m 是固定的，当 |σ| ⾜够⼩的时候，上⾯的式⼦明显⼩于 ε，证明完毕。

注记. 我们们通常将定理写作 lim
|σ|→0

S(f ;σ, ξ) =

ˆ b

a
f，其中 f ∈ R(I)。实际上，任意选取⼀个序列

{(σn, ξn)}n⩾1 ⊂ S′(I)，上面的定理表明只要当 |σn| → 0，我们就有 limn→ S(f ;σn, ξn) =
´ b
a f。根

据这个定理，我们可以选择⽅便计算的 Riemann 和来计算积分。另外，这个定理还提供了⼀个很

重要的观点用来计算极限：如果某个极限过程是某个 Riemann 和取极限的话，那么我们可以利用

积分算极限（当然，这需要我们有⾜够好的⼿段来计算积分）。

下⾯来定义所谓的上积分和下积分的概念。假设 f : I → R 是在 R 中取值的有界函数，我们

要利⽤ R 中序关系。定义

Ef (I) = {φ ∈ E(I)|φ(x) ⩾ f(x)},

Ef (I) = {φ ∈ E(I)|φ(x) ⩽ f(x)}.
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由于 f 是有界函数，所以这两个集合是⾮空的：假设对任意的 x ∈ I，−M ⩽ f(x) ⩽ M，那么常

值函数 M ∈ Ef (I)，常值函数 −M ∈ Ef (I)。据此，我们定义

ˆ b

a
f = inf

φ∈Ef (I)

ˆ b

a
φ,

ˆ b

a

f = sup
φ∈Ef (I)

ˆ b

a
φ.

由于对任意的 φ ∈ Ef (I)，φ(x) ⩾ −M，所以
ˆ b

a
φ ⩾ −M(b− a)，这说明

´ b
a f 是良好定义的；类

似地，
ˆ b

a

f 也是良好定义的。这两个式⼦分别被称作是有界函数 f 的上积分和下积分。按照定义，

我们有如下平凡的不等式： ˆ b

a
f ⩾
ˆ b

a

f.

现在引⼊ Darboux 上下和的概念：假设 f : I → R 是有界函数，σ ∈ S(I) 是⼀个分划，其中

σ = {a = a0 < a1 < · · · < an−1 < an = b}。根据 f 有界，对每个 i = 1, 2, · · · , n，我们令

Mi = sup
x∈[ai−1,ai]

f(x), mi = inf
x∈[ai−1,ai]

f(x),

据此，可以定义

S(f ;σ) =

n∑
i=1

(ai − ai−1)Mi, S(f ;σ) =

n∑
i=1

(ai − ai−1)mi.

我们把这两个和式称作是有界函数 f 对于分划 σ 的 Darboux 上和和 Darboux 下和，我们可以

⽤下⾯的⽰意图来表⽰：

a0 a1 a2

y = f(x)

x

y

an a0 a1 a2

y = f(x)

x

y

an

上图中，左边代表的是 Darboux 下和，右边代表的是 Darboux 上和。很明显，我们有

S(f ;σ) ⩾ S(f ;σ).

实际上，我们有更强的结论：

引理 123. 对于任意两个分划 σ, σ′ ∈ S(I)，我们有

S(f ;σ) ⩽ S(f ;σ′).
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证明: 事实上，我们只需要证明当 σ ≺ σ′ 时，我们有

S(f ;σ) ⩽ S(f ;σ′), S(f ;σ′) ⩽ S(f ;σ),

即可。我们把这个性质的证明留作作业。

另外，当 σ ≺ σ′ 时，我们有

S(f ;σ) ⩽ S(f ;σ′), S(f ;σ) ⩾ S(f ;σ′).

这个的证明也是显然的。

我们定义

D(f) = inf
σ∈S(I)

S(f ;σ), D(f) = sup
σ∈S(I)

S(f ;σ).

下⾯的命题将 Darboux 上下和与上下积分联系起来：

命题 124. 假设 f : I → R 是有界函数，那么

D(f) =

ˆ b

a
f, D(f) =

ˆ b

a

f.

证明: 根据对称性，我们证明 D(f) =

ˆ b

a

f 即可。证明分为两步。

• 按照定义，对任意的 σ，我们定义函数 ϕ
∣∣
[ai−1,ai)

= mi (1 ⩽ i ⩽ n)，ϕ(b) = mn，从⽽

ϕ ∈ Ef (I)。另外，我们有 S(f ;σ) =

ˆ b

a
ϕ。按照下积分的定义，我们有

ˆ b

a
ϕ ⩽

ˆ b

a

f，从⽽

S(f ;σ) ⩽
ˆ b

a

f。再⽤ D(f) 的定义（对 σ 取上确界），我们得到

D(f) ⩽
ˆ b

a

f.

• 其次，对任意选定的 ε，按照下极限的定义，我们可以选取 ψ ∈ Ef (I)（其中 σ0 = {b0 < b1 <

· · · < bℓ} 是相应的分划），使得 ˆ b

a

f ⩽ ε+

ˆ b

a
ψ.

按照定义，我们知道 ψ(x) ⩽ f(x)。我们现在任意选取 I 的分划 σ = {a0 < a1 < · · · < an}，

我们想要⽐较
ˆ b

a
ψ 和 S(f ;σ)：

ˆ b

a
ψ − S(f ;σ) =

n∑
i=1

ˆ ai

ai−1

(ψ −mi)

现在有两个分划 σ0 和 σ，我们需要讨论它们之间的相对关系。假设 i 是固定的，那么我们有

两种情况：
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– 情形 1：[ai−1, ai] 中不包含 σ0 的任何⼀个分割点 bk。此时，ψ 在 [ai−1, ai] 的取值是常

数。特别地，根据 ψ(x) ⩽ f(x)，我们知道 ψ(x) ⩽ inf
[ai−1,ai]

f(x) = mi，从⽽

ˆ ai

ai−1

(ψ(x)−mi) ⩽ 0.

– 情形 2：[ai−1, ai] 中包含某个 σ0 的（恰好⼀个，如果我们假设 |σ| ⾜够⼩）⼀个分割点

bk0。此时，我们⽤ M = sup
x∈I

f(x) 来控制 ψ(x)，从⽽有

∣∣ ˆ ai

ai−1

ψ(x)−mi

∣∣ ⩽ (ai − ai−1)(M −m) ⩽ |σ|(M −m).

其中 m = inf
x∈I

f(x)。

综合上述两种情况，我们得到

ˆ b

a
ψ − S(f ;σ) ⩽ 0︸︷︷︸

第⼀种情况

+2

第⼆种区间的个数︷︸︸︷
ℓ |σ|(M −m)︸ ︷︷ ︸

第⼆种情况

.

只要取得 |σ| ⾜够⼩，我们就得到

ˆ b

a
ψ ⩽ S(f ;σ) + ε ⩽ D(f) + ε,

即 ˆ b

a

f ⩽ D(f) + 2ε.

令 ε→ 0，我们得到

D(f) ⩾
ˆ b

a

f.

命题得到了证明。

注记. 课后，有同学讲第⼆步可以很简单地证明：

对任意的 φ ∈ Ef (I)，选取与 φ 相容的分划 σ = {a0 < a1 < · · · < an}，此时，由于 φ
∣∣
(ai−1,ai)

≡
φi 是常数并且 φ ⩽ f，所以，φi ⩽ mi。据此，我们知道

ˆ b

a
φ =

n∑
i=1

φi(ai − ai−1) ⩽
n∑
i=1

(ai − ai−1)mi = S(f ;σ).

从⽽，对任意的 φ ∈ Ef (I) ˆ b

a
φ ⩽ sup

σ∈S(I)
S(f ;σ) = D(f).

再对所有可能的 φ 取上确界即可。
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19.1 作业：Sturm-Louville 理论的一个例子

清华大学 19-20 秋季学期，数学分析一，作业 8

请⽤ A4 ⼤⼩的纸张正反面⽤钢笔，签字笔或者圆珠笔书写，并注明⾃⼰的姓名，年级和

作业的总页数。除定理公式所涉及的⼈名之外，请使⽤中文。本次作业的提交时间和地点

为 11 月 28 日上午的课堂上，逾期视作零分。

基本习题

凸函数的研究

如果不另加说明，f 总代表某区间 I 上实值函数。如果对任意的 x, y ∈ I 和 t ∈ (0, 1)，都有

f(tx+ (1− t)y) < tf(x) + (1− t)f(y)，我们就称 f 为严格凸的。仿照课堂上凹函数的定义，我们

可以类似地定义严格凹的函数（即 −f 是严格凸的）。

习题 A（凸函数的基本性质）

A1) 试判断下列函数的凸 (凹) 或者严格凸 (凹) 性：

(1) f(x) = |x|, I = R (2) f(x) = xp, p ∈ R, I = R>0, (3) f(x) = sinx, I = [0, π],

(4) f(x) = x logx, I = R>0 (5) f(x) =

1, x = 0, 1

0, 0 < x < 1.
I = [0, 1]

A2) 试证明凸函数的如下基本性质：

(a) 如果 f, g 是区间 I 上的凸函数，那么 f + g 也是凸函数。

(b) 如果 f, g 是区间 I 上的单调递增的⾮负的凸函数, 那么 fg 是凸函数。

(c) 如果 f 是区间 I 上的凸函数，g 是区间 J ⊃ f(I) 上的单调递增凸函数, 那么 g ◦ f 是凸

函数。

(d) 如果 f, g 是区间 I 上的凸函数, 那么 h(x) = max{f(x), g(x)} 是凸函数。

A3) 假设 f ∈ C
(
(a, b)

)
。如果对任意的 x, y ∈ (a, b)，都有 f

(
x+ y

2

)
⩽ f(x) + f(y)

2
，证明，f 是

凸函数。

A4) f 是 [a, b] 上的凸函数。如果存在 c ∈ (a, b)，使得 f(c) ⩾ max{f(a), f(b)}。试证明，f 是常

值函数。

A5) f 是 R 上的凸函数。如果 f 在 R 上有界，证明，f 是常值函数。

A6) 设 f 是区间 I 上的严格凸函数。假设 f(x0) ∈ I 是 f 的局部极⼩值，证明，x0 是 f 唯⼀的

整体极⼩值点，即对任意的 x ∈ I − {x0}，我们有 f(x0) < f(x)。
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A7) I 是开区间。证明，f 是凸函数等价于对任意点 x0 ∈ I，存在实数 a ∈ R，使得对任意的 x ∈ I，

我们都有 f(x) ⩾ a(x− x0) + f(x0)。

习题 B（凸函数与不等式）

B1) 证明下⾯的不等式：

(1)x− x2

2
< log(1 + x) < x, x > 0; (2)(xα + yα)1/α > (xβ + yβ)1/β, x, y > 0, β > α > 0

(3)x− x3

6
< sinx < x, x > 0; (4)

(
1 + x

2

)p
+

(
1− x

2

)p
⩽ 1

2
(1 + xp), p ⩾ 2, x ∈ [0, 1].

B2) 试求所有的正数 a，使得不等式 ax ⩾ xa 对任意的 x > 0 都成⽴。

B3) 证明如下不等式并给出等号成⽴的条件：对任意正数 xi 和 ti（i = 1, · · · , n），
n∑
i=1

ti = 1，都

有 (
n∑
i=1

tixi

) n∑
i=1

tixi

⩽
n∏
i=1

xtixii .

B4) 证明，Young 不等式并给出等号成⽴的条件：对于任意正数 a, b，任意的实数 p, q，其中
1

p
+
1

q
=

1（我们要求 p 和 q 不是 0 或者 1），我们有

ab ⩽ ap

p
+
bq

q
, 如果 p > 1; ab ⩾ ap

p
+
bq

q
, 如果 p < 1.

B5) 证明 Hölder 不等式并给出等号成⽴的条件：设 xi, yi ⩾ 0，其中 i = 1, · · · , n，p, q ̸= 0, 1，其

中
1

p
+

1

q
= 1，我们有

n∑
i=1

xiyi ⩽
(

n∑
i=1

xpi

)1/p( n∑
i=1

yqi

)1/q

, 如果 p > 1;
n∑
i=1

xiyi ⩾
(

n∑
i=1

xpi

)1/p( n∑
i=1

yqi

)1/q

, 如果 p < 1.

在上述不等式中，如果 p < 0，我们假设 xi > 0。（这个不等式的结论⽐证明重要得多，同学

们可以参考其它资料来写下证明）

导数的性质和应用：复习

习题 C（利⽤（⾼阶）导数的信息刻画函数（低阶导数））在本习题中，我们把函数 f 也记为 f (0)。

C1) 我们假设 f ∈ C
(
[0, 1]

)
，g 在 [0, 1] 上可导且 g(0) = 0。如果存在常数 λ ̸= 0，使得对任意的

x ∈ [0, 1]，都有 |g(x)f(x) + λg′(x)| ⩽ |g(x)|, 证明，g(x) ≡ 0。

C2) f 在 (−1, 1) 上⼆阶可导，f(0) = f ′(0) = 0。如果对任意的 x ∈ (−1, 1)，都有 |f ′′(x)| ⩽
|f(x)|+ |f ′(x)|，证明，f(x) ≡ 0。
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C3) n 是正整数，f 在 R 上 n 阶可导，f(0) = f ′(0) = · · · = f (n−1)(0) = 0。如果 C ∈ R>0 和

ℓ ∈ Z⩾0，使得对任意 x ∈ R 都有 |f (n)(x)| ⩽ C|f (ℓ)(x)|，证明，f(x) ≡ 0。

C4) n 是正整数，证明，多项式 P (x) =
n+1∑
k=0

Ckn+1(−1)k(x− k)n 是 0。

C5) f ∈ C∞(R)。假设存在正实数 C，使得对任意 n ∈ Z⩾0 和任意的 x ∈ R，我们都有 |f (n)(x)| ⩽
C。

(i) 证明，给定任意的 x0 ∈ R，我们可以 (以 x0 为中⼼) 将 f(x) 在 R 上展开为⽆穷 Taylor
级数，即

f(x) =

∞∑
k=0

f (k)(x0)

k!
(x− x0)

k, ∀x ∈ R.

(ii) E ⊂ R 是⼀个⽆穷集并且有界。证明，如果 f 在 E 上的取值都是零，那么 f ≡ 0。

C6) 假设 f ∈ C2
(
(0, 1)

)
， lim
x→1−

f(x) = 0。如果存在 C > 0，使得对任意 x ∈ (0, 1)，我们都有不

等式 (1− x)2|f ′′(x)| ⩽ C。证明， lim
x→1−

(1− x)f ′(x) = 0.

习题 D（利⽤导数求极值）求下列函数在给定集合 I 上的极值 sup
x∈I

f(x) 和 inf
x∈I

f(x)，其中 m,n 为

正整数。

D1) f(x) = (logx)2
x

，I = R>0; D2) f(x) = |x(x2 − 1)|，I = R;

D3) f(x) = x(x2 + 1)

x4 − x2 + 1
，I = R; D3) f(x) = x

1
3 (1− x)

2
3，I = (0, 1)

D5) f(x) =
(
1 + x+

x2

2!
+ · · ·+ xn

n!

)
e−x，I = R; D6) f(x) = sin2m x cos2n x，I = R。

习题 E 利⽤导数⽐较函数（或实数）⼤⼩。

E1) f(x) = ex 和 g(x) = 1 + xex，其中 x > 0；E2) f(x) = xe
x
2 和 g(x) = ex − 1，其中 x > 0;

E3) f(x) =
(
x+1
2

)x+1
和 g(x) = xx，其中 x > 0；E4) 2

√
2 和 e；

E5) f(x) = log(1 +
√
1 + x2) 和 g(x) = 1

x + logx，其中 x > 0；E6) loge 8 和 2。

习题 F 如果 f 在 x0 的⼀个邻域内满⾜ f(x) = (x− x0)
rg(x)，其中 r ∈ Z⩾0，g 在 x0 处连续并且

g(x0) ̸= 0，那么我们就称 x0 为 f 的 r-重根。我们注意到，0-重根并⾮根。

F1) 假设 x0 是 f 的 r-重根，其中 r ⩾ 1。证明，如果 g(x) =
f(x)

(x− x0)r
可微，那么 x0 是 f ′ 的

(r − 1)-重根。

F2) 假设 f 为 R 上 n阶的可微函数。证明，如果 f(x) = 0 有 n+1 个不同的实根，那么 f (n)(x) = 0

⾄少有⼀个实根。
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F3) f 为 R 上的可微函数。假设 f(x) = 0 按重数计算恰有 r 个实根，也就是说，f(x) = 0 有 s

个相异的实根 x1, x2, · · · , xs，它们的重数分别为 r1, r2, · · · , rs 并且 r1 + r2 + · · ·+ rs = r。证

明，f ′(x) = 0 按重数计⾄少有 r − 1 个根。

F4) 假设 f 为 R 上 n 阶的可微函数。证明，如果 f(x) = 0 按重数计恰有 n + 1 个实根，那么

f (n)(x) = 0 ⾄少有⼀个实根。

习题 G 设 a ∈ R, f : (a,∞) → R 在 (a,∞) 上⼆阶可微，并且

M0 := sup
x∈(a,∞)

|f(x)|, M1 := sup
x∈(a,∞)

|f ′(x)|, 和 M2 := sup
x∈(a,∞)

|f ′′(x)|

均为实数。

G1) 证明：M2
1 ⩽ 4M0M2. (提示：对任意的 h > 0 和任意的 x ∈ (a,∞), 证明, 有 ξ ∈ (x, x+ 2h),

使得

f ′(x) =
1

2h
[f(x+ 2h)− f(x)]− hf ′′(ξ)

成⽴，继⽽⽤ M0,M2 来控制 M1.)

G2) 令 a = −1, 考察函数 f : (−1,∞) → R:

f(x) =

2x2 − 1 x ∈ (−1, 0),

x2−1
x2+1

x ∈ [0,∞),

验证 f ⼆阶可微，验证 M0 = 1,M1 = 4, M2 = 4. 因此，在不等式 1) 中，等号可能取到。

G3) 假设 f : (a,∞) → Rn 是 (a,∞) 上⼆阶可微的在 Rn 中取值的向量值函数，记 M0,M1 和 M2

分别为 |f|, |f′| 和 |f′′| 的上确界。证明：M1 ≤ 4M0M2.

思考题 (8 字班期末考试题之一，不交作业)

题目 S（Sturm-Louville 理论的一个例子）

在这个问题中，我们仿照 sinx 和 cosx 的构造来研究⼀类微分⽅程的解的零点。我们假设如

下的唯⼀性定理成⽴：

定理 假设 a(t) ∈ C1(R)，t0 ∈ R。如果 x(t), y(t) ∈ C2(R)，满⾜同样的⽅程

x′′(t) + a(t)x(t) = 0,

y′′(t) + a(t)y(t) = 0.

并且它们的初始值 (x(t0), x
′(t0)) = (y(t0), y

′(t0)) 是⼀样的，那么 x(t) ≡ y(t)。

这个定理说的是在任意⼀个点 t0 ∈ R 处，⼀个解 x 和它的导数 x′ 在这个点的值决定了 x。作

为定理的⼀个应⽤，假设

x′′(t) + a(t)x(t) = 0.
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如果 x(0) = 0 并且 x′(0) = 0，那么 x(t) ≡ 0

对任意的函数 f : R → R，t ⩾ 0，我们⽤ Zt(f) 表⽰ f 在区间 [0, t] 上的零点的个数，即

Zt(f) =
∣∣∣{x ∈ [0, t]

∣∣f(x) = 0
}∣∣∣.

第一部分

在此部分中，函数 a(t), b(t) ∈ C1(R) 并且对任意的 t ∈ R，都有 a(t) ⩽ b(t)。假设 x(t), y(t) ∈
C2(R)，满⾜如下两个⽅程

x′′(t) + a(t)x(t) = 0,

y′′(t) + b(t)y(t) = 0.

我们还假设 x(t) 和 y(t) 都不恒为 0。

S1) 假设 t1 是 x 的⼀个零点（即 x(t1) = 0），如果存在 t > t1，使得 x(t) = 0，证明，⼀定存在

t2 > t1，使得 x(t2) = 0 并且 x 在 (t1, t2) 上⽆零点。

我们将这样的两个零点 t1 和 t2 称作是 x 的两个相邻的零点。

（提⽰：利⽤我们证明过的微分⽅程解的唯⼀性：如果 x′′(t)+a(t)x(t) = 0 并且 x(t0) = x′(t0) =

0，那么 x(t) ≡ 0。）

S2) 假设 t2 > t1 是 x 的两个相邻的零点。证明，y 在 (t1, t2] 上有零点。

（提⽰：考察函数 h(t) = x′(t)y(t)− x(t)y′(t)）

S3) 证明，对任意的 t ⩾ 0，我们都有 Zt(y) ⩾ Zt(x)− 1。

S4) 假设 t2 > t1 使得 x(t1) = 0，x′(t2) = 0。证明（任选其⼀），

– 如果 y(t1) = 0，那么存在 t3 ∈ [t1, t2]，使得 y′(t3) = 0。

– 如果 y′(t2) = 0，那么存在 t4 ∈ [t1, t2]，使得 y(t4) = 0。

第二部分

在此部分中，p(t) ∈ C1(R) 是正函数，即对任意的 t ∈ R，都有 p(t) > 0。x(t), y(t) ∈ C2(R) 都

不恒为 0 并且满⾜

x′′(t) + p(t)x(t) = 0,

y′′(t) + p(t)y(t) = 0.

S5) 证明，对任意的 t ⩾ 0，我们都有
∣∣Zt(x)− Zt(y)

∣∣ ⩽ 1。

S6) 证明下⾯的两个命题（任选其⼀）：
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– 如果 t1 和 t2 是 x 的两个相邻的零点，那么存在唯⼀的 t3 ∈ [t1, t2]，使得 x′(t3) = 0。

– 如果 t′1 和 t′2 是 x′ 的两个相邻的零点，那么存在唯⼀的 t′3 ∈ [t1, t2]，使得 x(t′3) = 0。

S7) 证明下⾯的两个命题（任选其⼀）：

– t0 是 |x(t)| 的局部最⼤值当且仅当 x′(t0) = 0。

– t′0 是 |x′(t)| 的局部最⼤值当且仅当 x(t′0) = 0。

第三部分

在此部分中，我们假设 p(t) ∈ C1(R) 是递减的函数并且 lim
t→+∞

p(t) > 0。我们记

p(∞) := lim
t→+∞

p(t).

x(t) ∈ C2(R) 不恒为 0 并且满⾜

x′′(t) + p(t)x(t) = 0.

*S8) 证明， lim
t→+∞

Zt(x)

t
存在并计算这个极限。

S9) 假设 0 ⩽ t1 < t2 < t3 < · · · 是 x(t) 在 [0,+∞) 上所有的零点，0 ⩽ t′1 < t′2 < t′3 < · · · 是 x′(t)

在 [0,+∞) 上所有的零点。证明，数列
{
|x′(tk)|

}
k⩾1

是递减的⽽数列
{
|x(t′k)|

}
k⩾1

是递增的，

并且

lim
k→∞

|x′(tk)| =
√
p(∞) lim

k→∞
|x(t′k)|.

（提⽰：考察函数 E(t) = p(t)x(t)2 + x′(t)2 和 F (t) = x(t)2 +
1

p(t)
x′(t)2。）

*S10) 假设 0 ⩽ t̃1 < t̃2 < t̃3 < · · · 是 x(t)x′(t) 在 [0,+∞) 上所有的零点。证明，数列
{
t̃k+1− t̃k

}
k⩾1

是递增的并计算它的极限。
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20 紧区间上 Riemann 可积函数的刻画，Newton-Leibniz 公式，分部
积分公式，变量替换公式，原函数的计算，圆面积的计算：证明 π 的

几何意义

⼆零⼀九年⼗⼀⽉⼆⼗五⽇，星期⼀，晴天

我们现在可以对紧区间 I 上的 Riemann 可积函数做全⾯的刻画：

定理 125. 假设 I = [a, b]（−∞ < a < b < +∞）是有界的闭区间，f : I → R 是函数，那么如下四

条性质是等价的：

1) f ∈ R(I)；

2) 存在常数 I，对任意的 ε > 0，存在 δ > 0，使得对任意的 (σ, ξ) ∈ S′(I)，只要步长 |σ| < δ，

就有 ∣∣S(f ;σ, ξ)− I
∣∣ < ε.

3) f 是有界函数并且 D(f) = D(f)；

4) f 是有界函数并且
ˆ b

a

f =

ˆ b

a
f。

当上面的任意⼀个条件成立时，我们就有

D(f) = D(f) =

ˆ b

a

f =

ˆ b

a
f =

ˆ b

a
f.

证明: 1)⇒2) 就是定理122，其中，I 取为
ˆ b

a
f。

2)⇒3) 任意给定 ε > 0，按照定义，存在 δ，当 |σ| < δ 时，对任意的 (σ, ξ) 我们都有 |S(f ;σ, ξ)−
I| < ε。我们选定⼀个 σ0 = {b0 < b1 < · · · < b0}，使得 |σ0| < δ。

我们令 ξi = ai, i ̸= i0，ξi0 = x ∈ [ai0−1, ai0 ] 可以任意选择。根据 |S(f ;σ, ξ)| < I+ ε，我们知道

|(ai0 − ai0−1)f(x)| ⩽ |
∑
i ̸=i0

(ai − ai−1)|f(ξi)|+ |S(f ;σ, ξ)|

⩽ |
∑
i ̸=i0

(ai − ai−1)|f(ai)|+ I+ ε.

除了 x 之外，上⾯的式⼦中每个值都是给定的，这就证明了 f 在 [ai0−1, ai0 ] 上是有界的，从⽽在

I 上有界。

现在令 mi = inf
x∈[ai−1,ai]

f(x)，按照定义，存在 ζi ∈ [ai−1, ai]，使得 mi ⩽ f(ζi) ⩽ mi +
ε

b− a
。

这样定义的 S(f ;σ, ζ) 很明显满⾜

S(f ;σ, ζ) ⩽ S(f ;σ) + ε ⩽ D(f) + ε.
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从⽽

I ⩽ D(f) + 2ε.

类似地，我们有

I ⩾ D(f)− 2ε.

上⾯两个式⼦⼀起就给出了 D(f) = D(f)，其中，最终我们令 ε→ 0。

3)⇔4) 就是前⼀个命题。

4)⇒1) 根据上下极限的定义，对任意的 ε > 0，存在两个阶梯函数 f(x) 和 f(x)，使得 f(x) ⩾
f(x) ⩾ f(x)，并且

0 ⩽
ˆ b

a
f(x)−

ˆ b

a
f(x) < ε.

从⽽，我们令 F (x) = f(x) 和 ψ(x) = f(x)− f(x) ∈ E(I)，我们⾃然有

|f(x)− F (x)| ⩽ ψ(x),

ˆ b

a
ψ < ε.

这说明 f ∈ R(I)。另外，我们⾃然有

ˆ b

a
f ⩽
ˆ b

a
f ⩽
ˆ b

a
f,

这就证明定理中要求的积分的等式。

我们已经建⽴了⽐较完备的积分理论，下⾯我们要发展⼀个最基本的⼯具来联系积分与微分并

以此进⾏计算。先引⼊原函数的概念：假设 f 是定义在 I 上的函数（I 可以是任意区间，f 可以在

任意赋范线性空间中取值），如果存在 I 上定义的函数 F，使得 F 可微分并且 F ′ = f，我们就称

F 是 f 的原函数。假设 F 是 f 的⼀个原函数，那么 f 的所有原函数的集合是
{
F + c

∣∣c ∈ R
}
，这

是因为⼀个函数的导数恒为零当且仅当这个函数是常值函数。

命题 126. 对任意的 f ∈ R(I)，对任意的 x ∈ I，我们定义 F (x) =

ˆ x

a
f，即 f 在 [a, x] 上的积分。

那么，F (x) 是 I = [a, b] 上的连续函数。进⼀步，如果 f 在 x0 处是右连续的，那么 F 在 x0 的右

导数存在并且等于 f(x+0 ) = lim
h→0,h>0

f(x0 + h)。特别地，当 f ∈ C(I) 时，F (x) =

ˆ x

a
f(y)dy 是 f

的原函数。

证明: ⾸先证明 F ∈ C(I)。假设 |f | ⩽M。对任意的 x ∈ I，对任意的 h > 0，我们有

|F (x− h)− F (x)| =
∣∣∣− (ˆ x

a
f −
ˆ x−h

a
f

) ∣∣∣
=
∣∣∣ ˆ x

x−h
f
∣∣∣ ⩽ |h| ×M = O(h).

从⽽，F 在 x 处左连续。类似地，可以证明右连续性，所以 F 在 x 处连续。特别地，这个证明表

明 F (a) = 0。
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进⼀步假设 f 在 x0 处右连续，令 f(x+0 ) 为 f 在 x0 处的右极限，即 f(x+0 ) = lim
h→0+

f(x0 + h)。

按定义，对任意的 ε，存在 δ > 0，使得当 h ∈ (0, δ) 时，我们有 |f(x0 + h)− f(x+0 )| < ε。据此，我

们计算

|F (x0 + h)− F (x0)− f(x+0 )h| =
∣∣∣ (ˆ x0+h

a
f −
ˆ x0

a
f

)
− f(x+0 )h

∣∣∣
=
∣∣∣ˆ x0+h

x0

(
f(x)− f(x+0 )

)
dx
∣∣∣ ⩽ εh.

由于 ε 是任意选取的，所以

F (x0 + h)− F (x0)− f(x+0 )h = o(h).

这表明，f(x+0 ) 是 F 在 x0 处的右导数。

推论 127. 假设 f ∈ C(I)，那么 F (x) =

ˆ x

a
f ∈ C1(I) 并且 F ′ = f（即 F 是 f 的原函数）。

定理 128 (微积分基本定理：Newton-Leibniz 公式). 假设 I 是有界闭区间，f ∈ R(I)。如果 f 有

原函数 F，那么 ˆ b

a
f = F (x)

∣∣b
a
.

其中，F (x)
∣∣b
a
= F

∣∣x=b
x=a

= F (b)− F (a)

证明: 我们注意到，如果 f ∈ C(I) 是连续函数，上⾯命题的推论表明

F (b) =

ˆ b

a
f, F ′ = f.

另外，F (a) = 0，所以 Newton-Leibniz 公式此时成⽴（在 F ∈ C1(I) 的时候）。

现在考虑⼀般情况：我们要证明，对任意的 ε > 0，都有

|F (b)− F (a)−
ˆ b

a
f | < ε.

此时，由于 f 可能在某些点处不连续，所以
ˆ x

a
f(y)dy 未必可微分。特别地，我们未必有 F (x) =ˆ x

a
f(y)dy。实际上，⼀个可微函数的导数未必是 Rieman 可积的：⽐如说，在区间 [−1, 1] 上定义

的函数

[−1, 1] → R, x 7→

x2 sin
(

1
x2

)
, x ̸= 0;

0, x = 0.

这个函数是可微的但是它的导数是⽆界的，所以不是 Riemann 可积分的。

根据 f 是 Riemann 可积的，我们可以选取 g, ψ ∈ E(I)，使得

|f(x)− g(x)| ⩽ ψ(x), ∀x ∈ I;

ˆ b

a
ψ < ε.
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我们再选取分划 σ = {a = a0 < · · · < an = b}，使得该分划与 g 和 ψ 两个阶梯函数相容。按照定

义，g 和 ψ 在每个区间 (ai−1, ai) 上的限制是常值函数：我们令

yi = g
∣∣∣
(ai−1,ai)

, zi = ψ
∣∣∣
(ai−1,ai)

.

为了控制
∣∣∣F (b)− F (a)−

ˆ b

a
f
∣∣∣，我们⾃然考虑它较好的⼀个逼近：

F (b)− F (a)−
ˆ b

a
g =

n∑
i=1

(
F (ai)− F (ai−1)

)
−

n∑
i=1

ˆ ai

ai−1

g

=
n∑
i=1

(
F (ai)− F (ai−1)− (ai − ai−1)yi

)
=

n∑
i=1

((
F (ai)− aiyi

)
−
(
F (ai−1)− ai−1yi

))
.

在每个区间 [ai−1, ai]上，我们考虑函数 x 7→ F (x)−yix。根据 Lagrange中值定理，存在 ξi ∈ [ai−1, ai]，

使得 ∣∣∣(F (ai)− aiyi
)
−
(
F (ai−1)− ai−1yi

)∣∣∣
=
∣∣F ′(ξi)− yi

∣∣(ai − ai−1)

=
∣∣f(ξi)− g(ξi)

∣∣(ai − ai−1)

⩽ ψ(ξi)(ai − ai−1)

= zi(ai − ai−1).

所以，我们得到

|F (b)− F (a)−
ˆ b

a
g| ⩽

n∑
i=1

zi(ai − ai−1) =

ˆ b

a
ψ < ε.

最终，我们有

|F (b)− F (a)−
ˆ b

a
f | ⩽ |F (b)− F (a)−

ˆ b

a
g|+ |

ˆ b

a
f − g|

⩽ ε+

ˆ b

a
ψ < 2ε

令 ε→ 0，我们就证明了微积分基本定理。

注记. Newton-Leibniz 公式最常用的形式是：f ∈ C1(I)，我们有

ˆ b

a
f ′ = f(x)

∣∣b
a
.
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给定⼀个函数 f，我们⽤
ˆ
f 来表⽰它（某个）原函数，我们注意到，按照原函数的定义，⼀

个函数的原函数在差⼀个常数的意义下是才是良好定义的，但是这种差别不是本质的，没有必要纠

结，所以，我们之后谈论原函数的时候，总是随便取⼀个就好，尽管这是从概念上⽽⾔不严格。另

外，即便 f 是 Riemann 可积的，它未必具有原函数，这是因为如果 f 有原函数 F，那么 F ′ = f，

根据 Darboux 定理，f 具有介值性，⽽我们随便选取的阶梯函数⼤都不具有这个性质。

我们罗列⼏个基本的原函数：ˆ
xα =

1

α+ 1
xα+1, α ̸= −1;

ˆ
1

x
= logx;

ˆ
logx = x logx− x;

ˆ
sinx = − cosx;

ˆ
cosx = sinx;

ˆ
ex = ex;

ˆ
1

a2 + x2
=

1

a
arctan x

a
;

ˆ
1√

a2 − x2
= arcsin x

a
;

ˆ
tan ax = −1

a
log cos ax.

还有⼏个稍微复杂但是也会见到的：ˆ
secx = log | secx+ tanx| = 2 tanh−1(tan x

2
);

ˆ
sec2 ax =

tan ax
a

;

ˆ
1

cosx = log | tan x
2
|.

注记. 我们将会看到，关于原函数的计算（如果可以用初等函数表示的话），本质上是代数的变形，

所以，我们需要记忆并熟练的运用以上⼏个例⼦。

这些例⼦的证明是平凡的，我们只需要对原函数求导来验证它恰好给出了所求的函数即可。利

⽤ Newton-Leibniz 公式和上⾯的原函数，我们可以计算很多积分了：

1) 单项式的积分：
ˆ b

a
xn =

ˆ b

a

1

n+ 1
xn+1 =

1

n+ 1
xn+1

∣∣∣b
a
=

1

n+ 1
(bn+1 − an+1).

2) π = π 的第⼀个证明。我们计算平⾯上半圆盘的⾯积（我们期待它应该是
r2

2
π）:

y =
√
r2 − x2

x

y

(r, 0)(−r, 0)

这就是函数 f(x) =
√
r2 − x2 下的⾯积，其中，x ∈ [−r, r]。换⽽⾔之，我们要计算如下的积

分： ˆ r

−r
f =

ˆ r

−r

√
1− x2.

我们发现，计算
√
1− x2 的原函数并不简单（⾄少不是⼀⽬了然）。我们需要发展⼀点⼯具来

计算原函数（积分）然后再来计算这个积分。
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作为 Newton-Leibniz 公式应⽤，我们现在来证明分部积分公式和变量替换公式。

命题 129 (分部积分公式). 假设 f, g ∈ C1(I)。那么，我们有
ˆ b

a
f ′ · g = (f · g)

∣∣b
a
−
ˆ b

a
f · g′.

证明: 对 (f · g)′ ⽤ Newton-Leibniz 公式，所以

(f · g)
∣∣b
a
=

ˆ b

a

(
f · g

)′
=

ˆ b

a
f ′ · g +

ˆ b

a
f · g′.

这⾃然等价于分部积分公式。

注记. 我们回忆⼀下所谓的 Abel 求和公式：假设 {ak}k⩾1 和 {bk}k⩾1 是复数（矩阵）的序列，那么

n∑
k=1

akbk = Snbn +

n−1∑
k=1

Sk(bk − bk+1),

其中我们用 Sn = a1 + a2 + · · ·+ an 表示数列 {ak}k⩾1 的部分和。这和分部积分公式非常相似：我

们将 Sk 和 bk 看成在 Z⩾1 定义的函数，那么，如下的对应

Sk −→ f, bk −→ f, Z⩾1 −→ [a, b],

就可以把 Abel 求和公式看成分部积分。（我们下个学期会学习抽象的积分理论把这个对应说清楚）

命题 130 (变量替换公式). 假设 Φ : I → J 是两个有界闭紧区间之间的连续的单调递增的可微映

射，其中 I = [a, b]，J = [c, d]。f ∈ C(J)，那么对于 I 中任意的 α < β，都有
ˆ β

α

(
(f ◦ Φ) · Φ′) = ˆ Φ(β)

Φ(α)
f.

证明: 我们先假设 Φ(β) > Φ(α). 根据 f ∈ C(I) 和 Φ ∈ C1(I)，我们知道上⾯两个积分的被积函数

都是连续的，所以都是 Riemann 可积的。根据复合函数求导公式，令 F (x) 为 f(x) 的⼀个原函数，

那么我们有

F (Φ(x))′ = f(Φ(x))Φ′(x) ⇔
(
F ◦ Φ

)′
= (f ◦ Φ) · Φ′.

所以利⽤ Newton-Leibniz 公式，我们有
ˆ β

α
(f ◦ Φ) · Φ′ =

ˆ β

α

(
F ◦ Φ

)′
= F ◦ Φ

∣∣∣β
α
= F (Φ(β))− F (Φ(α)).

另外，由于 f(x) 是连续的，所以我们可以选取 F 为

F (x) =

ˆ x

a
f.

从⽽，

F (Φ(β))− F (Φ(α)) =

ˆ Φ(β)

a
f −
ˆ Φ(α)

a
f =

ˆ Φ(β)

Φ(α)
f.

命题得证。
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注记. 注意到，我们假设了 Φ(α) < Φ(β) 是递增的，这是⼈为的原因的：对于区间 I = [a, b]，最好

的积分的符号应该是
ˆ
I
f。然⽽，由于传统的原因，我们经常使用

ˆ b

a
f，这里，我们已经默认了

a > b 的假设。从这角度看，
ˆ b

a
不是⼀个太好的符号。然⽽，重新观察证明，我们发现等式

ˆ β

α
(f ◦ Φ) · Φ′ = F (Φ(β))− F (Φ(α))

是永远成立的，所以，当 Φ(β) < Φ(α) 的时候，我们需要将
ˆ Φ(β)

Φ(α)
f 解释为

ˆ Φ(β)

Φ(α)
f = −

ˆ Φ(α)

Φ(β)
f = − (F (Φ(α))− F (Φ(β)))

即可。换⽽⾔之，作为约定，我们规定
ˆ b

a
f = −

ˆ a

b
f.

作为换元积分公式的推论，我们证明两个基本的命题。尽管这两个命题的证明不值⼀提，但是

由于下⾯的平移和相似变换是 R 上最基本的对称性（共形变换群），所以它们占有特殊的位置：

• 假设 f ∈ R(I)，我们定义函数 g(x) = f(x + x0)，即函数 g = f ◦ τx0 : [a − x0, b − x0] → R，

其中 τx0 : [a− x0, b− x0] → [a, b] 是平移 x 7→ x+ x0。此时，我们有

ˆ b−x0

a−x0
g =

ˆ b

a
f.

• 假设 f ∈ R(I)，λ > 0，我们定义函数 g(x) = f(λx)，即函数 g = f ◦mλ : [
a

λ
,
b

λ
] → R，其中

mλ : [
a

λ
,
b

λ
] → [a, b] 是相似变化 x 7→ λx。此时，我们有

λ

ˆ b
λ

a
λ

g =

ˆ b

a
f.

当 λ < 0 时，我们要将
ˆ b

λ

a
λ

换做
ˆ a

λ

b
λ

。

注记 (符号的解释). 根据变量替换公式的形式，我们倾向于将积分写成传统的形式：
ˆ b

a
f(x)dx。

为了讲的更清楚，我们回忆微分（不是导数！）的定义。给定⼀个两个区间之间的可微的映射

Φ : X → Y，对于每个点 x0 ∈ X，我们给它分配⼀个线性空间 Tx0X ≃ R；对于 y0 ∈ Y，我们给

它分配⼀个线性空间 Ty0Y ≃ R。那么，映射 Φ 在 x0 处的微分定义为：

dΦ(x0) : Tx0X → TΦ(x0)Y, h 7→ Φ′(x0)h.
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假设 X = Y，我们选取⼀个特殊的 Φ，即恒同映射 x 7→ x。我们就把这个映射记作 x。特别地，此

时 Φ′ = 1。所以，微分现在可以被写为

dx(x0) : Tx0X → TΦ(x0)X, h 7→ h.

比较上面两个映射，我们知道，作为 Tx0X → TΦ(x0)Y 之间的映射，我们可以把上面的映射写成

dΦ(x0) = Φ′(x0)dx(x0).

忽略掉上面式⼦对点的依赖性，我们就得到了

dΦ = Φ′(x)dx.

所以，如果我们用传统的积分记号，换元积分公式就可以想象成用变元 y 代替 Φ(x)，即 y = Φ(x)，

公式可以写成 ˆ β

α
f
(
Φ(x)

)
Φ′(x)dx︸ ︷︷ ︸
dΦ(x)

=

ˆ Φ(β)

Φ(α)
f(y)dy.

我们强调，目前这种写法只是形式的记法，到下个学期我们用正确的测度的观点或者微分形式的观

点，就可以完美地解释这种记号。⼤家⼤可不必纠结你是否理解这个记法，因为这目前是⼀个帮助

记忆的⽅式，仅此⽽已。

我们可以看⼀下如何利⽤分部积分和换元积分公式进⾏积分的计算。在⼀定的意义上，这已经

不属于分析的范畴了（不⽤取极限或者 ε 语⾔），⽽算是组合或者是代数上的操作了：

例子. 我们先来完成关于圆的面积的计算：

1) 我们用如下的变量替换 x = r sin θ，即考虑 Φ : [−π, π] → [−r, r]。从⽽，
ˆ r

−r

√
r2 − x2dx =

ˆ π
2

−π
2

√
r2 − (r sin θ)2r cos θdθ

= r2
ˆ π

2

−π
2

(cos θ)2dθ = r2

2

ˆ π
2

−π
2

(cos(2θ) + 1) dθ

=
r2

2

(
=

ˆ π
2

−π
2

cos(2θ)dθ + π

)
ϑ=2θ
=

r2

2

(
1

2
=

ˆ π

−π
cos(ϑ)dϑ+ π

)
另外，根据 sinx 的周期性，我们知道 sin(π) = sin(−π)，所以

ˆ π

−π
cos(ϑ)dϑ = sinϑ

∣∣π
−π = 0.

所以， ˆ r

−r

√
r2 − x2dx =

r2

2
π.

所以，半径为 r 的圆盘的面积是 πr2。⾄此我们验证了 π = π，其中 π 是⼤家想象中的 π。
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2) 计算
ˆ 3π

2

0
sin2 x cosxdx。我们将积分分为⼏块然后用换元积分公式：

ˆ 3π
2

0
sin2 x cosxdx =

(ˆ π
2

0
+

ˆ π

π
2

+

ˆ 3π
2

π

)
sin2 xd sinx

=

ˆ 1

0
y2dy −

ˆ 1

0
y2dy +

ˆ 1

0
y2dy

=
1

3
− 1

3
+

1

3
= 1.

请尤其注意第⼆项的换元积分，因为这时候对应着之前 Φ(β) < Φ(α) 的情形。

3) 计算
ˆ π

2

0
x sinx cosxdx。这个积分的计算需要用到分部积分公式来除掉 x：

ˆ π
2

0
x sinx cosxdx =

1

2

ˆ π
2

0
x sin(2x)dx = −1

4

ˆ π
2

0
x
(
cos(2x)

)′
dx

=
1

4

ˆ π
2

0
cos(2x)dx− 1

4
x cos(2x)

∣∣∣π2
0

=
1

8

ˆ π
2

0

(
sin(2x)

)′
dx+

1

8
π =

1

8
π.

4) 计算
ˆ 2

1

1

x
√
1 + x2

dx。在这个计算中，我们将 x 换成
1

y
：

ˆ 2

1

1

x
√
1 + x2

dx =

ˆ 1

1
2

1√
1 + y2

dy.

为了计算上面的积分，我们首先声明
ˆ

1√
1 + x2

= log(x+
√
1 + x2)，据此，

ˆ 1

1
2

1√
1 + y2

dy = log 2 + 2
√
2

2�
√
5

.

很明显，上面的不定积分的计算是有难度的，这样的技巧我们留到后面来谈。我们给⼀个

更透明的计算，想法是注意到 1 + x2 的形式让我们联想到双曲三角函数，我们做变量替换

y = sinh z，从⽽ ˆ 1

1
2

1√
1 + y2

dy. =

ˆ β

α

1

cosh z cosh zdz = β − α,

其中，sinh(α) = 1

2
，sinh(β) = 1。通过解⼆次⽅程，我们就可以确定 α 和 β。
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20.1 作业：Dini 定理，多项式逼近与 Weiestrass-Stone 定理

清华大学 19-20 秋季学期，数学分析一，作业 9

请⽤ A4 ⼤⼩的纸张正反面⽤钢笔，签字笔或者圆珠笔书写，并注明⾃⼰的姓名，年级和

作业的总页数。除定理公式所涉及的⼈名之外，请使⽤中文。本次作业的提交时间和地点

为 12 月 5 日上午的课堂上，逾期视作零分。

基本习题

习题 A（积分定义的补充与扩展）我们总假设 I = [a, b] ⊂ R 是⼀个有界闭区间，V 是⼀个赋范线

性空间。

A1) σ1, σ2 ∈ S 是两个分划。证明，对任意的 ε > 0，总存在分划 σ，使得 σ ≺ σ1，σ ≺ σ2 并且它

的步长 |σ| < ε。

A2) 考虑在 V 中取值的阶梯／简单函数的空间 E(I)，证明，这是 R-线性空间并且积分算⼦
ˆ b

a
:

E(I) → V 是良好定义的（不依赖于分划的选取）并且是线性映射，其中积分的定义⽅式与函

数在 R 中取值时的⽅式⼀致。据此，⽤阶梯函数逼近的⽅式定义在 V 中取值的 Riemann 可

积的函数。你不需要写下细节但是你应该对照笔记研究原来证明的每⼀步。

A3) 假设 f : I → Rn，其中 fi 是 f 的每个分量。那么 f ∈ R(I) 当且仅当对每个分量 fi 我们都

有 fi ∈ R(I)。特别地，当 f : R → C 时，我们有
ˆ b

a
f =

ˆ b

a
ℜf + i

ˆ b

a
ℑf，其中 ℜf 和 ℑf

分别为 f 的实部和虚部。

A4) 试证明积分的区间可加性：假设 a < c < b，那么对于任意的 f ∈ R(I)，我们有 f 在 [a, c] 和

[c, b] 上的限制都是阶梯函数，并且

ˆ b

a
f =

ˆ c

a
f +

ˆ b

c
f.

A5) 证明，对于任意两个分划 σ 和 σ′，它们所对应的 Darboux 上下和满⾜

S(f ;σ) ⩽ S(f ;σ′).

据此证明，如果 f ∈ R(I)，就有 lim
|σ|→0

|S(f ;σ)− S(f ;σ)| = 0，即对任意的 ε > 0，⼀定存在

δ > 0，对任意的分划 σ，只要 |σ| < δ，我们就有

|S(f ;σ)− S(f ;σ)| < ε.

A6) f ∈ R(I)。证明，改变 f 在有限个点上的取值所得到的函数仍是 Riemann 可积的并且积分与

f 的相同。

214



A7) f ∈ C([a, b])。假设对任意的 x ∈ I，我们都有 f(x) ⩾ 0 并且存在点 x0 ∈ I 使得 f(x0) > 0。

证明，
ˆ b

a
f > 0。

A8)（不定积分的分部积分公式：对计算不定积分有⽤）假设 f, g ∈ C1(I)，那么，我们有
ˆ
f ′ · g = f · g −

ˆ
f · g′.

A9)（不定积分的变量替换公式：对计算不定积分有⽤）假设 Φ : R → R 可微，f 是连续函数，那

么 ˆ
(f ◦ Φ)Φ′ =

ˆ
f.

习题 B(不定积分的计算) 试计算下列不定积分

(1)

ˆ
x5

1 + x
(2)

ˆ √
x

√
x
√
x (3)

ˆ (
1 + x

1− x
+

1− x

1 + x

)
(4)

ˆ
e3x + 1

1 + ex
(5)

ˆ √
1− sin(2x) (6)

ˆ cos(2x)
cosx− sinx

(7)

ˆ
tan2 x (8)

ˆ
|x| (9)

ˆ
e−|x|

(10)

ˆ
x2

(1− x)2018
(11)

ˆ
|x− 1| (12)

ˆ
1√

b2 + x2

(13)

ˆ
1√

x(1 + x)
(14)

ˆ
x4

(1− x5)4
(15)

ˆ (
1√

3− x2
+

1

1− 3x2

)
(16)

ˆ
2x− 3

x2 − 3x+ 8
(17)

ˆ
1

sin2(2x+ π
4 )

(18)

ˆ
1

1 + cosx

(19)

ˆ
1

x2
sin 1

x
(20)

ˆ
cos5 x (21)

ˆ
cos(ax) sin(bx)

(22)

ˆ
1

a cosx+ b sinx (23)

ˆ sin(2x)
a2 cos2 x+ b2 sin2 x

(24)

ˆ
1

2− sin2 x

(25)

ˆ
1

x(lnx)(ln lnx) (26)

ˆ lnx
x
√
1 + lnx

(27)

ˆ cosx+ sinx
3
√
sinx− cosx

(28)

ˆ
e
√
x (29)

ˆ
x

n
2

1 + xn+2
(30)

ˆ √
x

1− 3
√
x

(31)

ˆ
1

(x2 + a2)
3
2

(32)

ˆ
1

cos4 x (33)

ˆ
(arcsinx)2

(34)

ˆ
x arcsinx (35)

ˆ
x arctanx (36)

ˆ arctanx
x2
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(37)

ˆ
x2 sinx (38)

ˆ
x

cos2 x (39)

ˆ
ln(x+

√
1 + x2)

(40)

ˆ
sin(lnx) (41)

ˆ √
x2 + a2 (42)

ˆ
x2√

x2 − a2

(43)

ˆ
x ln(x+

√
1 + x2)√

1 + x2
(44)

ˆ
1√

x2 + a2
(45)

ˆ
xex

(1 + x)2

(46)

ˆ
arctan(1 +

√
x) (47)

ˆ (
1− 2

x

)2

ex (48)

ˆ √
2 + tan2 x

(49)

ˆ
1

1 + x3
(50)

ˆ
x7

x4 + 2
(51)

ˆ
2x2 + 1

(x+ 3)(x− 1)(x− 4)

(52)

ˆ
1 + x2

1 + x4
(53)

ˆ
x√

x+ 1 + 3
√
x+ 1

(54)

ˆ
1√

x+ x2

(55)

ˆ
1− r2

1− 2r cosx+ r2
, r ∈ (0, 1) (56)

ˆ
1

x
√
1 + x2

(57)

ˆ
1

5− 3 cosx

(58)

ˆ
1

2 + sin2 x
(59)

ˆ sin3 x
cos4 x (60)

ˆ
1

sinx cos4 x.

思考题（重要结论，不交作业，鼓励讨论！）

习题 W（多项式逼近和 Weiestrass-Stone 定理）我们要证明如下著名的定理：任意给定有界闭区

间 I = [a, b] 上的连续函数，我们总是可以⽤⼀个多项式来⾜够好地逼近它。更精确地说，给定

f ∈ C([a, b])，对任意的 ε > 0，存在多项式 Pε，使得 sup
x∈[a,b]

|f(x)− Pε(x)| < ε，即若⽤ P ([a, b]) 表

⽰ [a, b] 上多项式函数组成的空间，则 P ([a, b]) 在度量空间 C([a, b]) 中稠密（C([a, b]) 上⽤的范数

是 ∥f∥∞ = sup
x∈[a,b]

|f(x)|）。

第一部分：Dini 定理及应用

W1)（Dini 定理）假设 K ⊂ Rn 是紧⼦集，fn : K → R 是⼀列连续函数，它们逐点地收敛到连续

函数 f : K → R，即对每个 x ∈ K，我们都有 lim
n→∞

fn(x) = f(x)。证明，如果 {fn}n⩾1 是上

升的函数列（即对任意 x ∈ K 和 n，我们都有 fn(x) ⩽ fn+1(x)），那么 fn ⼀致收敛到 f。（参

考荆公⼦的某次习题课）

W2) 考虑区间 I = [−1, 1]。我们通过归纳的⽅式定义⼀族多项式函数：

P0(x) = 0, Pn+1(x) = Pn(x) +
1

2
(x2 − P 2

n(x)).

证明，对任意的 n 和 x，我们都有 0 ⩽ Pn(x) ⩽ Pn+1(x) ⩽ |x|。

W3) 证明，绝对值函数 |x| 在 I = [−1, 1] 上可以被多项式⼀致地逼近，即对任意的 ε > 0，存在某

个多项式函数 Pε(x)，使得 sup
x∈[−1,1]

∣∣|x| − Pε(x)
∣∣ < ε。
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第二部分：区间上的情形

这⼀部分中，我们假设 I = [0, 1]，n 是正整数。

W4) 对任意的 0 ⩽ k ⩽ n，我们定义 pn,k(x) =

(
n

k

)
xk(1 − x)n−k。证明，

∑
0⩽k⩽n

pn,k(x − k

n
)2 =

x(1− x)

n
。

W5) 任意给定 f ∈ C([0, 1])，我们定义 Bf,n(x) =
∑

0⩽k⩽n
f(
k

n
)

(
n

k

)
xk(1− x)n−k。对 x ∈ [0, 1]，证

明，

|f(x)−Bf,n(x)| ⩽
n∑
k=0

|f(x)− f(
k

n
)|pn,k(x).

W6)（⽤ Bernstein 多项式逼近连续函数）任意给定 f ∈ C([0, 1])，证明，对任意 ε > 0，总存在 n，

使得 ∥f −Bf,n∥∞ < ε。

注记. 用概率论的观点，x ∈ [0, 1] 给定，Bernstein 多项式逼近的的⽅法讲的是概率测度 µx =
n∑
k=0

(
n

j

)
xk(1− x)n−kδ k

n
的极限是 Dirac 测度 δx。

第三部分：紧集上的情形

从此往后，我们假设 K ⊂ Rn 是紧集，C(K) 是 K 上的实数值连续函数所构成的线性空间，⽤

P (K) 表⽰ K 上多项式函数组成的空间（即形如
∑

|α|⩽m
cαx

α 的函数，其中 m 是正整数，α 是多重

指标，请参见关于多重偏导数的课堂笔记）。

W7) 假设 A ⊂ C(K) 是⾮零的线性⼦空间。如果对任意的 f, g ∈ A，它们的乘积 f · g ∈ A，我们

就把 A 称作是 C(K) 的⼀个子代数。证明，P (K) 是 C(K) 的⼦代数。

W8) ⾮零的线性⼦空间 A ⊂ C(K) 是闭子代数，也就是说如果 {fk}k⩾1 ⊂ A，fk ⼀致收敛到 f，

那么 f ∈ A。假设常值函数 1 ∈ A，证明，如果 f ∈ A，那么 |f | ∈ A。（提⽰：利⽤ W3)）

W9) 假设 A ⊂ C(K) 是⼦集，如果对任意的 x, x′ ∈ K，x ̸= x′，都存在 f ∈ A，使得 f(x) ̸= f(x′)，

我们就称 A 是能够区分点的。证明，P (K) 是能够区分点的。

W10) 假设 f, g ∈ C(K)。证明，函数 f ∧ g(x) = min{f(x), g(x)} 和 f ∨ g(x) = max{f(x), g(x)} 都

是连续的。

W11) 假设 A ⊂ C(K) 是⼦集，如果对任意的 f, g ∈ A，f ∧g, f ∨g ∈ A，我们就称 A 是∧∨-封闭的。

证明，P (K) 是 ∧∨-封闭的，其中 P (K) =
{
f ∈ C(K)|存在{fk}k⩾1 ⊂ P (K), fk⼀致收敛到f

}
为 P (K) 在 C(K) 中的闭包。
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W12) 我们现在假设 A ⊂ C(K) 是 ∧∨-封闭的，并且对任意的 α, β ∈ R，任意的 x, y ∈ K，x ̸= y

（我们此时假设 K ⾄少含有两个点）都存在函数 φ ∈ A，使得 φ(x) = α，φ(y) = β。

我们通过下⾯的步骤来证明 A ⊂ C(K) 是稠密的（即对任意给定的连续函数 f ∈ C(K)，对

任意的 ε > 0，总存在 φ ∈ A，使得 ∥φ− f∥∞ < ε）：

– 固定 x0 ∈ X，对任意的 y ∈ K，我们选取 φy ∈ A，使得 φy(x0) = f(x0) 并且 φy(y) =

f(y)，这样我们得到⼀族 {fy ∈ A|y ∈ K}，据此，对每个 y ∈ K，可以定义 Uy = {z ∈
K|φy(z) > f(z)− ε}。证明，存在有限个 y1, · · · , ym ∈ K，使得 K ⊂ Uy1 ∪ · · · ∪ Uym。

– 证明，φx0 = sup
x∈K

{φy1(x), · · · , φym(x)} ∈ A 并且对任意的 x ∈ K，我们都有 φx0(x) −

f(x) > −ε。

– 证明，存在 φ ∈ A，使得对任意的 x ∈ K，都有 |φ(x)− f(x)| < ε。

W13) 证明，如果⼦代数 A ⊂ C(K) 是能够区分点的，∧∨-封闭的并且包含所有的常数值函数，那

么 A ⊂ C(K) 是稠密的。

W14)（Weiestrass-Stone 定理）如果 A ⊂ C(K) 是⼀个能区分点的⼦代数并且包含常值函数 1，那

么 A ⊂ C(K) 是稠密的。

注记. 我们还有⼀种复值函数的 Weiestrass-Stone 定理，在很多的场合有着重要的应用，有

兴趣的同学可以自⼰查阅。

W15) 多项式函数 P (K) 在连续函数空间 C(K) 中是稠密的。

W16) 给定以 2π 为周期的连续函数 f ∈ C(R)。证明，任给 ε > 0，总存在⼀个有限的三⾓级数

T (x) =
∑

−N⩽k⩽N
ak cos(kx) +

∑
−N⩽k⩽N

bk sin(kx),

其中 N 是正整数，ak, bk 是实数，使得对任意的 x ∈ R，我们都有 |f(x)− T (x)| < ε。（提⽰：

考虑 C[0, 2π] 和它的某个⼦代数）
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21 振幅，零测集，Lebesgue 定理

⼆零⼀九年⼗⼀⽉⼆⼗⼋⽇，星期四，晴天

我们这⼀次给出 Riemann 积分的最后⼀个刻画，这就是所谓的 Lebesgue 定理。

假设 f : R → R 是⼀个函数，x0 ∈ R，我们定义 f 在 x 出的振幅 ω(f, x0) 为

ω(f, x0) = inf
δ>0

 sup
|x−x0|<δ,
|y−x0|<δ

|x− y|

 = lim
δ→0

sup
|x−x0|<δ,
|y−x0|<δ

|x− y|.

这个概念可以被推⼴到距离空间的范畴上，假设 f : X → Y 是两个距离空间 (X, dX) 和 (Y, dY ) 之

间的映射，对于给定的 x0 ∈ X，我们定义 f 在 x 处的振幅为：

ω(f, x0) = inf
x0∈U

U是开集

diam
(
f(U)

)
,

其中 diamV = sup
y1,y2∈V

dY (y1, y2) 为 V 的直径。

例子. 我们有⼀个在⼀点处振幅很⼤的函数：

f(x) =

sin
(
1
x

)
, x ̸= 0;

0, x = 0.

很明显，ω(f, 0) = 2。我们自然知道 f 在 0 处是不连续的。

振幅消失实际上是连续性的刻画：

引理 131. f : X → Y 是距离空间 (X, dX) 和 (Y, dY ) 之间的映射。f 在 x0 处连续当且仅当

ω(f, x0) = 0。

证明: 假设 f 在 x0 处连续，那么，对任意的 ε > 0，存在 δ > 0，当 d(x, x0) < δ 时（⇔ x ∈
B(x0, δ) ⊂ X），我们有 d

(
f(x), f(x0)

)
< ε（⇔ f(x) ∈ B

(
f(x0), ε

)
⊂ Y）。所以，对于开集合

U = B(x0, δ) ⽽⾔，f(U) ⊂ B
(
f(x0), ε

)
⊂ Y，从⽽ diamf(U) < 2ε。由于 ε 是任意选取的，所以

ω(f, x0) = 0。

反过来，假设 ω(f, x0) = 0，即 inf
x0∈U

U是开集

diam
(
f(U)

)
= 0，所以对于任意的 ε > 0，存在包含 x0

的开集 U ⊂ X，使得

diam
(
f(U)

)
< δ.

由于 U 是开集，所以存在 δ > 0，使得 B(x0, δ) ⊂ U，从⽽ diamf
(
B(x0, δ)

)
< ε，所以 d(x, x0) < δ

时（⇔ x ∈ B(x0, δ)），dY
(
f(x), f(x0)

)
⩽ diamf

(
B(x0, δ)

)
< ε。这表明 f 在 x0 处连续。

对于不连续点，我们有如下的刻画：

引理 132. f : X → Y 是距离空间 (X, dX) 和 (Y, dY ) 之间的（任意）映射。对任意 ε > 0，集合

Ωε(f) =
{
x ∈ X

∣∣ω(f, x) ⩾ ε
}

是 X 中的闭集。
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证明: 按照闭集的定义，只需要说明它的补集 X − Ωε(f) =
{
x ∈ X

∣∣ω(f, x) < ε
}

为开集即可。⾸

先，我们注意到 x0 ∈ X − Ωε(f) 等价于存在包含 x0 的开集 U，使得 diamf(U) < ε。据此，我们

知道，对于任意的 x ∈ U，利⽤ diamf(U) < ε，所以 x ∈ X −Ωε(f)，即 U ⊂ X −Ωε(f)。这说明

X − Ωε(f) 是开集。

我们现在在 R 上定义所谓的测度为零的集合（你可以认为这是所谓的长度为零的集合）。⾸先，

给定⼀个有限区间 I，我们定义 |I| 为其长度，即右端点减掉左端点的值。

定义 133. X ⊂ R 是⼦集，如果对任意的 ε > 0，总存在可数个有界闭区间 {Ik}k⩾1，使得 X ⊂
∪
k⩾1

Ik

并且
∞∑
k=1

|Ik| < ε，我们就称 X 是⼀个零测集。

注记. 我们可以将定义中的有界闭区间换成有界开区间，这样定义出的零测集与上述定义的是⼀致

的。实际上，如果接受第⼆种定义，假设对任意的 ε > 0，存在开区间 {Ik}k⩾1，使得

X ⊂
∪
k⩾1

Ik,

∞∑
k=1

|Ik| < ε.

此时，我们可以选取闭区间 {Ik}k⩾1，我们自然有

X ⊂
∪
k⩾1

Ik,

∞∑
k=1

|Ik| =
∞∑
k=1

|Ik| < ε.

反之，如果接受第⼀种定义，假设对任意的 ε > 0，存在有界闭区间 {Kk}k⩾1，使得

X ⊂
∪
k⩾1

Kk,
∞∑
k=1

|Kk| < ε.

假设 Kk = [ak, bk]，我们令 Ik = (ak −
1

2k+1
ε, bk +

1

2k+1
ε)，那么开区间 Ik 的长度为 |Kk|+

ε

2k
，所

以
∞∑
k=1

|Ik| <
∞∑
k=1

|Kk|+
∞∑
k=1

ε

2k
= 2ε.

所以，我们可以选取开区间 {Ik}k⩾1 来覆盖 X。

命题 134. 可数个零测集的并集仍然是零测集。特别地，可数集是零测集。

证明: 假设 {Xk}k⩾1 是零测集，按照定义，对于每个 Xk ⽽⾔，对任意的
ε

2k
，存在有界闭区间的

集合 {Ik,i}i⩾1，使得

Xk ⊂
∪
i⩾1

Ik,i,

∞∑
i=1

|Ik,i| <
ε

2k
.

所以，这⼀些 {Ik,i}k,i⩾1 可以作为
∪
k⩾1

Xk 的覆盖的闭区间

∪
k⩾1

Xk ⊂
∪
k⩾1

∪
i⩾1

Ik,i.
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它们的总长度满⾜
∞∑

i,k=1

|Ik,i| <
∞∑
k=1

ε

2k
= ε.

所以，
∪
k⩾1

Xk 是零测集。

我们⽤上⾯的⼯具来研究 Riemann 可积函数（f 可以在⼀个赋范线性空间中取值）：

引理 135. （关键的引理）假设 f ∈ R([a, b])，对任意的 ε > 0，

Ωε(f) =
{
x ∈ X

∣∣ ω(f, x) ⩾ ε
}

是零测集。

证明: 任意给定正常数 δ > 0，根据 Riemann 积分的定义，我们找两个阶梯函数 F 和 ψ，使得它

们都对应着相同的分划 σ = {a0 < a1 < · · · < an} 并且

|f(x)− F (x)| ⩽ ψ(x),

ˆ b

a
ψ < δε.

我们将区间 [ai, ai+1] 分成两类：

• ψ 在 [ai, ai+1] 上的取值⼩于
1

2
ε。

在这⼀类区间上⾯，我们来研究 f 的振幅，其中 x, y ∈ [ai, ai+1]：

|f(x)− f(y)| ⩽ |f(x)− F (x)|+ |f(y)− F (y)|+ |F (x)− F (y)|︸ ︷︷ ︸
=0

⩽ |ψ(x)|+ |ψ(y)| < ε.

据此，我们知道 Ωε(f) 与此类区间的交集为空集。

• ψ 在 [ai, ai+1] 上的取值⼤于等于
1

2
ε。

我们将这些⼩区间记作 I1, · · · , Im。按照上⾯的推理，这⼀类区间覆盖了 Ωε(f)。根据不等式ˆ b

a
ψ < δε，我们知道 ∑

j⩽m

1

2
ε|Ij | ⩽

ˆ b

a
ψ < δε

从⽽，|Ij | 的长度总和⼩于 2δ。

由于 δ 是任意选取的并且 Ωε(f) ⊂
n∪
i=1

Im，所以 Ωε(f) 是零测集。
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由于 f 在 x 处连续当且仅当 ω(f, x) = 0，从⽽ f 的不连续点具有如下的刻画：{
x ∈ I

∣∣ f在x处不连续
}
=
∪
n⩾1

Ω 1
n
(f).

所以，如果 f ∈ R(I)，那么 f 的不连续点的集合是零测集（因为可数个零测集的并集还是零测集）。

我们现在来证明 Lebesgue 定理，它给出了 Riemann 可积函数和连续函数之间的基本关联：

定理 136 (Lebesgue). f ∈ R
(
[a, b]

)
当且仅当 f 有界并且其不连续点所构成的集合是零测集。

证明: 我们做如下的准备⼯作：

• 选取 M > 0，使得对任意的 x ∈ [a, b]，都有 |f(x)| ⩽M。

• 令

A = Ω ε
2(b−a)

(f) =
{
x ∈ [a, b]

∣∣ω(f, x) ⩾ ε

2(b− a)

}
.

那么，A 是⼀个闭集也是⼀个零测集。由于 A 有界，它还是⼀个紧集。

对于 A，由于它是零测集，所以可以选取可数个开区间 Iii⩾1 作为 A 的⼀个开覆盖，并且它们

的总长度⼩于
ε

2M
，即

∞∑
i=1

|Ii| <
ε

2M
.

根据 A 的紧性，存在有限个⼩区间 I1, · · · , Im，使得 A ⊂ U = I1 ∪ · · · ∪ Im，我们⾃然还有

m∑
i=1

|Ii| <
ε

2M
.

令 K = I −U = I ∩ (X −U)。这是两个闭集的交集，所以是闭集。另外，K 是有界的，所以 K 是

紧集。对任意的 y ∈ K，按照振幅的定义，都存在包含 y 的开区间 Jy，使得对任意的 t1, t2 ∈ Jy，

我们都有

|f(t1)− f(t2)| ⩽
ε

2(b− a)
.

利⽤紧性，我们能找到有限个⼩区间 Jy1 , · · · , Jyℓ，使得 K ⊂ V = Jy1 ∪ · · · ∪ Jyℓ。
我们现在将 I1, · · · , Im 和 Jy1 , · · · , Jyℓ 的端点按照⼤⼩顺序排成⼀列，加上 a 和 b，就得到了

[a, b] 的⼀个分划 a0 < a1 < · · · < an−1 < an。所以，每个⼩区间 [ai, ai+1] 要么完全落在某个 Ii 中，

要么完全落在某个 Iyj 中。我们现在构造阶梯函数 F 和 ψ 来逼近 f：

F (x) =


0, x = 某个ai;

0, x ∈ (ai, ai+1)并且(ai, ai+1)包含在某个Ij中;

f(ai+ai+1

2 ), x ∈ (ai, ai+1)但是(ai, ai+1)不包含在任何Ij中.
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以及

ψ(x) =


M, x = 某个ai;

M, x ∈ (ai, ai+1)并且(ai, ai+1)包含在某个Ij中;

ε
2(b−a) , x ∈ (ai, ai+1)但是(ai, ai+1)不包含在任何Ij中.

按照定义，我们有 |f(x)−F (x)| ⩽ ψ(x)。为此，我们只需要分情况讨论，在上⾯前两种情况下，这

是显然的；如果 x ∈ (ai, ai+1)但是(ai, ai+1)不包含在任何Ij中，那么，存在 j0，使得 x ∈ Jj0，特别

地，x, ai+ai+1

2 ∈ Jj0，从⽽，根据 J-型区间的定义，我们有∣∣∣f (ai + ai+1

2

)
− f(x)

∣∣∣ < ε

2(b− a)
.

这就是 |f(x)− F (x)| ⩽ ψ(x)。最终，我们验证
ˆ b

a
ψ ⩽ ε：

ˆ b

a
ψ ⩽

m∑
i=1

|Ii| ×M + (b− a)× ε

2(b− a)

⩽ ε

2
+
ε

2
= ε.

这就证明了 f 是 Riemann 可积的。
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22 积分的基本性质，积分余项的 Taylor 公式，反常积分，反常积分的
收敛性：控制收敛，面积法，Euler 常数，Wallis 积分与 Stirling 公
式

⼆零⼀九年⼗⼆⽉⼆⽇，星期⼀，晴天

给定有界闭区间 [a, b]，我们知道连续函数的空间 C
(
[a, b]

)
是 R

(
[a, b]

)
的线性⼦空间。我们在

C
(
[a, b]

)
上配备范数 ∥ · ∥∞，即

∥f∥∞ = sup
x∈[a,b]

|f(x)|.

此时，我们有映射 ˆ b

a
: C
(
[a, b]

)
−→ R, f 7→

ˆ b

a
f.

这是⼀个连续线性映射：因为对任意的 f, g ∈ C
(
[a, b]

)
，我们有∣∣∣ ˆ b

a
f −
ˆ b

a
g
∣∣∣ ⩽ ˆ b

a
|f − g| ⩽

ˆ b

a
∥f − g∥∞ = (b− a)d∞(f, g).

特别地，如果 fn → f 是 C
(
[a, b]

)
⼀致收敛的序列，那么

lim
n→∞

ˆ b

a
fn =

ˆ b

a
f.

练习. 存在 fn, f ∈ C
(
[a, b]

)
，使得对任意的 x ∈ [a, b]，当 n→ ∞ 时，fn(x) → f(x)，但是

lim
n→∞

ˆ b

a
fn ̸=

ˆ b

a
f.

我们上⼀次课证明了关于 Riemann 积分的 Lebesgue 定理：f ∈ R
(
[a, b]

)
当且仅当 f 有界并且

其不连续点所构成的集合是零测集。作为应⽤，我们有

推论 137 (对值域进⾏复合). f : I → J ⊂ R 是可积的，g : J → R（或某个赋范线性空间 V）是连

续映射，那么 g ◦ f 是可积的。特别地，f : I → C 是可积的并且 |f(x)| ⩾ δ > 0，那么
1

f
是可积的。

证明: 这是因为如果 f 在 x0 处连续，那么 g ◦ f 在 x0 处连续。所以，g ◦ f 的不连续点的集合是 f

的不连续点的⼦集，所以仍然是零测集。

对于 f : I → C，我们按照实部和虚部分解，有 f = f1+ if2，此时，f1 和 f2 都是可积的。那么

1

f
=

f1
(f1)2 + (f2)2

− i
f2

(f1)2 + (f2)2
,

是可积的。

推论 138. f : [a, b] → R⩾0 是 Riemann 可积的。那么，
ˆ b

a
f = 0 当且仅当 {x ∈ [a, b]|f(x) ̸= 0}

是零测集。
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证明: 如果
ˆ b

a
f = 0，为了说明

{
x ∈ [a, b]

∣∣f(x) ̸= 0
}

是零测集，我们证明在任意连续点 x0 处，

f(x0) = 0：因为 Lebesgue 定理，
{
x ∈ [a, b]

∣∣f(x) ̸= 0
}

只能是不连续点，所以测度为零。我们⽤反

证法：假设 f 在 x0 处连续，但是 f(x0) ̸= 0，所以 f(x0) > 0。特别地，存在正数 δ 和 ε，使得对

任意的 x ∈ (x0 − δ, x0 + δ)，f(x) ⩾ ε。我们现在构造阶梯函数 φ(x) 使得

φ(x) =

ε, x ∈ (x0 − δ, x0 + δ),

0, x /∈ (x0 − δ, x0 + δ).

由于 f : [a, b] → R⩾0，所以 f ⩾ φ，从⽽
ˆ b

a
f ⩾
ˆ b

a
φ = εδ，⽭盾。

反过来，我们假设
{
x ∈ [a, b]

∣∣f(x) ̸= 0
}

是零测集。根据 f ⩾ 0，存在阶梯函数 φ(x) ⩾ 0，使得

φ(x) ⩽ f(x) 并且
ˆ b

a
(f − φ) ⩽ ε：我们只需要⽤⾜够细的 Darboux 下和所对应的阶梯函数即可！

由于 0 ⩽ φ(x) ⩽ f(x)，所以
{
x ∈ [a, b]

∣∣φ(x) ̸= 0
}
⊂
{
x ∈ [a, b]

∣∣f(x) ̸= 0
}
，从⽽是零测集。由

于 φ 是阶梯函数，所以
{
x ∈ [a, b]

∣∣φ(x) ̸= 0
}

是有限集合，所以
ˆ b

a
φ = 0。根据 φ 和 f 之间的关

系，我们有 ˆ b

a
f =

ˆ b

a
(f − φ) +

ˆ b

a
φ ⩽ ε+ 0.

令 ε→ 0，我们就证明了
ˆ b

a
f = 0。

另外⼀个推论讲的是在⼀个零测集上改变⼀个函数的值不会改变这个函数的积分：

推论 139. f, g ∈ R
(
[a, b]

)
是 Riemann 可积的，除去可数个点之外，它们是相同的，即{

x ∈ [a, b]
∣∣f(x) ̸= g(x)

}
是可数集，那么，

ˆ b

a
f =

ˆ b

a
g。

证明: 根据线性，我们只需要证明，如果
{
x ∈ [a, b]

∣∣f(x) ̸= 0
}

是零测集，那么，
ˆ b

a
f = 0。为此，

我们可以⽤上下积分的定义（它们都等于函数的积分）：对任意的 x，存在阶梯函数 φ，使得

φ(x) ⩾ f(x), ∀x ∈ [a, b]; ε+

ˆ b

a
f ⩾
ˆ b

a
φ.

根据 f 的性质，我们知道
{
x ∈ [a, b]

∣∣φ(x) < 0
}

是零测集。由于 φ(x) 是阶梯函数，所以
{
x ∈

[a, b]
∣∣φ(x) < 0

}
是零测集只能是有限点集，从⽽存在⼀个分划 σ，其中 σ = {a0 < a1 < · · · < an}，

使得对每个 i ⩾ 1，φ
∣∣∣
(ai−1,ai)

是⾮负的常数。特别地，我们有

ˆ b

a
φ ⩾ 0 ⇒

ˆ b

a
f ⩾ −ε.

令 ε→ 0，我们就得到
ˆ b

a
f ⩾ 0；同理，我们有

ˆ b

a
f ⩽ 0。这就证明了命题。
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我们现在离开 Lebesgue，再回到 Newton-Leibniz 公式的场合。利⽤这个公式，我们可以给出

积分余项的 Taylor 展开公式：

命题 140 (积分余项的 Taylor 公式). 考虑区间 I = [a, b] 上的 m+1 次连续可微函数 f ∈ Cm+1(I)，

其中 m ∈ Z⩾0（函数可以在赋范线性空间中取值），我们有

f(b) =
m∑
k=0

(b− a)k

k!
f (k)(a) +

ˆ b

a

(b− x)m

m!
f (m+1)(x)dx.

证明: 对 m = 0，这就是 Newton-Leibniz 公式；对于⼀般的 m，我们进⾏归纳：假设命题对 m 是

成⽴的，即

f(b) =
m∑
k=0

(b− a)k

k!
f (k)(a) +

ˆ b

a

(b− x)m

m!
f (m+1)(x)dx,

所以，利⽤ Newton-Leibniz 公式，我们有

f(b) =

m∑
k=0

(b− a)k

k!
f (k)(a) +

ˆ b

a

(b− x)m

m!
f (m+1)(x)dx

=
m∑
k=0

(b− a)k

k!
f (k)(a) +

ˆ b

a

(b− x)m

m!

(
f (m+1)(a) +

ˆ x

a
f (m+2)(y)dy

)
dx

=

m+1∑
k=0

(b− a)k

k!
f (k)(a) +

ˆ b

a

(b− x)m

m!

(ˆ x

a
f (m+2)(y)dy

)
dx.

我们对最后⼀项⽤分部积分公式（注意到边界项是零）：

f(b) =

m+1∑
k=0

(b− a)k

k!
f (k)(a)−

ˆ b

a

(
(b− x)m+1

(m+ 1)!

)′(ˆ x

a
f (m+2)(y)dy

)
dx

=
m+1∑
k=0

(b− a)k

k!
f (k)(a) +

ˆ b

a

(b− x)m+1

(m+ 1)!

(ˆ x

a
f (m+2)(y)dy

)′
dx

由于 f (m+2)(x) 是连续函数，所以
ˆ x

a
f (m+2)(y)dy 是 f (m+2) 的原函数，从⽽，

(ˆ x

a
f (m+2)(y)dy

)′
=

f (m+2)(x)，这就完成了归纳证明。

反常积分的概念

如果⼀个函数不是定义在⼀个有界闭区间上，我们也可以定义积分，这就是所谓的反常积分。

给定函数 f : [a, b) → R，其中 b 可以是 +∞。假设对任意的 b− ∈ [a, b)，f 是区间 [b, b−] 上的

Riemann 可积函数。如果极限

lim
b−→b
b−<b

ˆ b−

a
f(x)dx

存在，我们就称 f 在 [a, b) 上 (反常) 可积并记

ˆ b

a
f(x)dx = lim

b−→b

ˆ b−

a
f(x)dx.
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我们经常说 f 的（反常）积分在 [a, b) 上收敛。我们必须指出，如果 b <∞，这个符号是有欺骗性

的，因为从符号本⾝看不出来这是⼀个反常积分，所以，我们每次研究这样的问题的时候要先搞清

楚函数的定义域。类似地，我们可以 (a, b] 上定义反常积分。

在开区间 (a, b) 上定义反常积分需要额外的⼩⼼（其中 a 和 b）可以取正负⽆穷：假设对任意

的 c ∈ (a, b)，使得 f 在 (a, c] 和 [c, b) 都反常可积，那么我们就称 f 在开区间 (a, b) 上反常可积。

注记. 根据极限的线性，我们知道在⼀个区间 I 上的反常可积的函数构成⼀个 R-线性空间。

我们对定义⽤如下的⼏个例⼦加以解释：

1) 考虑函数 f(x) = sinx 在 [0,∞) 上的反常积分的收敛性。⾸先，如果我们选取 xn = 2nπ，那

么，容易看到，

lim
n→∞

ˆ xn

a
f(x)dx = lim

n→∞
0 = 0.

然⽽，如果我们换⼀个收敛到⽆穷的⼦列 yn = 2nπ +
π

2
，那么

lim
n→∞

ˆ yn

a
f(x)dx = lim

n→∞
1 = 1.

所以， lim
b−→∞

ˆ b−

a
f(x)dx 并不存在，因为函数极限的存在要求所算出来的极限值不依赖于⼦

列的选取。

2) 考虑函数 f(x) = sinx 在 (−∞,∞) 上的可积性。它⾃然不可积分，因为前⾯的⼀个例⼦已经

说明了这⼀点。然⽽，

lim
R→∞

ˆ R

−R
f(x)dx = lim

R→∞
0 = 0.

所以，在开区间上定义积分时 (a, b) 采取类似于 lim
ε→0+

ˆ b−ε

a+ε
f(x)dx 的⽅式是不可取的。

我们来研究⼏个最为经典的例⼦，它们展现了函数衰减／增长的速度对（反常）积分收敛性的影响。

⼤家应该熟记这些计算和结论：

例子. 1)
ˆ ∞

1

1

xα
，讨论 α 的范围。

当 α ̸= −1 时，对任意的 M > 0，我们有
ˆ M

1

1

xα
=

1

α+ 1

(
Mα+1 − 1

)
.

从⽽，为了要求 M → ∞ 极限存在，需要 α < −1（α = −1 的情况可以类似地的排除）。

2)
ˆ 1

0

1

xα
，讨论 α 的范围，其中反常积分的积分区域是 (0, 1]。

当 α ̸= −1 时，对任意的 ε > 0，我们有
ˆ 1

ε

1

xα
=

1

α+ 1

(
1− εα+1

)
.

从⽽，为了要求 ε→ 0 极限存在，需要 α > −1（α = −1 的情况可以类似地的排除）。
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3)
ˆ ∞

2

1

x logxdx。

对任意的 M > 0，我们有

ˆ M

2

1

x logxdx =

ˆ M

2

1

logxd logx = log logM − log log 2.

当 M → ∞ 时，上式的极限是⽆穷⼤，从⽽这个反常积分不收敛。

4)
ˆ ∞

100

1

x logx log logx。对任意的 M > 0，我们有

ˆ M

100

1

x logx log logxdx =

ˆ M

2

1

log logxd log logx = log log logM − log log log(100).

当 M → ∞ 时，上式的极限是⽆穷⼤，从⽽这个反常积分不收敛。

5)
ˆ ∞

1

1

x logα(x)，其中 α > 1。

对任意的 M > 0，我们有

ˆ M

2

1

x logα(x)dx =

ˆ M

2

1

logα(x)d logx =
1

−α+ 1

(
1

(logM)α−1
− 1

(log 2)α−1

)
.

当 M → ∞ 时，上式的极限是⽆穷⼤，从⽽这个反常积分不收敛。

6) 在假设函数 f 在 [0,∞) 上可积分，这并不意味着当 x→ ∞ 时，f → 0。

比如说，我们构造如下的函数：对任意的 n ∈ Z⩾1，我们要求

f(x) =
1

n
, x ∈ [n− 1

n3
, n].

在其余的地⽅，f(x) ≡ 0。此时，
ˆ ∞

0
f =

∞∑
n=1

1

n2
是收敛的。很明显， lim

x→∞
f(x) ̸= 0。

关于不定积分，我们有如下的收敛判别法（不令⼈惊讶）：

引理 141. f 和 F 在区间 I 上定义，即 f : I → R，F : I → R 并且对任意的有界闭区间 J ⊂ I，

f 和 F 均为 J 上的 Riemann 可积函数。假设对任意的 x ∈ I，我们都有∣∣f(x)∣∣ ⩽ F (x).

如果 F 在区间 I 上的反常积分收敛，那么 f 在区间 I 上的反常积分也收敛。

证明: 我们把它留成作业题。
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面积法

作为积分的基本应⽤，我们⽤所谓的⾯积⽅法来研究级数的⼤⼩。我们⼤多假设 f(x) 是⼀个

单调的函数（有时候它不单调，我们就需要更细致地分析，但是思路是⼀致的），⽐如说是递增的，

我们考虑 f 在区间 [1, n] 上的积分。我们可以构造两个阶梯函数：

f =

n−1∑
k=1

f(k)1[k,k+1](x), f =

n−1∑
k=1

f(k + 1)1[k,k+1](x).

很明显，f ⩽ f ⩽ f，所以 ˆ n

1
f ⩽
ˆ n

1
f ⩽
ˆ n

1
f.

这表明

n−1∑
k=1

f(k) ⩽
ˆ n

1
f,

n∑
k=2

f(k) ⩾
ˆ n

1
f.

这就可以⽤积分
ˆ n

1
给出级数

∞∑
k=1

f(k) 的部分和的⼀个估计。由于上⾯两个阶梯函数的积分我们

形象地将它们看成是直⽅图下的⾯积，所以我们也称这个⽅法为⾯积法。

注记. 这个⽅法的核⼼是用一个方便计算的积分来逼近级数。

我们来看⼏个经典的例⼦：

例子. 1)
∑

1⩽n⩽N
nα =

Nα+1 − 1

α+ 1
+O(Nα)，其中 α > 0。也就是说，存在常数 M > 0，使得

∣∣∣∑1⩽n⩽N n
α − Nα+1−1

α+1

Nα

∣∣∣ ⩽M.

我们用 f(x) = xα 的积分来控制
∑

1⩽n⩽N
nα：

∑
1⩽n⩽N

nα ⩽
ˆ N+1

2
xαdx =

(N + 1)α − 2α

α+ 1
.

这表明 ∑
1⩽n⩽N

nα − Nα+1 − 1

α+ 1
⩽ (N + 1)α+1 −Nα+1 +O(1).

根据 Lagrange 中值定理，我们有 (N + 1)α+1 −Nα ⩽ CNα，其中 C 是⼀个常数。我们还有

1 +
∑

2⩽n⩽N
nα ⩾ 1 +

ˆ N

1
xαdx = 1 +

(N − 1)α − 1

α+ 1
.

这表明 ∑
1⩽n⩽N

nα − Nα+1 − 1

α+ 1
⩽ Nα+1 − (N − 1)α+1 +O(1) = O(Nα).

这就证明了命题。
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2) 关于
n∑
k=1

log k 的增长估计。

利用函数 f(x) = logx。我们首先有

n∑
k=1

log k ⩾
ˆ n

1
logx = n logn− n+ 1.

我们还有
n∑
k=1

log k ⩽
ˆ n+1

2
logx = (n+ 1) log(n+ 1)− n+ 1− 2 log 2.

我们现在说明 (n+ 1) log(n+ 1)− n+ 1− log 4 ⩽ n logn− n+ 1+ logn，通过代数变形，这

等价于
(
1 +

1

n

)n+1

⩽ 4，这对于比较⼤的 n 自然成立（对所有的 n 其实都成立）。综上所

述，我们有

n logn− n+ 1 ⩽
n∑
k=1

log k ⩽ n logn− n+ 1 + logn.

这个等价于

e ⩽ enn!

nn
⩽ en.

我们马上就证明所谓的 Stirling 公式，这将给出更精细的估计。

3) Euler 常数 γ。

定义数列 an = 1 +
1

2
+

1

3
+ · · ·+ 1

n
− logn，⼀个不平凡的事实是这个数列的极限是存在的，

我们把这个极限定义为 Euler 常数：

γ = lim
n→∞

(
1 +

1

2
+

1

3
+ · · ·+ 1

n
− logn

)
.

对 x−1 这个函数用面积法，我们有

1 +
1

2
+

1

3
+ · · ·+ 1

n
⩾
ˆ n+1

1

dx

x
= log(n+ 1).

我们还有

1 +
1

2
+

1

3
+ · · ·+ 1

n
⩽ 1 +

ˆ n+1

2

dx

x
= log(n+ 1)− log 2 + 1.

由此可见 1 +
1

2
+

1

3
+ · · ·+ 1

n
的增长和 log(n) 是⼀致的。实际上，上面两个不等式表明

log
(
1 +

1

n

)
⩽ 1 +

1

2
+

1

3
+ · · ·+ 1

n
− logn ⩽ log

(
1 +

1

n

)
− log 2 + 1

然⽽，这不⾜以说明 γ 的存在性，所以，我们对 an 要做更精确的表述：

an =

∞∑
k=1

(
1

k
−
ˆ k+1

k

dx

x

)
=

∞∑
k=1

ˆ k+1

k

(
1

k
− 1

x

)
dx.
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由此可见，这是⼀个单调递增的序列，上面的证明已经说明 {an}n⩾1 是有界的，所以极限存

在。

我们将在作业题中证明

an − γ = O(
1

n
).

根据这个计算，我们还知道

1− 1

2
+

1

3
− 1

4
+ · · ·+ (−1)n−1 1

n
+ · · · = log 2.

注记. ⼈们猜想 γ 应该是⽆理数（超越数），这个猜想到今天还没有被证明。log 2 是⽆理数？

历史。

Wallis 积分与 Stirling 公式：三角函数积分的一个应用

历史上，Wallis 研究过如下的定积分

In =

ˆ π
2

0
sinn xdx.

很明显，I0 =
π

2
，I1 = 1。由于 sinx ⩽ 1，我们知道 {In}n⩾1 是单调递减的。我们利⽤积分的基本

技术来推理数列 {In}n⩾1 的递归关系：

In+2 − In =

ˆ π
2

0
sinn x(− cos2 x)dx = − 1

n+ 1

ˆ π
2

0
cosxd

(
sinn+1 x

)
= −sinn+1(x)

n+ 1
cosx

∣∣∣π2
0
− 1

n+ 1

ˆ π
2

0
sinn+2 xdx︸ ︷︷ ︸
In+2

.

从⽽，我们得到递推公式

In+2 =
n+ 1

n+ 2
In.

据此，我们就可以得到

I2p =
(2p)!

22p(p!)2
π

2
, I2p+1 =

22p(p!)2

(2p+ 1)!
.

由于 {In}n⩾1 是单调递减的，所以
n+ 1

n+ 2
=
In+2

In
⩽ 1.

从⽽， lim
n→∞

In+1

In
= 1。另外，根据上⾯的计算，我们还知道

I2pI2p+1 =
π

2(2p+ 1)

根据这些结果，我们考虑序列 {xn}n⩾1，其中

xn =

√
2n

π
In.
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所以，
xn+2

xn
=

n+ 1√
n(n+ 2)

⩾ 1，所以这是⼀个在奇数项或者偶数项递增的序列。再根据

x2px2p+1 =
2p

2p+ 1
,

我们很容易得到 lim
n→∞

xn = 1，所以

In ∼
√

π

2n
, 即 lim

n→∞

In√
π
2n

= 1.

这就是所谓的 Wallis 积分的渐进公式。

我们现在⽤ Wallis 积分的计算来推导 Stirling 公式：考虑数列 {an}n⩾1，其中

an =
enn!

nn+
1
2

.

我们要证明 lim
n→∞

an =
√
2π。我们先⽐较相邻的两项：

log an
an+1

= log
(1
e

(
1 +

1

n

)n+ 1
2

)
= (n+

1

2
) log(1 + 1

n
)− 1.

我们要来证明 log
(

an
an+1

)
> 0。为此，考虑

1

x
在 [a, b] 上的图像 Γ。我们注意到这是凸函数（算⼆

阶导数），所以 Γ 在它在 a+b
2 处的切线的上⽅，并且 Γ 在 a 和 b 处两点的连线的下⽅：

a ba+b
2

通过观察⾯积，我们知道

1

2
(
1

a
+

1

b
)(b− a) >

ˆ b

a

1

x
>

1
a+b
2

(b− a).

令 b = n+ 1，a = n，后⼀个不等式给出了 log an
an+1

> 0，从⽽数列 {an}n⩾1 是递减。特别地，它

有极限。根据 Wallis 积分的计算，我们有√
2(2p+ 1)I2p+1 =

√
2(2p+ 1)

22p(p!)2

(2p+ 1)!
→

√
π.

从⽽，
√
π = lim

n→∞

(n!)222n

(2n)!
√
n
= lim

n→∞

a2n
a2n

√
2
.

由于 an 的极限存在，所以

lim
n→∞

an = lim
n→∞

enn!

nn+
1
2

=
√
2π.

我们得到 Stirling 公式

n! ∼
√
2πn

(n
e

)n
.
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23 历史注记：Newton 和 Leibniz 时代的微积分，Leibniz 对 π

4
的级

数表示，微分与积分的交换定理，利用含参积分的计算积分

⼆零⼀九年⼗⼆⽉五⽇，星期四，晴天

上次课的开始，我们陈述并证明了下述积分算⼦：

ˆ b

a
: C
(
[a, b]

)
−→ R, f 7→

ˆ b

a
f.

是连续线性映射。特别地，如果 fn → f 是 C
(
[a, b]

)
⼀致收敛的序列，那么

lim
n→∞

ˆ b

a
fn =

ˆ b

a
f.

我们来讲⼀下这个命题的历史渊源（参见史记－⽜顿莱布尼兹列传）。为此，我们考虑级数版本的

陈述：假设 {fn}n⩾1 ⊂ C
(
[a, b]

)
，考虑 C

(
[a, b]

)
中的函数项级数

f = f1 + f2 + f3 + · · ·

我们假设这个级数在 ∥ · ∥∞ 所定义的距离下是收敛到 f 的，即部分函数和

Sn = f1 + f2 + · · ·+ fn

⼀致收敛到 f。⽐如说，如果 f = f1 + f2 + f3 + · · · 绝对收敛，即级数
∞∑
k=1

∥fk∥∞，那么这个性质

是满⾜的。此时，我们有

ˆ b

a

( ∞∑
k=1

fk(x)

)
dx =

∞∑
k=1

(ˆ b

a
fk(x)dx

)
.

Newton 对于微积分理论的很⼤贡献来⾃于他对（⼴义）⼆项式展开的研究，⽤今天的语⾔来

讲，他研究可以⽤⽆穷幂级数的形式所给出的函数（他⼤概相信所有的函数都可以写长这样的形

式）。由于时代的限制，他醉⼼于形如

f(x) = a0 + a1x+ a2x
2 + a3x

3 + · · ·

的函数的流数术（微分）与反流数术（积分）。他⾸先发现了形如 (P +PQ)
m
n 型函数的⼆项式展开

公式，⽤今天的话说，我们有

(1 + x)
m
n = 1 +

∞∑
k=1

m
n

(
m
n − 1

)
· · ·
(
m
n − k

)
(k + 1)!

xk.

Newton 本⼈后来还推导了正弦三⾓函数 sinx 的级数表达式：

sinx = x− 1

6
x3 +

1

120
x5 − · · · .
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他还能够将 f(x) = a0 + a1x + a2x
2 + a3x

3 + · · · 的反函数⽤级数表达，姑且不论其严格性，这在

当时是⾮常了不起的成就。由于当时他知道如何计算形如 xm 的函数的微分与原函数，所以利⽤这

些函数的级数表达，Newton 可以⾃由地计算⼀个给定函数的流数与反流数：

f ′(x) = a1 + 2a2x
1 + 3a3x

2 + · · · ,
ˆ 1

0
f = a1 +

a2
2

+
a3
3

+ · · · .

当然，从现在的观点看，Newton 假设了对⼀个级数可以逐项的求微分或者求积分（我们需要某种

⼀致收敛性），这⾃然不严格。⽆论怎样，Newton 的成就在于通过级数的理论可以对⾮常⼀般的函

数进⾏微分和积分！另外，我们也看到了，级数在微积分的历史上是如何以优雅的⽅式在极限的概

念出现之前登场！这是我们为什么在讲极限的理论的时候⼀定要同时研究级数（因为这是历史上最

⾃然的极限过程）。

有了这个背景，我们来谈论⼀下 Leibniz 的某些贡献，他不仅引⼊了 dx 和
ˆ

的符号，还和

Newton 分别证明了不同形式的 Newton-Leibniz 公式。假设 y = y(x) 是⼀个（为了⽅便起见，递

增的）连续可微的函数，利⽤我们所学的分部积分的知识，我们有

ˆ b

a
y(x)dx = −

ˆ b

a
xy′(x)dx+ by(b)− ay(a).

Leibniz 证明了分部积分公式是这个公式的代数变形：

ˆ b

a
y(x)dx =

1

2

ˆ b

a
z(x)dx+

1

2

(
by(b)− ay(a)

)
, z(x) = y(x)− xy′(x).

他的公式有很清晰的⼏何意义：

a b

A

B

O

y(x)

函数 y(x) 在 [a, b] 区间上所对应的⾯积是
ˆ b

a
y(x)dx，表达式

1

2

(
by(b) − ay(a)

)
是三⾓形 △ObB

与三⾓形 △OaA 的⾯积之差，⽽
1

2

ˆ b

a
z(x)dx 是灰⾊区域的⾯积。为了说明

1

2

ˆ b

a
z(x)dx 是⾯积，

我们观察下⾯的图（由于历史的原因，这个⽅法有时候被称作是微元法，实质上就是⽤ Riemann
和来定义积分）：
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O

y(x)

x0 x0 + ∆x

P
Q

`

H

点 P =
(
x0, y(x0)

)
落在函数图像上，过这⼀个点的切线 ℓ 的⽅程为

y − y(x0) = y′(x0)(x− x0).

从⽽，O 到 ℓ的距离为 |OH| = |y(x0)− y′(x0)x0|√
y′(x0)2 + 1

=
|z(x0)|√
y′(x0)2 + 1

。假设 Q =
(
x0+∆x, y(x0+∆x)

)
，

当 ∆x 很⼩的时候，我们可以认为上⾯淡蓝⾊三⾓形的底边 PQ 和 ℓ 是同⼀条直线，它⾼是 OH。

由于 |PQ| =
√
y′(x0)2 + 1∆x，所以，

|△OPQ| = 1

2
× |z(x0)|√

y′(x0)2 + 1
×
√
y′(x0)2 + 1∆x =

1

2
|z(x0)|∆x.

将所有这样的⼩三⾓形加起来⾃然是灰⾊区域的⾯积。

Leibniz 的时代⾃然知道如何计算圆的⾯积，所以，四分之⼀圆弧{
(x, y)

∣∣(x− 1)2 + y2 = 1, x ∈ [0, 1], y ⩾ 0
}

下的⾯积是
1

4
π。此时，函数 y =

√
2x− x2，所以我们有

1

π
=

ˆ 1

0
y(x)dx =

ˆ 1

0

√
2x− x2dx.

我们注意到，
√
2x− x2 的 Taylor 展开或者级数展开并不容易计算。Leibniz 利⽤他的分部积分公

式得到
π

4
=

ˆ 1

0
y(x)dx =

1

2

ˆ 1

0
z(x)dx+

1

2
, z(x) = y(x)− xy′(x) =

√
x

2− x
.

O (1, 0)

(1, 1)(0, 1)

y = z(x)
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为了计算
ˆ 1

0
z(x)dx，我们注意到这加上灰⾊区域的⾯积恰好是整个正⽅形的⾯积（这只是直观解

释，我们将要在作业⾥证明下⾯的等式），即

ˆ 1

0
z(x)dx+

ˆ 1

0
x(z)dz = 1.

所以，
π

4
=

ˆ 1

0
y(x)dx = 1− 1

2

ˆ 1

0
x(z)dz = 1−

ˆ 1

0

z2

1 + z2
dz.

我们可以想象在 Leibniz 那个时代应该没有换元积分公式等技术，所以这种直观的⼏何⽅法反⽽是

最⾃然最简单的思考⽅式。这种变形所得到的被积函数容易展开成级数的形式，所以 Newton 的反

流数术可以派得上⽤场：

π

4
=

ˆ 1

0

1

1 + z2
dz =

ˆ 1

0

∞∑
k=0

(−1)kz2kdz =
∞∑
k=0

(−1)k

2k + 1
.

这就证明我们在第四次课中提到的重要极限：

1− 1

3
+

1

5
− · · ·+ (−1)n−1

2n− 1
+ · · · = π

4
.

这是 Leibniz 的原始证明。当然，为了使得最后⼀步推理严格，我们注意到，对任意的 ε，在 [0, 1−ε]

上，级数
∞∑
k=0

(−1)kz2k ⼀致收敛到
1

1 + z2
，所以，我们有

ˆ 1−ε

0

1

1 + z2
dz =

ˆ 1−ε

0

∞∑
k=0

(−1)kz2kdz =

∞∑
k=0

(−1)k(1− ε)2k+1

2k + 1
.

我们需要证明当 ε→ 0 时，两边的极限可以取到，我们将这⼀步留作作业。Huygens 对 Leibniz 的

这个公式⼤加赞许，认为这个公式 will be celebrated among mathematicians forever。然⽽，由于

同⼀时代的英国数学家 James Gregory 研究的了 arctanx 的级数展开（你是否能证明）：

arctanx = x− 1

3
x3 +

1

5
x5 − · · · ,

这个公式也为后⾯ Leibniz 与 Newton 在微积分发明权上的争执埋下了伏笔。

一些无法计算原函数的定积分的计算

命题 142 (微分与积分的交换定理，Riemann 积分的版本). 假设⼆元函数

f(x, t) : [a, b]× [t0 − c, t0 + c] → R

是连续函数。对于每个 x ∈ [a, b]，我们假设
df

dt
(x, t) 存在并且

df

dt
: [a, b]× [t0 − c, t0 + c] → R
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是连续函数，那么对于每个固定的 x ∈ [a, b]，映射

[t0 − c, t0 + c] → R, t 7→
ˆ b

a
f(x, t)dx

是关于变量 t 的可微函数并且有如下的等式：

d

dt

∣∣∣
t=t0

( ˆ b

a
f(x, t)dx

)
=

ˆ 1

0

df

dt
(x, t0)dx.

证明: 固定 x ∈ [a, b]，我们令 F (t) =

ˆ b

a
f(x, t)dx。根据 Lagrange 中值定理，我们有

F (t+ h)− F (t)

h
=

ˆ b

a

df

dt

(
x, t0 + θ(x, h)h

)
,

其中 θ(x, h) ∈ [0, 1]。从⽽，

F (t+ h)− F (t)

h
−
ˆ b

a

df

dt
(x, t0)dx =

ˆ b

a

(
df

dt

(
x, t0 + θ(x, h)h

)
− df

dt
(x, t0)

)
.

按照要求，
df

dt
(x, t) 是紧集合 [a, b]× [t0 − c, t0 + c] 上的连续函数，从⽽是⼀致连续的函数。按照定

义，对任意的 ε，存在 δ > 0，只要 |(x, t) − (x′, t′)| < δ，就有 |f(x, t) − f(x′, t′)| < ε。据此，当

h < δ 时，我们有 ∣∣∣F (t+ h)− F (t)

h
−
ˆ b

a

df

dt
(x, t0)dx

∣∣∣ < ˆ b

a
ε = (b− a)ε.

即 lim
h→0

∣∣∣F (t+ h)− F (t)

h
−
ˆ b

a

df

dt
(x, t0)dx

∣∣∣ = 0，这就证明命题。

在这个证明中，最核⼼的技术是利⽤如下的引理

引理 143. 假设 f : (X, d) → R 是紧的距离空间上的连续函数，那么 f 是⼀致连续的。

证明: 任选 ε > 0，按照定义，对任意的 x，存在 δx > 0，使得对任意的 y ∈ B(x, 2δx)，我们都

有 |f(y) − f(x)| < 1

2
ε。很明显，开球的集合

{
B(x, δx)

∣∣x ∈ X
}

是 X 的开覆盖，根据紧性，存

在 B(x1, δ1)，B(x2, δ2)，· · ·，B(xn, δn)（其中 δk = δxk），它们构成了 X 的⼀个有限开覆盖。令

δ = min(δ1, · · · , δn)。此时，任选 y, y′ ∈ X，使得 d(y, y′) < δ。存在某个 i0，使得 y ∈ B(xi0 , δi0)，

从⽽，y′ ∈ B(xi0 , 2δi0)。据此，我们知道：

|f(y)− f(x)| < 1

2
ε, |f(y′)− f(x)| < 1

2
ε ⇒ |f(y)− f(y′)| < ε.

这就证明了 f 是⼀致连续的。

通过变动参数 t，我们可以⽤连续变换的思想来研究积分的值（依赖于 t）：

例子. （梗概）
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1) Euler 关于 n! 的积分公式： ˆ ∞

0
xne−xdx = n!.

我们自然可以通过分部积分将积分化为
ˆ ∞

0
e−xdx = 1 来进⾏计算。我们要注意到，⼀般⽽

⾔，分部积分公式可能对反常积分并不成立。为此，我们需要用极限来表达反常积分才可以，

我们在此略去细节。

另外⼀个有趣的⽅法是利用积分和导数可以交换的性质：通过换元 x 7→ tx，我们有
ˆ ∞

0
e−txdx =

1

t
.

我们对 t 求 n 次导数，得到 ˆ ∞

0
xne−txdx = n!

1

tn
.

令 t = 1 即可。当然，我们并不知道上面的关于积分和导数可以交换的性质在此情况下是否

能够运用，但是，不难看出，每次求导数之后，函数 xne−tx 是关于 (x, t) ∈ [0,∞)× [12 ,
3
2 ] 的

⼀致连续的函数，所以命题仍然成立。

2)（Gauss 积分）
ˆ ∞

−∞
e−x

2
dx =

√
π（应该熟记这个结论）。

我们定义

I =

ˆ ∞

0
e−

x2

2 dx, F (t) =

ˆ ∞

0

e−
t2(1+x2)

2

1 + x2
dx.

由于积分因⼦在 [1,∞) 上被
1

x2
控制，所以 F (t) 收敛。我们对 t 求导数，它可以与积分号

交换（和上面⼀个道理），从⽽

F ′(t) = −te−
t2

2

ˆ ∞

0
e−

t2x2

2 dx = −Ie−
t2

2 ,

其中。我们注意到 F (0) =
π

2
。另外，我们有

F (∞) = lim
t→∞

F (t) = 0.

这因为 ˆ ∞

0

e−
t2(1+x2)

2

1 + x2
⩽
ˆ ∞

0

2

t2(1 + x2)2
=

1

t2
×
ˆ ∞

0

dx

(1 + x2)2
= O(

1

t2
).

我们有
π

2
=

ˆ ∞

0
F ′(t)dt = (−I)2.

据此，我们就算得了 Gauss 积分。

2) 我们研究积分
ˆ ∞

0
e−tx

sinx
x

dx，其中 t ∈ [0,∞)。

我们注意到
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• 当 t > 0 时，

为此，我们令 F (t) =

ˆ ∞

0
e−tx

sinx
x

dx，那么（为什么），F ′(t) = −
ˆ ∞

0
e−txsinxdx。我们可以计

算不定积分 ˆ
eaxsinxdx =

a sinx− cosx
1 + a2

eax.

所以，

F ′(t) =
t sinx+ cosx

1 + t2
e−tx

∣∣∣x=∞

x=0
= − 1

1 + t2
.

从⽽，F (t) = − arctan t + C，其中 C 为常数。为了确定 C，我们令 t → ∞ 即可。特别地，令

t = 0，我们得到 ˆ ∞

0

sinx
x

dx =
π

2
.

ˆ ∞

0
e−tx

sinx
x

dx =
π

2
− arctan t。
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23.1 作业：ζ(2) 的无理性

清华大学 19-20 秋季学期，数学分析一，作业 10

请⽤ A4 ⼤⼩的纸张正反面⽤钢笔，签字笔或者圆珠笔书写，并注明⾃⼰的姓名，年级和

作业的总页数。除定理公式所涉及的⼈名之外，请使⽤中文。本次作业的提交时间和地点

为 12 月 12 日上午的课堂上，逾期视作零分。

基本习题

习题 A（课堂补充）

A1) 试构造连续函数 fn, f ∈ C
(
[0, 1]

)
，使得对任意的 x ∈ [0, 1]，当 n→ ∞ 时，fn(x) → f(x)，但

是

lim
n→∞

ˆ 1

0
fn ̸=

ˆ 1

0
f.

A2) α ∈ R⩾0。证明，反常积分
ˆ ∞

100

dx

x logα(x) 收敛当且仅当 α > 1。

A3)（反常积分的控制判别法）f 和 F 在区间 I 上定义，即 f : I → R，F : I → R 并且对任意的

有界闭区间 J ⊂ I，f 和 F 均为 J 上的 Riemann 可积函数。假设对任意的 x ∈ I，我们都有∣∣f(x)∣∣ ⩽ F (x).

如果 F 在区间 I 上的反常积分收敛，那么 f 在区间 I 上的反常积分也收敛。

A4) 利⽤控制判别法，证明如下反常积分的收敛性：

(1)

ˆ ∞

0
e−x

2
(2)

ˆ 1

0

1√
1− x3

(3)

ˆ ∞

0

(logx)2
1 + x(logx)5 .

A5) 利⽤控制判别法和⾯积法，证明如下级数的收敛性：

(1)
∞∑
n=1

e−n(n2 + logn) (2)
∞∑
n=1

logn
1 + n(logn)3 .

A6) 利⽤积分的定义计算：

lim
n→∞

n∑
k=1

kα

nα+1
, α > −1.

A7)（22

7
）计算

ˆ 1

0

x4(1− x)4

1 + x2
。你是否能借此证明 π = 3.14...，即给出 π 到⼩数点两位的逼近。

A8)（π 是⽆理数）假定 a, b 和 n 是正整数，定义函数

fa,b;n(x) =
xn(a− bx)n

n!
.
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– 证明：对于 k = 0, 1, 2, · · · , 2n，函数 fa,b;n(x) 的 k 阶导数 f
(k)
a,b;n(x) 在 x = 0 和 x =

a

b
处

的取值都是整数。

– 假定圆周率 π = a
b 是有理数，其中 a 和 b 是正整数。证明，对任意的正整数 n，积分

ˆ π

0
fa,b;n(x) sin(x)dx

是整数。

– 证明：圆周率 π 不是有理数。

A9)（完成 Wallis 积分的渐进公式）利⽤第 23 次讲义中的知识，对于 Wallis 积分 In =

ˆ π
2

0
sinn xdx，

证明，

In ∼
√

π

2n
.

A10) 证明当年 Leibniz ⽤的⾯积公式：假设 f : [0, 1] → [0, 1] 是双射，g = f−1 : [0, 1] → [0, 1] 是

它的逆映射，并且 f 和 g 是连续可微的。那么，

ˆ 1

0
f(x)dx+

ˆ 1

0
g(y)dy = 1.

A11) 证明讲义中 Leibniz 级数的计算中所⽤的极限：

lim
ε→0

∞∑
k=0

(−1)k(1− ε)2k+1

2k + 1
=

∞∑
k=0

(−1)k

2k + 1
.

A12) 对任意的连续函数 f : [a, b] × [c, d] → R, (x, y) → f(x, y)，其中 a, b, c, d ∈ R，证明，f 在

[a, b]× [c, d] 上⼀致连续。（其参考讲义的⼀般情形）

习题 B（关于 ζ(2)）

第一部分：数列
{ n∑
k=1

1

kp
}
⩾1

我们定义序列 Sn(p) =

n∑
k=1

1

kp
，其中 p ∈ Z⩾1。

B1) 证明，对任意的 k ∈ Z⩾1，我们有

1

(k + 1)p
⩽
ˆ k+1

k

1

xp
dx ⩽ 1

kp
.

B2) 证明，对任意的 n ∈ Z⩾2，我们有

Sn(p)− 1 ⩽
ˆ n

1

1

xp
dx ⩽ Sn−1(p).
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B3) 我们假设 p ∈ Z⩾1。证明，函数 x 7→ 1

xp
在 [1,+∞) 上反常可积当且仅当 p ⩾ 2。

B4) 证明，数列 {Sn(p)}n⩾1 收敛当且仅当 p ⩾ 2。对于 p ⩾ 2，我们下⾯记

ζ(p) = lim
n→∞

Sn(p) =

∞∑
k=1

1

kp
.

第二部分：计算 ζ(2)

定义函数 h(t) =
t2

2π
− t，定义 [0, π] 上的函数 φ : [0, π] → R:

φ(x) =


−1, x = 0;

h(x)

2 sin(x2 )
, 0 < x ⩽ π.

B5) 证明，φ ∈ C1([0, π])。

B6) 对所有的整数 k ⩾ 1，计算如下积分的值：
ˆ π

0
h(x) cos(kx)dx.

B7) 证明，存在常数 λ（给出它的值），使得对任意的 x ∈ (0, π]，我们都有

n∑
k=1

cos(kx) =
sin
(
(n+ 1

2)x
)

2 sin(x2 )
− λ.

B8) 证明，对于任意的函数 ψ(x) ∈ C1([0, π])，我们都有如下的极限：

lim
n→+∞

ˆ π

0
ψ(x) sin

(
(n+

1

2
)x
)
dx = 0.

B9) 证明如下的等式：

ζ(2) =
1

6
π2.

（提⽰：利⽤分部积分）

第三部分：ζ(2) 是无理数

我们采取反证法。在这⼀部分中，我们假设

π2 =
a

b

其中 a，b 是正整数。我们要推出⽭盾。
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B10) 定义多项式的序列 fn(x) =
xn(1− x)n

n!
，其中 n ∈ Z⩾1。证明，对任意的整数 k，上述函数的

⾼阶导数 f
(k)
n (0) 和 f

(k)
n (1) 都是整数。

B11) 定义函数的序列

Fn(x) = bn(π2nfn(x)− π2n−2f (2)n (x) + π2n−4f (4)n (x)− · · ·+ (−1)nf (2n)n (x)).

证明，Fn(0) 和 Fn(1) 都是整数。

B12) 对于 n ⩾ 1，定义函数序列 {gn}n⩾1 和序列 {An}n⩾1 如下：

gn(x) = F ′
n(x) sin(πx)− πFn(x) cos(πx), An = π

ˆ 1

0
anfn(x) sin(πx)dx.

证明等式：

g′n(x) = π2anfn(x) sin(πx)

以及 An 是正整数。

B13) 证明，存在正整数 n，使得对任意的 x ∈ [0, 1]，我们都有

anfn(x) <
1

2
.

B14) 证明，存在正整数 n，使得 An ∈ (0, 1)。这和 B12) ⽭盾。

习题 C(定积分的计算) 试计算下列定积分（常数 a ̸= 0，b ̸= 0。）

(1)

ˆ π

0
sin3 x (2)

ˆ π

−π
x2 cosx (3)

ˆ 3

0

x

1 +
√
1 + x

(4)

ˆ √
3

0
x arctan(x) (5)

ˆ 0

−1
(2x+ 1)

√
1− x− x2 (6)

ˆ e

1
e

| logx|

(7)

ˆ a

0
x2
√
a2 − x2 (8)

ˆ log 2

0

√
ex − 1 (9)

ˆ 2

1
x100 logx

(10)

ˆ a

0
log(x+

√
x2 + a2) (11)

ˆ π
2

0

cosx sinx
a2 sin2 x+ b2 cos2 x

(12)

ˆ π
2

0

cos2 x
cosx+ sinx

(13)

ˆ π
2

0

sin2 x
cosx+ sinx (14)

ˆ π
4

0
log(1 + tanx) (15)

ˆ 4

0

|x− 1|
|x− 2|+ |x− 3|

(16)

ˆ π

0

x sinx
1 + cos2 x (17)

ˆ π
4

0

sinx
sinx+ cosx (18)

ˆ π
2

0

sin 2019x
sinx

(19)

ˆ 4

2

log
√
9− x

log
√
9− x+ log

√
x+ 3

(20)

ˆ 1

0

1√
1 + x2 +

√
1− x2

(21)

ˆ 1

0

√
x+

√
1 + x

(22)

ˆ 1

−1

sin
(
sin
(
sin(x)

))
x800 + 1
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24 常微分方程解的存在唯一性，Kepler 三大定律的证明，变分法：两
点之间线段最短

⼆零⼀九年⼗⼆⽉九⽇，星期⼀，雾霾

回忆⼀下，在第七次课中，我们证明如下压缩映像定理：

(X, d) 是完备的距离空间。假设映射 T : X → X 是压缩映射，即存在常数 0 < γ < 1，使得对

任意的 x, x′ ∈ X，我们都有

d(T (x), T (x′)) ⩽ γd(x, x′).

那么，T 必有唯⼀的不动点，即存在唯⼀的 x∗ ∈ X，使得 T (x∗) = x∗。

不动点定理与微积分基本定理结合，可以证明常微分⽅程解的存在唯⼀性定理：

定理 144 (Cauchy-Lipschitz). 给定完备的赋范线性空间 V（通常我们假设 V = Rn），Ω ⊂ V 是

开集，I ⊂ R 是开区间，f : Ω × I → V 是给定的连续函数（映射）。假设存在 C > 0，对任意的

t ∈ I，映射

Ω → V, x 7→ f(x, t)

是 C-Lipschitz 映射，即对任意的 x, y ∈ Ω，有如下估计

|f(x, t)− f(y, t)| ⩽ C|x− y|.

那么，对任意的（初始值）(x0, t0) ∈ Ω × I，存在 δ > 0（可能依赖于 (x0, t0)），存在唯⼀的映射

x(t) : (t0 − δ, t0 + δ) → Ω，满⾜如下的常微分⽅程： x′(t) = f(x(t), t),

x(t0) = x0.

假设我们想解常微分⽅程（以 V = R 为例⼦）

x′(t) = f(x(t), t).

这个定理讲的是对任意给定的初值 x0，即要求 x(t0) = x0，总能存在⽐较⼩的的⼀个时间窗⼜

(t0 − δ, t0 + δ)，使得我们能找到唯⼀⼀个函数

x : (t0 − δ, t0 + δ) → R

满⾜⽅程和初值条件。换句话说，这样的常微分⽅程系统局部上总是有解的，当然，我们必须要求

f(x, t) 对 x 有⽐较好的光滑性假设（Lipschitz）。

注记. 定理 Lipschitz 的假设是重要的：
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1) 如果只假设 f 对于 x 变量是连续的，即不进⼀步要求 Lipschitz 条件 |f(x, t) − f(y, t)| ⩽
C|x − y| 成立，那么定理的结论并不成立。实际上，我们仍然可以证明上面的常微分⽅程系

统局部上有解（Peano 定理），但是解可能并不唯⼀。

2) 在应用这个定理的时候，f(t, x) 通常都是非常光滑的函数，比如说对任意的 t ∈ I，映射

x 7→ f(t, x) 是 C1 的（x ∈ R）。我们进⼀步假设（这个条件在应用的时候⼀般也都成立）函

数 (t, x) 7→ df

dx
(t, x) 是连续映射。所以，通过适当的缩小 Ω 和 I，就存在 C > 0，使得

sup
(t,x)∈I×Ω

∣∣∣ df
dx

(t, x)
∣∣∣ ⩽ C.

根据 Lagrange 中值定理，我们有

|f(x, t)− f(y, t)| =
∣∣ df
dx

(t, x+ θ(y − x))(x− y)
∣∣ ⩽ C|x− y|.

此时，定理的条件是成立的。

证明: 我们⾸先利⽤ Newton-Leibniz 公式将问题转化为⼀个积分⽅程的问题。假设 x′(t) 是⽅程 x′(t) = f(x(t), t),

x(t0) = x0.

的解，这个解⾃然是连续的。根据 Newton-Leibniz 公式，我们必然有

x(t) = x0 +

ˆ t

t0

f( x(τ) , τ)dτ, t ∈ I.

如果我们将 x(t) 视为某个空间中的点，那么上⾯的积分等式可以被理解为⼀个不动点的表达式。我

们可以精确地描述这个问题：令 X =
(
C
(
[t0 − δ, t0 + δ]

)
, ∥ · ∥∞

)
，这是⼀个完备的距离空间，其中

δ 待定。我们定义 X 到⾃⾝的映射：

T : C
(
[t0 − δ, t0 + δ]

)
→ C

(
[t0 − δ, t0 + δ]

)
, x(t) 7→ x0 +

ˆ t

t0

f( x(τ) , τ)dτ.

所以，积分形式的问题可以表述为

Tx = x.

为了证明不动点的存在性，我们需要验证压缩映像的条件：对任意的 x(t), y(t) ∈ C
(
[t0 − δ, t0 + δ]

)
，

对给定的 t ∈ [t0 − δ, t0 + δ]，我们有

|T
(
x(t)

)
− T

(
y(t)

)
| ⩽
ˆ t

t0

|f(x(τ), τ)− f(y(τ), τ)|dτ

⩽
ˆ t

t0

C|x(τ)− y(τ)|dτ ⩽ C sup
x∈[t0−δ,t0+δ]

ˆ t

t0

dτ

⩽ Cδd∞
(
x(t), y(t)

)
.
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由于这对任意的 t ∈ [t0 − δ, t0 + δ] 都成⽴，所以

d∞

(
T
(
x(t)

)
, T
(
y(t)

))
⩽ Cδd∞

(
x(t), y(t)

)
.

只要 δC ⩽ 1
2，我们就有 d∞

(
T
(
x(t)

)
, T
(
y(t)

))
⩽ 1

2
d∞
(
x(t), y(t)

)
，根据不动点定理，存在唯⼀的

x(t) ∈ X，满⾜

x(t) = x(t0) +

ˆ t

t0

f(x(τ), τ)dτ.

很明显，x(t0) = x0 由于 x(t) ∈ C
(
[t0 − δ, t0 + δ]

)
，所以右边的积分项定义的函数是连续可微的，

从⽽ x(t) 连续可微。通过求微分，我们得到

x′(t) = f(x(t), t).

命题得到了证明。

在应⽤的时候，我们经常会遇到⼆阶的微分⽅程 x′′(t) = f(x′(t), x(t), t),(
x(t0), x

′(t0)
)
= (x0, t0)

这样的系统可以约化为⼀阶的系统：定义 X(t) =
(x(t)
x′(t)

)
，那么，上述⽅程就变成了 X ′(t) = f(X(t), t),

X(t0) =
(
x0
v0

)
.

从⽽，仍然局部有解。当然，为了解这个⽅程，我们需要⼀开始给定两个初始值。⽐如说，考虑⽅

程

f ′′ + f = 0.

如果初始值给的是 f(0) = 0，f ′(0) = 1，那么就唯⼀的锁定了 sinx 作为上述⽅程的解；如果初始

值给的是 f(0) = 1，f ′(0) = 0，那么就得到 cosx 作为上述⽅程的解。上⾯从⼆阶⽅程到⼀阶⽅程

的转变过程也体现了向量值函数的微积分理论的威⼒。

练习. 你是否能写出下面⽅程的解： f ′′ + f = 0,

(f(0), f ′(0)) = (c0, c1).

行星运动的 Kepler 定律：Newton 的数学推导

我们中学学习过经典⼒学中 Newton 的三个运动定律：

1) 任何物体都保持静⽌或匀速直线运动的状态，直到受到其它物体的作⽤⼒迫使它改变这种状

态为⽌。
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2) 物体在受到合外⼒的作⽤会产⽣加速度，加速度的⽅向和合外⼒的⽅向相同，加速度的⼤⼩

正⽐于合外⼒的⼤⼩与物体的惯性质量成反⽐。

3) 两个物体之间的作⽤⼒和反作⽤⼒，在同⼀条直线上，⼤⼩相等，⽅向相反。

我们再回忆 Newton 的万有引⼒定律：

给定两个质点，它们之间引⼒的⼤小正比于每个质点的质量，反比于质量的平⽅：

F =
Gm1m2

r2
, G = 6.67× 10−11N ·m2

kg2
,

其中 m1 和 m2 是两个质点的质量，r 是他们之间的距离。其中，根据标准的单位制，N =
kg ·m
s2 。

对于太阳系中⾏星的运动，我们可以做如下理想的数学假设：

1) 把太阳和⾏星都想象成质点，这因为星球本⾝的半径和运动轨道的尺度相⽐较可以忽略；

2) 假设⾏星之间的并没有相互引⼒，这因为太阳的质量⼤概占了太阳系质量的 99.8% 以上，其

它⾏星的质量贡献太⼩可以忽略不计。

⾏星运动的空间我们⽤ R3 来描述，通过选取坐标系，可以假设太阳（质量 =M）在原点 (0, 0, 0) ∈ R3

处。假设在时刻 t 时，⾏星（质量 = m）所处的位置是 x(t) ∈ R3，所谓⾏星运动的刻画就是描述

映射 t 7→ x(t)，⽐如说，知道 2019 年 12 ⽉ 9 ⽇早上 9:50 数学分析课开始的时候地球在太阳系的

位置 x(2019) 和速度 x′(2019)，我们要知道 1750000000 年后地球的位置（据说地球上的⽣物还有

机会⽣活⾄少 17.5 亿年）。

根据 Newton 第⼆定律（速度的导数是加速度），我们有

F = mx′′(t) = −GMm

r2
x(t)

r
,

其中 r(t) = |x(t)| 是⾏星到太阳的距离，−x(t)
r

是它受⼒的⽅向。所以说，⾏星的运动轨迹 x(t) 满

⾜如下的常微分⽅程：

x′′(t) = −GM x(t)

r3
.

我们注意到上⾯的⽅程和⾏星本⾝的质量 m 没有关系，只和太阳的质量 M 有关！

这个问题本⾝很明显是不依赖于坐标系的选择的，我们为了⽅便才引⼊的坐标系。所以，通过

适当的选取坐标系统，我们假设在开始的时刻 x(0) = x0 和 x′(0) = v0 都落在坐标平⾯ z = 0 上，

即 x0 和 v0 的第三个坐标是零。

我们来观察运动⽅程 x′′(t) = −GM x(t)

r3
中第三个坐标 z(t) 满⾜的⽅程：

 z′′(t) = −GM
r3
z(t),

(z(0), z′(0)) = (0, 0).
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我们可以将 r 看做是已经给定的函数（如果有解的话）并且假设 r ̸= 0（如果 r = 0 的话⾏星就撞

上太阳了！）。那么，z(t) ≡ 0 是上述⽅程的⼀个解。根据常微分⽅程的解的存在唯⼀性，我们知道

z(t) ≡ 0.

。所以，如果初始时刻⾏星的位置和速度处于⼀个平⾯，那么⾃始⾄终，⾏星都在这个平⾯上运动。

根据这些推到，我们可以假设⾏星只做平⾯运动，即 x(t) ∈ R2。

注记. 上面的论证可以在物理上用角动量守恒来证明，我们⾛了捷径。下面的推导可以通过能量守

恒来考虑（在常微分⽅程的理论中，这被称作是首次积分），为了篇幅和时间的考虑，我们不在追

究背后的这些深层次的原因。

⽤平⾯上的极坐标系改写 Newton 的运动⽅程（x(t) = r(t)eiθ(t) ⽤复数的形势表达），那么 r(t)

和 θ(t) 也是可微的（为什么）。此时，我们有

x′′(t) = −
[
r′′(t)− r(t)|θ′(t)|2 + i

(
2r′(t)θ′(t) + r(t)θ′′(t)

)]
eiθ(t).

代⼊⽅程，⽐较系数就得到  2r′(t)θ′(t) + r(t)θ′′(t) = 0,

r′′(t)− r(t)|θ′(t)|2 = − GM
r(t)2

.

第⼀个⽅程等价于
(
r2θ′(t)

)′
= 0，所以，存在常数 c，使得

r(t)2θ(t)′ = c.

如果⼀开始 c = 0，那么只能是 θ(t)′ = 0，即 θ(t) 恒为常数，所以⾏星做直线运动，这样它或者远

离太阳或者冲向太阳，我们不关⼼这种情况。

我们假设 c > 0（通过对换 x 轴和 y 轴，我们总可以假设⾏星逆时针运动）。特别地，我们 θ

局部上是 t 的增函数，所以局部上我们可以考虑 t 7→ θ(t) 的逆映射，也就是说我们认为 t（⾄少在

局部上）是 θ 的函数。再定义函数 s(t) =
1

r(t)
。转换⼀下视⾓：我们现在⽤ θ 作为变量，来描述

s(t) = s(θ) 的运动。

按照定义，第⼀个⽅程可以写成

θ′(t) = c · s(t)2.

根据链式法则，我们有

r′(t) = − s′(t)

s2(t)
= − c

s′(t)
θ′(t) = −cds

dθ
(t).

所以，我们有

r′′(t) =
(
− c

ds

dθ
(θ(t))

)′
= −c2s(t)2 d

2s

d2θ
(θ(t)) ⇔ r′′(t) = −c2s2 d

2s

d2θ
.

代⼊第⼆个⽅程，我们得到

−c2s2s̈− c2s3 = −GMs2,
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其中 ṡ 代表对 θ 求导数。经过整理，我们得到

s̈+ s =
GM

c2
.

这个⽅程的解不容易⼀下⼦猜出来。但是我们观察到，如果右边没有常数
GM

c2
，解这个⽅程就是

在解关于 sin 和 cos 的⽅程。从⽽，我们知道⽅程的解⼀定形如

s(θ) = A cos θ +B sin θ + GM

c2
,

这⾥ A 和 B 都是待定的常数。

我们选取⾏星近地点（即离着太阳最近的时候）作为初始时刻：数学上来说，就是 θ = 0 时，s

最⼤，所以

s′(0) = 0, s′′(0) ⩽ 0

带⼊ s(θ) 的待定表达式，我们得到

s(θ) = B cos θ + GM

c2
, B ⩾ 0.

从⽽，我们得到

r =
c2

GM

1 + Bc2

GM cos θ
.

这是圆锥曲线⽅程在极坐标下的表达。令 e =
Bc2

GM
，ℓ =

c2

GM
，⽅程变化为

r =
ℓ

1 + e cos θ ,

其中 e ⩾ 0 是圆锥曲线的离⼼率。按照离⼼率的⼤⼩，我们有如下的分类

• e = 0。此时，⾏星的运动轨迹恰好是⼀个圆，半径为 a = ℓ。

• 0 < e < 1。此时，⾏星的运动轨迹恰好是⼀个椭圆。我们回忆⼀下，椭圆的半短轴 b 和半长

轴 a 的⽐例为
√
1− e2 =

b

a
，那么 ℓ = a(1− e2) =

b2

a
。

• e = 1。此时，⾏星的运动轨迹恰好是⼀个抛物线。

• e > 1。此时，⾏星的运动轨迹恰好是⼀个双曲线的⼀⽀。

我们回忆⼀下，Kepler 通过研究前⼈的观测数据，发现和总结了关于⾏星运动的三个定律：

(1) 每个⾏星都沿各⾃的椭圆轨道环绕太阳运⾏，太阳处在椭圆的⼀个焦点上。

(2) 在相等时间内，太阳和运动着的⾏星的连线所扫过的⾯积都是相等的。

(3) ⾏星绕太阳公转周期的平⽅和它们的椭圆轨道的半长轴的⽴⽅成正⽐。
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⾄此，我们已经严格从数学上论证了 Kepler 的第⼀定律！

我们现在证明 Kepler 的第⼆定律，这等价于说⾯积的变化率是常数。当然，迄今为⽌，我们并

未定义⾯积（严格的定义和⼆重积分密切相关）。我们给出不严格的论证：在上⾯的计算中，我们

已经证明 r2(t)θ′(t) = c，这就是⾯积的变化率，因为当 t 从 t 变为 t+∆t 时，θ 变为 θ + θ′(t)∆t，

⽽⾯积的变化⼤约为
1

2
r2θ′(t)∆t，请参见下图的灰⾊三⾓形：

θ(t)

θ(t) + θ′(t)∆t

r

Kepler 第三定律给出了⾏星运动的周期，它实际上是第⼆定律的推论。我们⾸先计算椭圆的⾯

积：

练习. 给定 R2 上由⽅程
x2

a2
+
y2

b2
= 1 定义的椭圆，它的面积为 πab。实际上，我们可以用积分来

定义这个叙述：

4

ˆ a

0

√
b2(1− x2

a2
)dx = πab.

于是，周期 T =
πab

c
（因为 c 是⾯积的变化率）。通过之前对各个参数的计算，我们⽴即得到

T 2 =
4π2a3

GM
.

这就是第三定律。我们特别强调，上⾯的表达式中 M 是太阳的质量。

跑题：太阳质量的测量

根据 Kepler 第三定律的公式，太阳的质量可以⽤ M =
4π2a3

GT 2
来计算。在这个公式中，π 和 G

是已知的参数。由于我们绕太阳转⼀周就是⼀年，所以 T 也已经知道。参数 a（⼏乎）是地球到太

阳的距离，所以如果能测量⽇地距离（需要⼀把稍长的尺⼦），我们就能称太阳的重量！关于⽇地

距离的计算，我们⽤⾦星凌日法。所谓的⾦星凌⽇就是太阳，地球和⾦星这三个点在⼀条直线上的

天⽂现象（我国古⼈称之为太⽩犯主：太⽩主兵，与⽇合，⼤不详），历史上有记载的⽞武门之变之

前有⾦星凌⽇！1677 年，Halley 预测了 1761 年的会发⽣⾦星凌⽇，他认为通过在地球上若⼲个地

点的观测再加上对⾦星运动周期的观测数据，就可能算出太阳的距离。他晚年的时候又提出了利⽤

⾦星凌⽇计算⽇地距离的精确⽅法。然⽽，⽼英雄 Halley 壮志未酬，因为 1656 年⽣的他注定等不

到这⼀天的来临。1769 年（1761 年那次⾦星凌⽇由于技术原因没有成功），通过欧洲的科学家的观

测以及与在 Tahiti 岛的英国航海家 James Cook 船长的观测（英法正处战争，法国政府特别下令要
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保护 Cook 的船以保证测量的进⾏），之后不久法国⼈ Lalande 据此算出了地球与太阳间的距离⼤

约为 1.5 亿公⾥（≈ 1.5× 1011m）。据此，我们可以算出太阳的质量是 2× 1030kg。
我们现在简单描述⾦星凌⽇的基本想法。在下图中，我们⽤ E 表⽰地球的球⼼所在的位置，⽤

S 表⽰太阳的中⼼的位置，V 表⽰⾦星的位置。相⽐于地球到太阳的距离 dE ≈ ES 和⾦星到太阳

的距离 dV ≈ V S，这三个星球的半径都可以忽略。

αβ

A

B

D

C

VE
S

ω

ω

δ
γ

ω′

在⾦星凌⽇的时刻，我们假设在地球上的上半球 A 点有⼈观测太阳，他将讲看到⾦星在太阳上的

影⼦在 D 处；同样地，我们不妨假设在下半球对称的位置 B 处有⼈观测，她将看到⾦星的影⼦投

在了太阳上的 C 处。根据照⽚上 C 和 D 的位置以及相机焦距的性质，我们可以算出⾓度 β，也就

是说 β 是通过测量可以知道的。

由于地球和太阳相距特别远，所以我们可以假设 ω + ω′ = ∠CAD ≈ ∠CED = β。类似地，我

们有 ω ≈ ω′。根据三⾓形外⾓的性质，我们有

γ = ω + ω + α ≈ ω + ω′ + α = β + α.

从⽽，γ ≈ α+ β。根据正弦定理，我们有

1
2AB

AV
= sin

(1
2
γ
)
≈ 1

2
γ,

1
2AB

AS
= sin

(1
2
α
)
≈ α.

上⾯我们⽤到了当 x ⾜够⼩的时候，sinx ≈ x。从⽽，我们得到如下的近似等式

γ

α
≈ AS

AV
≈ ES

EV
=

dE
dE − dV

=
1

1− dV
dE

.

又因为 γ = α+ β，所以
α+ β

α
≈ 1

1− dV
dE

⇒ α ≈
(dE
dV

− 1
)
β.

另外，我们可以通过天⽂观测来得到地球和⾦星的运⾏周期（地球恰好是 1 年！），根据 Kepler
的第三个定律，我们就可以计算

dE
dV

（这因为这两个⾏星的轨道差不多就是圆）。据此，我们可以计

算⾓度 α。我们可以在地球上计算 AB 之间的距离（测量！），根据

1
2AB

AC
= sin

(1
2
α
)
≈ 1

2
α� AC ≈ dE ,
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我们得到计算公式

dE ≈ AB

(dEdV − 1)β
.

据此，我们就可以计算地球到太阳的距离了。

空间曲线的长度

我们引⼊（空间）曲线和曲线的长度的概念。假设 I = [a, b] ⊂ 是有界区间，考虑 C1 的映射

γ : I → Rn,

如果 γ 是 C1 的，我们就将映射 γ 称作是⼀条 C1 的（空间）曲线。有些书籍的作者会要求

γ′(x) ̸= 0，这和⼦流形的概念相关，我们会在下个学期进⾏系统的学习。习惯上，我们倾向于把

映射的像 γ([a, b]) 看做是曲线。在做计算的时候，我们则更关⼼如何通过⼀个映射 γ ⽤⼀个区间

I = [a, b] 将这个曲线参数化的：假设我们有连续可微的可逆的递增映射 φ : J = [a′, b′] → [a, b]，那

么我们可以考虑曲线的另⼀个参数化 γ ◦ φ : [a′, b′] → Rn：

J I

Rn

φ

γ◦φ γ

很明显，这两个参数化给出的曲线的像是⼀致的，但是我们认为这是两条不同的曲线。

任意给定曲线 γ : [a, b] → Rn，我们定义它的长度为（= 速度的积分）：

ℓ(γ) =

ˆ b

a
|γ′(t)|dt.

我们强调，对于 γ′(t) = (γ′1(t), · · · , γ′n(t))，其长度 |γ′(t)| 指的是

|γ′(t)| =

√√√√ n∑
j=1

|γ′i(t)|2.

如果换了参数化，根据换元积分公式，我们可以做如下的计算（按照分量来计算！）：

ℓ(γ ◦ φ) =
ˆ b′

a′
|φ(t) · γ′(φ(t))|dt =

ˆ b′

a′
|γ′(φ(t))|φ′(t)dt

τ=γ(t)
=

ˆ b

a
|γ′(τ)|dτ = ℓ(γ).

这表明⼀条曲线的长度的定义不依赖于参数化的选取。

注记. 如果我们仅仅和要求 γ 是连续的⽽不是连续可微的，我们就可以造出很奇怪的曲线，比如说

我们已经证明了存在可以填充 [0, 1] → [0, 1]× [0, 1] 的曲线。

如果只能学习两条曲线的话，那么我们没有选择：
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例子. 我们研究直线和圆：

1) 直线段。假设 P = (x1, · · · , xn) 和 Q = (y1, · · · , yn) 是 Rn 中的两点，它们之间的线段用 PQ

表示。我们用 [0, 1] 区间来参数化它：

γ : [0, 1] → Rn, t 7→ P + t(Q− P ) =
(
· · · , xj + t(yj − xj), · · ·

)
.

据此，我们有

ℓ(PQ) =

ˆ 1

0

√√√√ n∑
j=1

|yj − xj |2dt

=
√

(x1 − y1)2 + · · ·+ (xn − yn)2

2) 圆周。我们把平面 R2 上到原点的距离为 R 的点所组成的集合
{
(x, y)

∣∣x2 + y2 = R2
}

称作是

半径 R 的圆周。根据对称性，我们只考虑 x ⩾ 0 和 y ⩾ 0 的部分（在第⼀象限的圆周），也

就是四分之⼀个圆周，它可以被下面的映射参数化：

[0, R] → R2, x 7→ (x,
√
R2 − x2).

我们还可以令 x = R sin θ，其中 x ∈ [0,
π

2
]（我们这里利用了 sin : [0,

π

2
] → [0, 1] 是连续可微

的单调的可逆映射），那么就有四分之⼀个圆周的另⼀个参数化

[0,
π

2
] → R2, θ 7→ (R sin(θ), R cos(θ)).

我们只利用解析意义下定义的 sin 和 cos 的性质（这个参数化实际上就已经说明了经典意义

下所定义的三角函数和我们所定义的是⼀致的）。根据第⼆个参数化，我们有

ℓ =

ˆ π
2

0

∣∣(R cos(θ),−R sin(θ))
∣∣dθ = 1

2
π.

所以圆的周长公式为 4× 1
2π = 2π，这就说明我们定义的 π 和经典意义下的 π 是⼀致的。另

外，如果利用第⼀个参数化，我们就有

ℓ =

ˆ R

0

√
R2

R2 − x2
dx.

关于这个积分的计算实际上还是要做变量替换 x = R cos(θ) 和 y = R sin(θ)。

我们中学知道两点之间线段最短，然⽽，只有有了微积分，才可以正确的叙述并证明这个结论：

给定 P,Q ∈ Rn，我们考虑连接 P 和 Q 的⼀族曲线：

γ(t, s) : [0, 1]× [−ε, ε] → Rn,

其中对于每个固定的 s ∈ [−ε, ε]，t 7→ γ(t, s) 都是曲线。我们还要求所有曲线的起点和终点都分别

是 P 和 Q，即 γ(0, s) ≡ P，γ(1, s) ≡ Q：
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P Q

ε

ε

−ε

0

t

s

γ(t, s)

我们可以认为这族曲线是曲线 γ(t, 0) 的附近的⼀个⼩的扰动。按照定义，曲线 γs(t) = γ(t, s) 的长

度为：

ℓ(γs) =

ˆ b

a

√(
γ̇1(s, t)

)2
+
(
γ̇2(s, t)

)2
+ · · ·+

(
γ̇n(s, t)

)2
dt.

其中，我们⽤ γ̇(t, s) 表⽰对 t 的导数。如果 γ0 的长度是最短的，那么根据极值的导数判定，我们

就应该有
dℓ(γs)

ds

∣∣∣
s=0

= 0.

此时，我们假设以上给出的曲线族是⾜够光滑的，即 γ̇(t, s) 在 [0, 1] × [−ε, ε] 上是连续的并且
d

ds
(γ̇(t, s)) 也是连续的。这样，我们就可以交换积分和求导，得到

dℓ(γs)

ds

∣∣∣
s=0

=

ˆ b

a

γ̇(t, 0)

|γ̇(t, 0)|
· d
ds

(γ̇(t, 0)) dt

=

ˆ b

a

γ̇(t, 0)

|γ̇(t, 0)|
· d
dt

(
d

ds
(γ(t, 0))

)
dt

= −
ˆ b

a

d

dt

(
γ̇(t, 0)

|γ̇(t, 0)|

)
· d
ds

(γ(t, 0)) dt.

最后⼀步是⽤了分部积分公式，边界项消失是因为这族曲线在 P 和 Q 处是不动的：我们看看
d

ds
(γ(t, 0)) 的⼏何意义（它被称作是这⼀族曲线的变分向量场）。在每个点 γ̇(t0, 0) 处，它表⽰的是

曲线 s 7→ γ(t0, s) 在这个点处的切线，如上⾯图形中红⾊向量所⽰。这个计算中的红⾊等号成⽴是

因为我们交换了两个算⼦
d

dt
和

d

ds
，这是关于偏导数的基本性质，我们下个学期会证明。

关键的观察是如果 γ0 的长度是最短，不仅仅对于上⾯选定的这族曲线，⽆论对于什么样的曲

线族，上⾯的导数都是 0。特别地，任意给定连续可微的 X : [0, 1] → Rn，下⾯这⼀族曲线

[0, 1]× [−ε, ε] → Rn, (t, x) → γ0(t) + sX(t)

它的变分向量场恰好就是 X。所以，对任意的连续可微的向量场 X(t)，我们都必须有

ˆ b

a

d

dt

(
γ̇(t, 0)

|γ̇(t, 0)|

)
·X(t)dt = 0.

特别地，我们可以取 X = d
dt

(
γ̇(t,0)
|γ̇(t,0)|

)
，所以，

ˆ b

a

∣∣∣ d
dt

(
γ̇(t, 0)

|γ̇(t, 0)|

) ∣∣∣2dt = 0.
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这表明存在 v0 ∈ Rn，使得对任意的 t ∈ [0, 1]

d

dt

(
γ̇(t, 0)

|γ̇(t, 0)|

)
= 0 ⇔ γ̇(t, 0) = f(t)v0.

所以，γ0 这条曲线为

t 7→ P +

(ˆ t

0
f(τ)dτ

)
v0.

这显然是直线段。

当然，你可能会对上⾯的证明有质疑，因为两个点之间的最长的距离对这种求导数计算也成⽴，

想⼀下为什么这个不会发⽣。实际上，我们还可以计算 ℓs 的⼆阶导数来说明
d2ℓs
ds2

∣∣∣
s=0

⩾ 0 来说明

这是最⼩值，这⾥就不再展开讨论了。
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25 变分法：最速降线问题，Huygens 等时定理，积分第一中值定理

⼆零⼀九年⼗⼆⽉⼗⼆⽇，星期四，晴

最速降线问题

ε

y

x

−h

(y, f(y))

(y + ∆y, f(y + ∆y))

a

从点 (x, f(x)) 到 (x+∆x, f(x+∆x)) 的距离是
√

1 + f ′(x)2∆x。根据重⼒势能到动能的转化（能

量守恒），我们知道
1

2
mv2 = −mGf(x).

在 (y, f(y)) 处，⼩球的速度应该是
√

−2Gf(x)，所以从 (x, f(x)) 到
(
x+∆x, f(x+∆x)

)
所需要

的时间是

∆t =

√
1 + f ′(x)2∆y√
−2Gf(x)

这样，如果曲线 γs 由函数 fs(x) = f(x, s) 给出，即

γs : [0, a] → (x, fs(x)).

⼩球经过整个曲线需要的时间为

T (s) =

ˆ a

0

√
1 + f ′(x, s)2

−2Gf(x, s)
dx.

其中，f ′ 指的是对 f(x, s) 的 x 变量求导数。为了保证曲线的两个端点是固定的，我们还要求

f(0, s) ≡ 0, f(a, s) ≡ −h.

对于最速降线 f0 ⽽⾔，我们必然有
d

ds
T (s)

∣∣∣
s=0

= 0.

为此，我们假设 L(f, f ′) =
√

1+f ′(x,s)2

−2Gf(x,s)，即在函数

L(X,V ) =

√
1 + V 2

−2GX
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中代换变量 X = f，V = f ′。此时，我们有（我们总是假设⾜够的光滑性使得积分与导数可以交

换）：

d

ds
T (s) =

ˆ a

0

d

ds

(
L(fs, f

′
s)
)
dx

=

ˆ a

0
(
dL

dX

)
(fs, f

′
s)
d

ds
f(x, s) + (

dL

dV

)
(fs, f

′
s)
d

ds
f ′(x, s)dx

最后⼀项中，我们利⽤两个导数可以交换（下学期），所以
d

ds
f ′(x, s) =

(
d

ds
f(x, s)

)′
。令 s = 0 并

记 f = f0，我们就有

d

ds
T (s)

∣∣∣
s=0

=

ˆ a

0
(
dL

dX

)
(f, f ′)

d

ds
f(x, 0) + (

dL

dV

)
(f, f ′)

(
d

ds
f(x, s)

∣∣∣
s=0

)′
dx

=

ˆ a

0

(
(
dL

dX

)
(f, f ′)− d

dx
(
dL

dV

)
(f, f ′)

)
df(x, 0)

ds
dx.

最后⼀步分部积分的过程中，我们⽤到了 f(0, s) ≡ 0，f(a, s) ≡ −h，从⽽

d

ds
f(0, s) ≡ 0,

d

ds
f(a, s) ≡ 0.

另外，对任意的函数 g（g(0) = g(a) = 0），我们通过定义 f(x, s) = f(x) + sg(x) 就可以使得

d

ds
f(x, s)

∣∣∣
s=0

= g(x).

所以，通过选取

g(x) = (
dL

dX

)
(f, f ′)− d

dx
(
dL

dV

)
(f, f ′),

我们就得到了 f 必须满⾜的⽅程（这被称作是 Euler-Lagrange ⽅程）：

(
dL

dX

)
(f, f ′)− d

dx

(( dL
dV

)
(f, f ′)

)
= 0.

假设上述⽅程成⽴，那么

d

dx

(
(V

dL

dV
− L)(f, f ′)

)
=

d

dx

(
f ′
dL

dV
(f, f ′)− L(f, f ′)

)
= f ′′

dL

dV
(f, f ′) + f ′

d

dx

(
dL

dV
(f, f ′)

)
− f ′

dL

dX
(f, f ′)− f ′′

dL

dV
(f, f ′)

= 0.

这表明，存在常数 C，使得

(V
dL

dV
− L)(f, f ′) ≡ C

按照定义，我们有
dL

dX
= G

(1 + V 2)
1
2

(−2GV )
3
2

,
dL

dV
=

V(
− 2GX(1 + V 2)

) 1
2

.
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所以，

(f ′)2(
− 2Gf(1 + (f ′)2)

) 1
2

−

√
1 + (f ′)2

−2Gf
= C, ⇔ f

(
1 + (f ′)2) = −C1.

我们令 f(x) = −g(x)，那么，我们就有

g′(x) =

√
C1 − g

g

如果把 g 看作参数，x = x(g)，那么，根据反函数的导数的计算，我们有

dx

dg
=

√
g

C1 − g

从⽽，作为原函数，我们有

x(t) =

ˆ √
t

C1 − t
dt.

为了能积分出这个函数，我们做变量替换

t = C1 sin2 θ,

从⽽，

x(θ) = 2C1

ˆ
tan θ · cos θ · sin θdθ = C1(θ −

1

2
sin(2θ)).

这样⼦，我们就得到了这条曲线的参数⽅程（原函数差⼀个常数 C2）

θ 7→
(C1

2
(2θ − sin(2θ)) + C2,

1

2
(1− cos(2θ))

)
重新参数化之后，我们得到⼀条曲线

γ : [θ1, θ2] → R2, θ 7→
(
c(θ − sin θ) + C,−c(1− cos θ)

)
这种曲线叫做被称作是摆线或者旋轮线。我们注意到，初始时刻 y(θ1) = 0，所以，cos θ1 = 1，这

表明 θ1 = 2kπ，C = −2ckπ，通过再次调整 θ 7→ θ − 2kπ，我们可以假设 θ1 = 0，C = 0，所以我

们要找的参数曲线为

γ : [0,Θ] → R2, θ 7→
(
c(θ − sin θ),−c(1− cos θ)

)
从⽽，

c(Θ− sinΘ) = a, −c(1− cosΘ) = −h

可以确定 Θ ∈ [0,
π

2
] 和 c。

命题 145 (等时性，Huygens). 考虑摆线

γ : [0,
π

2
] → R2, θ 7→

(
c(θ − sin θ),−c(1− cos θ)

)
.
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ε

y
x

−h γ(π)

γ(t0)

那么，从任意⼀点 γ(θ0) 出发的小球滚动到 γ(π) = (cπ,−2c) 的时间都是⼀样的。

证明: 实际上，⼩球在 γ(θ) 到 γ(θ +∆θ) 处要经过的距离为：

∆ = |γ′(θ)|∆θ = c
√
2− 2 cos θ∆θ

⼩球的速度为：

v =
√
2Gc(cos θ0 − cos θ).

所以，从 γ(θ0) 滑到底⼀共需要

T (θ0) =

√
c

G

ˆ π

θ0

√
1− cos θ

cos θ0 − cos θdθ

=

√
2c

G

ˆ π

θ0

sin
(
θ
2

)√
cos2

(
θ0
2

)
− cos2

(
θ
2

)dθ

我们可以令 s = cos
(
θ
2

)
进⾏换元积分，据此，得到 T (θ0) ≡ π

√
c

G
。

积分中值定理

定理 146 (第⼀积分中值定理). [a, b] 是有界闭区间，f, g ∈ R([a, b]) 是实值 Riemann 可积函数。我

们假设对任意的 x ∈ [a, b]，g(x) ⩾ 0。令

m = inf
x∈I

f(x), M = sup
x∈I

f(x).

那么，存在 ℓ ∈ [m,M ]，使得 ˆ b

a
fg = ℓ

ˆ b

a
g.

特别地，如果进⼀步要求 f 是连续函数，那么存在 ξ ∈ [a, b]，使得

ˆ b

a
fg = f(ξ)

ˆ b

a
g.
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证明: 由于 m ⩽ f(x) ⩽M，根据 g ⩾ 0 以及积分保持不等号的性质，我们有

m

ˆ b

a
g ⩽
ˆ b

a
fg ⩽M

ˆ b

a
g.

如果
ˆ b

a
g ̸= 0，显然存在 ℓ ∈ [m,M ] 使得命题成⽴；如果

ˆ b

a
g = 0，由于 g ⩾ 0，所以 g 在⼀个

零测集之外恒为 0，从⽽ fg 在⼀个零测集之外都是 0，从⽽
ˆ b

a
fg = 0，所以 ℓ 可以任意选。

如果 f 是连续的，所以 f 在 [a, b] 可以取到最⼤值 M 和最⼩值 m，即有 x1, x2 ∈ [a, b]，使得

f(x1) = m，f(x2) =M，根据连续函数的中值定理，存在 x1 与 x2 之间的数 ξ，使得 f(ξ) = ℓ。

推论 147. 假设 f 是连续函数，那么存在 ξ ∈ [a, b]，使得
ˆ b

a
f = f(ξ)(b− a)。

证明: 只要取 g ≡ 1 即可。

ε

y

x

a bξ

y = f(x)
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25.1 作业：可写成两个完全平方数的和的整数的密度

清华大学 19-20 秋季学期，数学分析一，作业 11

请⽤ A4 ⼤⼩的纸张正反面⽤钢笔，签字笔或者圆珠笔书写，并注明⾃⼰的姓名，年级和

作业的总页数。除定理公式所涉及的⼈名之外，请使⽤中文。本次作业的提交时间和地点

为 12 月 19 日上午的课堂上，逾期视作零分。

基本习题

习题 A（Riemann 积分的概念）

A1)（积分第⼀中值定理的⼀个变体）f 是有界闭区间 [a, b] 上的连续函数，g ∈ R([a, b]) 是 Riemann
可积的并且对任意的 x ∈ [a, b]，g(x) > 0。证明，存在 ξ ∈ (a, b)，使得

ˆ b

a
fg = f(ξ)

ˆ b

a
g.

A2)（单调函数是 Riemann 可积的）不⽤ Lebesgue 定理证明：f 是 [a, b] 上的单调增函数，那么

f ∈ R(I)。（提⽰：利⽤ Darboux 上下颌）

A3) 证明，函数 1Q(x) =

1, x ∈ Q

0, x ∈ R \Q
在 [0, 1] 上不是 Riemann 可积的。

A4) 证明: 如果 f ∈ R([a, b]), 那么 |f |p ∈ R([a, b])，其中 p ⩾ 0 是实数。

A5) 我们证明过 Hölder 不等式：对 xi, yi ⩾ 0, p, q > 1,
1

p
+

1

q
= 1，有

n∑
i=1

xiyi ⩽
( n∑
i=1

xpi
)1/p( n∑

i=1

yqi
)1/q

.

试证明积分形式的 Hölder 不等式并给出等号成⽴的条件：f, g ∈ R([a, b])，p, q > 1,
1

p
+
1

q
= 1，

那么 ∣∣ ˆ b

a
fg
∣∣ ⩽ ( ˆ b

a
|f |p

)1/p( ˆ b

a
|g|q
)1/q

.

A6) 证明积分形式的 Minkowski 不等式并给出等号成⽴的条件: 如果 f, g ∈ R([a, b]), p ≥ 1，那么

( ˆ b

a
|f + g|p

)1/p ⩽ ( ˆ b

a
|f |p

)1/p
+
( ˆ b

a
|g|p
)1/p

.

习题 B（凸函数与积分）

B1) 假设 f ∈ R([a, b]) 并且 f 为凸函数。证明，

f

(
a+ b

2

)
⩽ 1

b− a

ˆ b

a
f(x)dx ⩽ f(a) + f(b)

2
.
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B2) 假设函数 f 在 [a, b] 上⼆阶可导并且对任意 x，f ′′(x) > 0, f(x) ⩽ 0。证明，对任意 x，我们有

f(x) ⩾ 2

b− a

ˆ b

a
f(y)dy.

B3) 假设 f 在 R 上⼆阶可导且 f ′′(x) ⩾ 0，φ ∈ C([a, b])。证明，我们有

1

b− a

ˆ b

a

(
f ◦ φ

)
(t)dt ⩾ f

(
1

b− a

ˆ b

a
φ(t)dt

)
.

B4) 假设 f ∈ C([a, b]) 并且对任意 x，f(x) > 0。证明，

log
(

1

b− a

ˆ b

a
f(x)dx

)
⩾ 1

b− a

ˆ b

a
log(f(x))dx.

B5) 证明积分形式的 Jensen 不等式并给出等号成⽴的条件：如果 f 是 R 上的凸函数，φ ∈ C([0, 1]),
那么

f
( ˆ 1

0
φ
)
⩽
ˆ 1

0
f ◦ φ.

习题 C（积分和导数）

C1) 假设 f ∈ C1([0, 2])，|f ′| ⩽ 1，f(0) = f(2) = 1。证明，1 ⩽
ˆ 2

0
f(x)dx ⩽ 3。

C2) 假设 f ∈ C2([0, 1])。证明，存在 ξ ∈ [0, 1], 使得
ˆ 1

0
f(x)dx = f

(
1

2

)
+

1

24
f ′′(ξ)。

C3) 假设 f ∈ C1([a, b])。证明， max
x∈[a,b]

|f(x)| ≤ 1

b− a

∣∣∣∣ˆ b

a
f(x)dx

∣∣∣∣+ ˆ b

a
|f ′(x)|dx。

C4) 设 f ∈ C([0, 1]) ⽽且对任意满⾜ g(0) = g(1) = 0 的 g ∈ C([0, 1])，都有
ˆ 1

0
f(x)g(x)dx = 0。

证明，f(x) ≡ 0。

C5) 设 f ∈ C([0, 1]) ⽽且对任意 n ∈ Z⩾0，都有
ˆ 1

0
f(x)xndx = 0。证明，f(x) ≡ 0。

C6) (Gronwall 不等式) 设 φ ∈ C([0, T ]) 且对任意 t ∈ [0, T ]，有 |φ(t)| ⩽M + k

ˆ t

0
|φ(s)|ds，其中

M,k 为正实数。试证明，对任意 t ∈ [0, T ]，|φ(t)| ⩽Mekt。

C7) 假设 a, b > 0，f ∈ C([−a, b])。如果对任意 x ∈ (−a, b)，f(x) > 0 并且
ˆ b

−a
xf(x) = 0。试证

明，
ˆ b

−a
x2f(x) ⩽ ab

ˆ b

−a
f(x)。

C8) 假设 f ∈ C([−1, 1])。证明， lim
λ→0+

ˆ 1

−1

λ

λ2 + x2
f(x)dx = πf(0)。
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C9) 假设 f 在 [1,∞) 上可导并且
ˆ ∞

1
f(x) 与

ˆ ∞

0
f ′(x) 都收敛（作为反常积分，请回忆反常积

分的定义）。证明， lim
x→∞

f(x) = 0.

C10) 试证明，
ˆ ∞

0

sin2 x
x2

=

ˆ ∞

0

sinx
x

,

ˆ ∞

0

cosx
1 + x

=

ˆ ∞

0

sinx
(1 + x)2

。

习题 D 试计算如下反常积分的数值：

(1)

ˆ 1

0
logxdx (2)

ˆ +∞

−∞

dx

1 + x2

(3)

ˆ +∞

0

dx

1 + x4
(4)

ˆ +∞

0

1 + x2

1 + x4
dx

(5)

ˆ 0

−∞
xexdx (6)

ˆ +∞

0
e−

√
xdx

(7)

ˆ +∞

0

dx

(a2 + x2)3/2
(8)

ˆ +∞

2

dx

x2 + x− 2

(9)

ˆ +∞

−∞

dx

(x2 + x+ 1)2
(10)

ˆ 1

−1

dx√
1− x2

(11)

ˆ 1

−1

arcsinx√
1− x2

dx (12)

ˆ 1

−1

dx

(2− x)2
√
1− x2

(13)

ˆ 1

0

arcsin
√
x

x(1− x)
dx (14)

ˆ 1

0

(1− x)n√
x

dx, n ∈ N+

(15)

ˆ 1

0

xn√
1− x2

dx, n ∈ N+ (16)

ˆ 1

0
xm(logx)ndx, n ∈ N+,m ⩾ 0

(17)

ˆ +∞

2

dx

x(logx)p , p > 1 (18)

ˆ +∞

0

logx
x2 + a2

dx

(19)

ˆ +∞

0
xne−xdx, n ∈ N+ (20)

ˆ +∞

−∞

dx

(ax2 + 2bx+ c)n
, ac− b2 > 0

(21)

ˆ +∞

0
x2n−1e−x

2
dx, n ∈ N+ (22)

ˆ π

−π

1− r2

1− 2r cosx+ r2
dx, 0 < r < 1

(23)

ˆ +∞

0
e−ax cos bxdx, a > 0 (24)

ˆ +∞

0
e−ax sin bxdx, a > 0

(25)

ˆ +∞

0

dx

x(x+ 1) · · · (x+ n)
(26)

ˆ 2π

0
log sinxdx

(27)

ˆ +∞

0
e−x

2
dx

期末考试模拟题（不交作业，鼓励讨论）

题目 E（可写成两个完全平方数的和的整数的密度）在此问题中，I = (0,∞)

第一部分：一个含参数积分的研究
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E1) 证明，函数
e−u√
u

是 I 上的可积函数（作为反常积分可积），记 K =

ˆ ∞

0

e−u√
u
du。

E2) 证明，对任意的 x ∈ I，F (x) =

ˆ ∞

0

e−u√
u(u+ x)

du 是良好定义的（即此反常积分收敛）。

E3) 证明，F ∈ C1(I) 并写下 F ′(x) 的积分表达式。

E4) 证明，对任意的 x ∈ I，我们有

xF ′(x)− (x− 1

2
)F (x) = −K.

E5) 通过 G(x) =
√
xe−xF (x) 定义 G : I → R。证明，存在实数 C，使得

G(x) = C −K

ˆ x

0

e−t√
t
dt.

E6) 计算 K 的值（提⽰：计算 G 在 0 和 +∞ 处的极限）。

第二部分：两个函数级数的研究。

我们⽤级数定义函数

f(x) =
∞∑
n=1

e−nx√
n
, g(x) =

∞∑
n=0

√
ne−nx.

E7) 证明，f 和 g 在 I 上是良好定义的并且是 I 上的连续函数。

E8) 证明，对任意 x ∈ I，我们都有

ˆ ∞

1

e−ux√
u
du ⩽ f(x) ⩽

ˆ ∞

0

e−ux√
u
du.

E9) 证明，存在常数 C0，使得

lim
x→0+

√
xf(x) = C0.

E10) 我们定义序列 {an}n⩾1 如下：

an =
( n∑
k=1

1√
k

)
− 2

√
n.

证明， lim
n→∞

an 存在。

E11) 证明，对任意的 x ∈ I，由级数定义的函数

h(x) =
∑
n⩾1

( n∑
k=1

1√
k

)
e−nx

是良好定义的（即上⾯的级数是收敛的）。
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E12) 试⽤ f(x) 来表达 h(x) 并证明存在常数 C1，使得

lim
x→0+

x
3
2h(x) = C1.

E13) 证明，

lim
x→0+

x
3
2 g(x) =

√
π

2
.

第三部分：由自然数的子集所定义的函数级数的研究。

给定 A ⊂ Z⩾0，我们可以定义⼀个数列 {an}n⩾0：

an =

1, 如果n ∈ A;

0, 如果n /∈ A.

我们定义集合 IA ⊂ R⩾0 如下：

IA =
{
x ⩾ 0

∣∣ 级数
∑
n⩾0

ane
−nx收敛

}
.

我们定义函数 fA : IA → R 如下：

fA(x) =
∑
n⩾0+

ane
−nx.

我们记 Φ(A) = lim
x→0

xfA(x)（如果极限存在的话）并令

S =
{
A ⊂ Z⩾0

∣∣ lim
x→0+

xfA(x)存在
}
.

作为例⼦，我们令 A1 表⽰所有的⾮零完全平⽅数，A2 表⽰两个⾮零完全平⽅数的和：

A1 =
{
1, 4, 9, 16, · · · , n2, (n+ 1)2, · · ·

∣∣n ∈ Z⩾1

}
, A2 =

{
p2 + q2

∣∣p, q ∈ Z⩾1

}
.

E14) 如果 A 是有限集，试确定 IA；如果 A 是⽆限集，试确定 IA。

E15) 给定 A ⊂ Z⩾0，对于任意 n ⩾ 0，我们定义集合 A⩽n：

A⩽n =
{
ℓ ∈ A|ℓ ⩽ n

}
.

我们⽤ |A⩽n| 表⽰它所包含的元素的个数。证明，对任意的 x > 0，级数

∞∑
n=0

|A⩽n| · e−nx

是收敛的，并且满⾜
∞∑
n=0

|A⩽n| · e−nx =
fA(x)

1− e−x
.
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E16) 证明，对任意 x > 0，都有
fA1(x)

1− e−x
=

∞∑
n=0

⌊
√
n⌋e−nx,

其中 ⌊
√
n⌋ 代表不超过

√
n 的最⼤整数（即它的整数部分）。

E17) 证明，极限

lim
x→0+

√
xfA1(x)

存在并计算 Φ(A1)。

E18) 令 v(n) 为集合
{
(p, q) ∈ Z⩾1 × Z⩾1|p2 + q2 = n} 的元素个数。证明，对任意的 x > 0，级数∑

n⩾1

v(n)e−nx

是收敛的并且 ∑
n⩾1

v(n)e−nx =
(
fA1(x)

)2
.

E19) 证明，对任意 x > 0，我们都有

fA2(x) ⩽
(
fA1(x)

)2
据此给出 Φ(A2) 的⼀个上界（我们假设 Φ(A2) 存在）。

第四部分：一个 Tauber 型定理及应用。

我们现在假设 {an}n⩾0 是⾮负实数组成的序列，使得对任意的 x > 0，级数

S(x) =
∑
n⩾0

ane
−nx

收敛。我们进⼀步假设下⾯的极限存在：

lim
x→0+

xS(x) = lim
x→0+

x
∑
n⩾0

ane
−nx = ℓ ∈ [0,+∞).

令 F 为 [0, 1] 上的全体实值函数的所构成的线性空间，E0 = C([0, 1])。令 E 是分段连续的有界函

数所组成的空间，即对任意的 φ ∈ E，φ 有界并且存在 {bi}i=0,1,··· ,m，使得

0 = b0 < b1 < b2 < · · · < bm−1 < bm = 1,

并且 φ 在每⼀段 (bi, bi+1) 上的限制是连续的。我们在 E 上取范数

∥ψ∥∞ = sup
x∈[0,1]

|ψ(x)|.
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E20) 我们定义映射 L : E → F 如下：

(
L(ψ)

)
(x) =

∞∑
n=0

ane
−nxψ(e−nx), ψ ∈ E.

证明，L 是良好定义的（上⾯等式右边的级数对任意的 x > 0 均收敛）并且是线性映射。进

⼀步，如果对任意的 x ∈ [0, 1]，ψ1(x) ⩽ ψ2(x)，那么对任意的 x ∈ [0, 1]，证明，(
L(ψ1)

)
(x) ⩽

(
L(ψ2)

)
(x).

E21) 定义 E 的⼦空间

E1 =
{
ψ ∈ E

∣∣ lim
x→0+

x
(
L(ψ)

)
(x)存在

}
.

我们定义线性映射 ∆ : E1 → R 如下：

∆(ψ) = lim
x→0+

x
(
L(ψ)

)
(x), ψ ∈ E1.

证明，E1 是 E 的线性⼦空间并且存在常数 M > 0，使得对任意的 ψ ∈ E1，我们都有

|∆(ψ)| ⩽M∥ψ∥∞.

E22) 对于单项式函数 Pn(x) = xn，证明，Pn ∈ E1 并计算 ∆(Pn)。

E23) 证明，E0 ⊂ E1 并对每个 ψ ∈ E0 来计算 ∆(ψ)。

E24) 对于 a ∈ (0, 1)，ε ∈
(
0,min(a, 1− a)

)
，我们定义函数

g−(x) =


1, x ∈ [0, a− ε];

a−x
ε , x ∈ (a− ε, a)

0, x ∈ [a, 1]

, g+(x) =


1, x ∈ [0, a];

a+ε−x
ε , x ∈ (a, a+ ε)

0, x ∈ [a+ ε, 1]

,

证明，g± ∈ E0 并计算 ∆(g±)。进⼀步证明，⽰性函数 1[0,a] ∈ E1 并计算 ∆(1[0,a])。

E25) 证明，E1 = E 并对 ψ ∈ E 给出 ∆(ψ) 的计算公式。

E26) 我们定义函数

ψ(x) =

0, x ∈ [0, e−1);

1
x , x ∈ [e−1, 1].

通过计算 L(ψ)( 1
N )（这⾥ N 是正整数）证明 Tauber 型公式：

lim
N→∞

1

N

N∑
k=0

ak = ℓ.
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E27) 考虑 A ∈ S（第三部分），试计算

lim
n→∞

|A⩽n|
n

.

这个数值也被称作是 A 在 Z⩾0 中的⾃然密度。

E28) 试计算

lim
n→∞

v(1) + v(2) + · · ·+ v(n)

n
,

并给出 A2 的⾃然密度的⼀个上界。

—————————————————————————-
God does not care about our mathematical difficulties. He integrates empirically.

Albert Einstein
—————————————————————————-
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26 第二积分中值定理，Stieltjes 积分

⼆零⼀九年⼗⼆⽉⼗六⽇，星期⼀，晴

引理 148 (第⼆积分中值定理的弱形式，f 和 g 的正则性较好). 假设 I = [a, b]，g ∈ C(I)，f ∈ C1(I)，

f 单调递减（未必严格）并且对任意的 x ∈ I，f(x) ⩾ 0。那么，⼀定存在 c ∈ [a, b]，使得

ˆ b

a
fg = f(a)

ˆ c

a
g.

证明: 由于 g ∈ C(I)，我们可以定义它的原函数 G(x) =

ˆ x

a
g(y)dy，使得 G ∈ C1(I) 并且 G(a) = 0。

再根据 f ∈ C1(I)，我们可以使⽤分部积分公式：

ˆ b

a
fg = f(b)G(b) +

ˆ b

a
G(−f ′)

由于 f 是单调下降的，从⽽ −f ′ ⩾ 0，我们可以利⽤第⼀积分中值定理，找到 ξ ∈ [a, b] 使得

ˆ b

a
fg = f(b)G(b) +G(ξ)

ˆ b

a
(−f ′)

= f(b)G(b) +G(ξ)(f(a)− f(b)).

通过简单变形（我们明显可以假设 f(a) ̸= 0），我们得到

1

f(a)

ˆ b

a
fg =

f(b)

f(a)
G(b) +

(
1− f(b)

f(a)

)
G(ξ).

这表明
1

f(a)

ˆ b

a
fg 是线段 [G(a), G(ξ)] 或者 [G(ξ), G(a)] 上的⼀个点，对连续函数 G ⽤中值定理，

我们就得到 c ∈ [a, ξ]，使得

1

f(a)

ˆ b

a
fg = G(c).

这就是所要证明的结论。

我们还可以采取下⾯的⽅式来证明：令 M = sup
x∈I

G(x)，m = inf
x∈I

G(x)，那么根据

1

f(a)

ˆ b

a
fg =

f(b)

f(a)
G(b) +

(
1− f(b)

f(a)

)
G(ξ).

我们得到

m ⩽ 1

f(a)

ˆ b

a
fg ⩽M.

我们对 G(x) ⽤介值定理即可。
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引理 149 (第⼆积分中值定理). I = [a, b] ⊂ R 是闭区间，f 和 g 是 I 上 Riemann 可积分的函数。

假设 f 是递减的并且对任意的 x ∈ I，f(x) ⩾ 0。那么，存在 c ∈ [a, b]，使得
ˆ b

a
fg = f(a)

ˆ c

a
g.

注记. 和上⼀个引理比较，我们不再假设 f 和 g 有较好的正则性（只假设可积性），那么，引理中

分部积分的技巧就不能再用了。我们之前提过，所谓的 Abel 求和法是分部积分的类比。以下，我

们用 Darboux 和代替积分，用 Abel 求和法代替分部积分，这是⼀个有启发性并且值得深究的证明。

证明: 我们不妨假设 f(a) ̸= 0（否则 f ≡ 0，此时定理显然成⽴。我们定义

G(x) =

ˆ x

a
g(y)dy.

此时，G(x) 是 [a, b] 上⾯的连续函数（未必可微），⽽在引理中，这个函数是连续可微的。

根据引理的证明，我们只需要证明下⾯的不等式即可：

mf(a) ⩽
ˆ b

a
fg ⩽Mf(a),

即可，M = sup
x∈I

G(x)，m = inf
x∈I

G(x)，这是因为我们可以利⽤ G(x) 的介值定理来完成证明，参见

上⾯引理的最后⼀步。

为了能够最⼤程度的保持之前的证明，在逼近的意义下，我们要给出如下的分部积分公式
ˆ b

a
fg = f(b)G(b) +

ˆ b

a
G(−f ′)

的替代品。

我们先任意地选取⼀个分划 σ = {a = a0 < a1 < · · · < an = b}（最终，我们将令它的步长

|σ| → 0）。对于每个⼩区间 [ai−1, ai]，我们定义

mi = inf
x∈[ai−1,ai]

g(x), Mi = sup
x∈[ai−1,ai]

g(x).

根据第⼀中值定理，有 ℓi ∈ [mi,Mi]，使得

G(ai)−G(ai−1) =

ˆ ai

ai−1

g = ℓi(ai − ai−1), mi ⩽ ℓi ⩽Mi.

特别地，我们知道（注意 G(a0) = 0）

G(ak) =
k∑
i=1

ℓi(ai − ai−1).

我们现在要⽤求和来代替积分
ˆ b

a
fg。任意选取 ξi ∈ [ai−1, ai]，如下成⽴：

∣∣ n∑
i=1

f(ξi)ℓi(ai − ai−1)−
ˆ b

a
fg
∣∣→ 0, 当 |σ| → 0 · · · · · · (⋆)
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极限 (⋆) 成⽴并不明显。为此，我们⽤ Darboux 上下和来逼近积分：当 |σ| → 0，我们知道

∣∣ n∑
i=1

f(ξi)g(ξi)(ai − ai−1)−
ˆ b

a
fg
∣∣→ 0.

所以，为了证明 (⋆)，只需要说明

∣∣ n∑
i=1

f(ξi)ℓi(ai − ai−1)−
n∑
i=1

f(ξi)g(ξi)(ai − ai−1)
∣∣→ 0, 当 |σ| → 0.

我们有

上式左边 =
∣∣ n∑
i=1

f(ξi)
(
ℓi − g(ξi)

)
(ai − ai−1)

∣∣
⩽

n∑
i=1

f(ξi)(Mi −mi)(ai − ai−1)

⩽ f(a)

(
n∑
i=1

Mi(ai − ai−1)−
n∑
i=1

mi(ai − ai−1)

)
.

后者为 Darboux 上下和之差，⾃然趋向于零，从⽽ (⋆) 得到证明。

为了证明 mf(a) ⩽
ˆ b

a
fg ⩽Mf(a)，我们利⽤ Abel 求和法来代替分部积分，从⽽

n∑
i=1

f(ξi)[ℓi(ai − ai−1)] =
n∑
i=1

f(ξi)(G(ai)−G(ai−1))

= G(b)f(ξn) +

n−1∑
i=1

(
f(ξi)− f(ξi+1)

)
G(ai)

根据 f 的性质以及 G(b), G(ai) ⩽M，我们有

n∑
i=1

f(ξi)[ℓi(ai − ai−1)] ⩽Mf(ξn) +

n−1∑
i=1

(
f(ξi)− f(ξi+1)

)
M = f(ξ1)M.

类似地，

n∑
i=1

f(ξi)[ℓi(ai − ai−1)] ⩾ f(ξ1)m.

另外，ξ1 的选取是任意的。特别地，我们令 ξ1 = a，这就给出了 mf(a) ⩽
ˆ b

a
fg ⩽Mf(a)。

Stieltjes 积分

给定有界闭区间 I = [a, b] 上递增的函数 µ : [a, b] → R。我们重新定义有界闭区间 [c, d] ⊂ [a, b]

的长度：

ℓµ
(
[c, d]

)
= µ(d)− µ(c).
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例子. 1) 如果 µ(x) = x，那么，上面定义的区间长度就是我们所熟悉的长度。

2) 对任意的 ρ ∈ R
(
[a, b]

)
，ρ ⩾ 0，我们令

µ(x) =

ˆ x

a
ρ(x)dx.

此时，

ℓµ
(
[c, d]

)
=

ˆ d

c
ρ(x)dx.

考虑⼀个有界函数 f : [a, b] → R 和分划 σ ∈ S(I)，其中 σ = {a = a0 < a1 < · · · < xn − 1 <

an = b}，我们由上⾯这个新的长度 ℓµ 所定义的的 Darboux 上和以及 Darboux 下和。我们 j 记

Mi = sup
x∈[ai−1,ai]

f(x), mi = inf
x∈[ai−1,ai]

f(x).

我们定义

Sµ(f ;σ) =

n∑
i=1

Mi · ℓµ([ai−1, ai]) =

n∑
i=1

(µ(ai)− µ(ai−1))Mi,

Sµ(f ;σ) =

n∑
i=1

mi · ℓµ([ai−1, ai]) =

n∑
i=1

(µ(ai)− µ(ai−1))mi.

显然，我们有 Sµ(f ;σ) ⩾ Sµ(f ;σ)。实际上，与 Riemann 积分的情形类似，我们可以证明：

引理 150. Darboux 上和与 Darboux 下和满⾜如下的性质：

1) 如果 σ ≺ σ′，那么

Sµ(f ;σ) ⩽ Sµ(f ;σ
′), Sµ(f ;σ) ⩾ Sµ(f ;σ

′).

2) 对于任意两个分划 σ, σ′ ∈ S(I)，我们有

Sµ(f ;σ) ⩽ Sµ(f ;σ
′).

证明: 1) 是显然的。为了证明 2)，只需要证明当 σ ≺ σ′ 时，我们有

Sµ(f ;σ) ⩽ Sµ(f ;σ
′), Sµ(f ;σ

′) ⩽ Sµ(f ;σ),

我们在研究 Riemann 积分的时候就已经证明了类似的结论，这⾥就不再重复，留作课后的习题。

仿照 Riemann 积分的情形，我们还可以定义上积分和下积分：

ˆ b

a
fdµ = inf

σ∈S(I)
Sµ(f ;σ),

ˆ b

a

fdµ = sup
σ∈S(I)

Sµ(f ;σ).

根据上⾯的引理，我们⾃然有 ˆ b

a
fdµ ⩾

ˆ b

a

fdµ.
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定义 151 (Stieltjes 积分). 给定递增的函数 µ : [a, b] → R 和有界函数 f : [a, b] → R，如果上述上

下积分相等，即 ˆ b

a
fdµ =

ˆ b

a

fdµ,

我们就称f 对于 µ 是 Stieltjes 可积的并将上述数值记作
ˆ b

a
fdµ。我们用 R(I;µ) 表示所有的

Stieltjes 可积函数的集合。

注记. 我们注意到如果 µ(x) = x，Stieltjes 积分就是 Riemann 积分。上述的构造中，我们通过 µ 重

新定义了区间的长度（测度），这种新的长度（测度）就给出了新的积分理论。我们将证明 Stieltjes
积分满⾜很多与 Riemann 积分类似的性质，比如说 R(I;µ) 是 R-线性空间并且

ˆ b

a
· dµ : R(I;µ) → R, f 7→

ˆ b

a
fdµ,

是 R-线性映射。

练习. 对任意的 ρ ∈ R
(
[a, b]

)
，ρ ⩾ 0，µ(x) =

ˆ x

a
ρ(x)dx。证明，对任意的 f ∈ R

(
[a, b]

)
，都有

f ∈ R
(
[a, b];µ

)
并且 ˆ b

a
fdµ =

ˆ b

a
f(x)ρ(x)dx.

据此，我们也把此时的 dµ 记作 ρdx 或者 ρ(x)dx，ρ 被称作是密度函数。特别地，假设 µ 连续可

微（µ 默认是递增的），证明， ˆ b

a
fdµ =

ˆ b

a
fµ′.

注记. 根据定义，⼀个函数是 Stieltjes 可积的可以用如下的⽅式判定：f ∈ R(I;µ) 当且仅当对任意

的 ε > 0，存在分划 σ ∈ S(I)，使得 ∣∣∣Sµ(f ;σ)− Sµ(f ;σ)
∣∣∣ < ε.

下⾯的命题表明，我们仍然可以⽤ Riemann 和来逼近 Stieltjes 积分：

命题 152 (Riemann 和与 Stieltjes 积分). 给定⼀个 Stieltjes 可积的函数 f ∈ R(I;µ)，其中 I = [a, b]。

对任意的 ε > 0，存在分划 σ ∈ S(I)，其中 σ = {a = a0 < a1 < · · · < xn − 1 < an = b}，使得对任

意的 ξi ∈ [ai−1, ai]，都有 ∣∣∣ n∑
i=1

f(ξi) · ℓ([ai1 , ai])−
ˆ b

a
fdµ

∣∣∣ < ε.

证明: 第⼀个不等式的证明是显然，我们只要选取分划 σ，使得∣∣∣Sµ(f ;σ)− Sµ(f ;σ)
∣∣∣ < ε.

此时，因为在每个区间 [ai−1, ai] 上，有 mi ⩽ f(ξi) ⩽Mi，所以

Sµ(f ;σ) ⩽
n∑
i=1

f(ξi) · ℓ([ai1 , ai]) ⩽ Sµ(f ;σ).

这⽴即就给出了所要的结论。
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我们来看⼏类 Stieltjes 可积函数的例⼦：

例子. 证明下面的函数是 Stieltjes 可积的（µ 给定）

1) [a, b] 上的连续函数是 Stieltjes 可积的。

用⼀致连续性来证明：假设 f ∈ C([a, b])，对任意的 ε > 0，存在 δ > 0，使得当 |x− y| < δ

时，我们有 |f(x)− f(y)| < ε。特别地，当 |σ| < δ 时，我们有 Mi −mi < ε，所以

∣∣Sµ(f ;σ)− Sµ(f ;σ)
∣∣ = n∑

i=1

(µ(ai)− µ(ai−1))(Mi −mi)

< ε
n∑
i=1

(µ(ai)− µ(ai−1)) = ℓµ([a, b])ε.

2) 如果 µ 是连续的，那么 [a, b] 上的单调函数是 Stieltjies 可积的。

假设 f 是 [a, b] 上的递增（不妨假设）函数。根据 µ 的连续性，我们取⼀个特殊的分划，使得

µ(ai)−µ(ai−1) =
µ(b)− µ(a)

n
。此时，根据 f 是递增的，我们知道 Mi = f(ai)，mi = f(ai−1)，

所以选取

∣∣Sµ(f ;σ)− Sµ(f ;σ)
∣∣ = n∑

i=1

(µ(ai)− µ(ai−1))(f(ai)− f(ai−1))

<
n∑
i=1

µ(b)− µ(a)

n
(f(ai)− f(ai−1))

=
µ(b)− µ(a)

n
(f(b)− f(a)).

所以，当 n→ ∞ 时，我们有
∣∣Sµ(f ;σ)− Sµ(f ;σ)

∣∣→ 0，这就说明 f ∈ R
(
[a, b];µ

)
。

我们现在研究 Stieltjes 积分的性质。

命题 153. 给定有界闭区间 I = [a, b] 和递增的函数 µ，由此定义的 Stieltjes 可积函数具有如下的

性质：

1) R(I, µ) 是 R-线性空间，积分

ˆ b

a
· dµ : R(I;µ) → R, f 7→

ˆ b

a
fdµ

是线性映射。

2) 如果对任意的 x ∈ I，我们都有 f1(x) ⩽ f2(x)，那么，

ˆ b

a
f1dµ ⩽

ˆ b

a
f2dµ.
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3)（区间可加性）如果 f ∈ R([a, b];µ)，那么对任意的 c ∈ [a, b]，f 在 [a, c] 和 [c, b] 上的限制都是

Stieltjes 可积的并且 ˆ b

a
fdµ =

ˆ c

a
fdµ+

ˆ b

c
fdµ.

4) 如果 f ∈ R([a, b];µ)，那么对于 |f | ∈ R([a, b];µ) 并且

∣∣ˆ b

a
fdµ

∣∣ ⩽ ˆ b

a
|f |dµ.

5) λ > 0 是常数，那么 ˆ b

a
fd(λµ) = λ

ˆ b

a
fdµ.

假设 ν 也是 [a, b] 上递增的函数并且 f ∈ R(I;µ) ∩ R(I; ν)，那么 f ∈ R(I;µ+ ν) 并且
ˆ b

a
fd(µ+ ν) =

ˆ b

a
fdµ+

ˆ b

a
fdν.

6) 如果 f, g ∈ R([a, b], µ)，那么 f · g ∈ R([a, b], µ)。

证明: 证明的想法⾮常简单：先⽤适当的 Darboux 上下和的序列逼近积分，对这些序列证明相应的

性质，最终取极限。

我们利⽤ 4) 和 5) 来演⽰⼀下如何运⽤上述的想法：对任意的 ε > 0，选取分划 σ ∈ S([a, b])，

使得

Sµ(f ;σ)− Sµ(f ;σ) < ε.

考虑函数 |f | 的 Darboux 上下和

Sµ(|f |;σ) =
n∑
i=1

M̃i · ℓµ([ai−1, ai]),

Sµ(|f |;σ) =
n∑
i=1

m̃i · ℓµ([ai−1, ai]),

其中

Mi = sup
x∈[ai−1,ai]

f(x), mi = inf
x∈[ai−1,ai]

f(x),

M̃i = sup
x∈[ai−1,ai]

|f(x)|, m̃i = inf
x∈[ai−1,ai]

|f(x)|

由于

M̃i − m̃i ⩽Mi −mi,

所以

Sµ(|f |;σ)− Sµ(|f |;σ) ⩽ Sµ(f ;σ)− Sµ(f ;σ) < ε.

这表明，|f | 是 Stieltjes 可积的。另外，对于有限的求和，我们⾃然有∣∣∣Sµ(f ;σ)∣∣∣ ⩽ Sµ(|f |;σ).

275



然后，左右两边分别与
∣∣ ˆ b

a
fdµ

∣∣ 和 ˆ b

a
|f |dµ 差不超过 ε，令 ε→ 0，我们就得到了要证明的不等

式。

对于 5)，假设 f ∈ R([a, b];µ)∩R([a, b]; ν)，那么，对于任意给定的 ε > 0，存在分划 σ ∈ S([a, b])，

使得

Sµ(f ;σ)− Sµ(f ;σ) < ε, Sν(f ;σ)− Sν(f ;σ) < ε.

另外，根据定义，我们有

Sλµ(f ;σ) = λSµ(f ;σ), Sµ+ν(f ;σ) = Sµ(f ;σ) + Sν(f ;σ),

Sλµ(f ;σ) = λSµ(f ;σ), Sµ+ν(f ;σ) = Sµ(f ;σ) + Sν(f ;σ).

从⽽，

Sλµ(f ;σ)− Sλµ(f ;σ) < λε, Sµ+ν(f ;σ)− Sµ+ν(f ;σ) < 2ε.

由于 ε 是任意选取的，这就证明了可积性。相应的等式由上述关于 Darboux 上下和的等式取极限

⽴的。

其余⼏条的证明我们留作作业。
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27 Stieltjes 积分的中值定理，利用 Stieltjes 积分的中值定理证明第二
积分中值定理

⼆零⼀九年⼗⼆⽉⼗九⽇，星期四，晴

Stieltjes 积分在计数问题中很有⽤，基本的想法是通过选取适当的 µ，使得和计数有关的求和

或者算级数的计算转化为算积分的问题，这样⼦就可以借鉴微积分中的经验和想法来研究问题。为

此，对于 Steiltjes 积分，我们还需要再建⽴⼀个基本⼯具：分部积分。

命题 154 (Stieltjes 积分的分部积分公式). 假设 µ 是闭 [a, b] 区间上的递增函数，f ∈ C1([a, b])。

那么，我们有 ˆ b

a
f ′ · µ = f · µ

∣∣∣b
a
−
ˆ b

a
fdµ.

证明: 证明的想法和第⼆积分中值定理的想法如出⼀辙，我们⽤求和逼近积分，然后⽤ Abel 求和

来代替分部积分，最终再取极限：

对于任意的分划 σ ∈ S(I)，其中 σ = {a = a0 < a1 < · · · < xn − 1 < an = b}，根据 Lagrange
中值定理，存在 ξi ∈ [ai−1, ai]，使得

f(ai)− f(ai−1) = f ′(ξi)(ai − ai−1).

我们⾸先说明，当分划 σ 选取的⾜够细的时候，我们有

n∑
i=1

f ′(ξi)µ(ai)(ai − ai−1) →
ˆ b

a
f ′ · µ. · · · · · · (⋆)

即对任意的 ε > 0，存在 δ > 0，当分划的步长 |σ| < δ 时，我们有∣∣∣ n∑
i=1

f ′(ξi)µ(ai)(ai − ai−1)−
ˆ b

a
f ′ · µ

∣∣∣ < ε.

这样就表明
n∑
i=1

f ′(ξi)µ(ai)(ai − ai−1) 是要证的公式左边的⼀个精确的逼近。现在证明 (⋆)：

∣∣ n∑
i=1

f ′(ξi)µ(ai)(ai − ai−1)−
ˆ b

a
f ′ · µ

∣∣
⩽
∣∣ n∑
i=1

f ′(ξi)
(
µ(ai)− µ(ξi)

)
(ai − ai−1)

∣∣+ ∣∣ n∑
i=1

f ′(ξi)µ(ξi)(ai − ai−1)−
ˆ b

a
f ′ · µ

∣∣
︸ ︷︷ ︸
按照 Riemann 积分的定义，这⼀项可以很⼩=o(1)

⩽ sup
x∈I

|f ′(x)|
n∑
i=1

|µ(ai)− µ(ξi)|(ai − ai−1)︸ ︷︷ ︸
这⼀项被 µ ∈ R(I) 的 Darboux 上下和之差控制

+o(1).
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在上⾯的推导中，我们⽤到了如下的事实（作业已经证明）：单调函数是 Riemann 可积的。当 |σ|
⾜够⼩的时候，上⾯最后⼀个不等号右边的第⼀项可以任意⼩，这就证明了 (⋆)。

现在可以证明分部积分公式了。我们对
n∑
i=1

f ′(ξi)µ(ai)(ai − ai−1) ⽤ Abel 求和法：

n∑
i=1

f ′(ξi)µ(ai)(ai − ai−1) =
n∑
i=1

µ(ai)(f(ai)− f(ai−1))

= µ(an)f(an)− µ(a1)f(a0) +

n−1∑
i=1

f(ai)(µ(ai+1)− µ(ai))

= µ(an)f(an)− µ(a0)f(a0)︸ ︷︷ ︸
=f ·µ

∣∣b
a

+

n−1∑
i=0

f(ai)(µ(ai+1)− µ(ai))︸ ︷︷ ︸
I

.

上式中

I =
n−1∑
i=0

f(ai)ℓµ
(
[ai, ai+1]

)
=

ˆ b

a
fdµ+ o(1).

我们可以通过选取 σ 使得 f 与
ˆ b

a
fdµ 的差距是 o(1)，最终取极限就证明了分部积分公式。

我们要⽤ Stieltjes 积分的观点来看级数。为此，先研究⼀个基本的例⼦，这既是所谓的 Dirac
δ-函数：

例子. [a, b] ⊂ R 是有界闭区间，c ∈ [a, b]，我们考虑示性函数

µc = 1⩾c(x) =

1, x ⩾ c;

0, x < c.

这是递增的函数。假设 f : [a, b] → R 是有界函数并且 f 在 c 处连续，我们来计算 f 在测度 dµc 下

的 Stieltjes 积分。

根据 µc 的构造，我们选取⼀个分划 σ ∈ S([a, b])，使得

a = a0 < a1 < · · · < ak = c < ak+1 < · · · < an = b.

此时，相应的 Darboux 上下和之差为

Sµc(f ;σ)− Sµc(f ;σ) =
k−2∑
i=1

(Mi −mi)
(
µ(ai)− µ(ai+1)

)
︸ ︷︷ ︸

=0

+(Mk −mk)(µ(ak)− µ(ak−1))

+
n∑
i=k

(Mi −mi)
(
µ(ai)− µ(ai+1)

)
︸ ︷︷ ︸

=0

= (Mk −mk)
(
µ(ak)− µ(ak−1)

)
.
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根据 f 在 c 处的连续性，如果包含 c 的分划越来越小，那么 Mk −mk → 0，从⽽上式的极限为

零，所以 f 是可积的。有了可积性，我们可以选任意的 Riemann 和来计算积分，特别地，我们选

取 ξi = ai，我们就有如下的 Riemann 和：

k−2∑
i=1

f(ai)
(
µ(ai)− µ(ai+1)

)
︸ ︷︷ ︸

=0

+f(ak)(µ(ak)− µ(ak−1)) +

n∑
i=k

f(ai)
(
µ(ai)− µ(ai+1)

)
︸ ︷︷ ︸

=0

= f(c).

此时，我们令分划的步长趋于零，从⽽

ˆ b

a
fdµc = f(c).

注记. 假设 f 在 [a, b] 连续可微，即 f ∈ C1([a, b])，根据分部积分公式，我们有

f(b)−
ˆ b

a
fdµ =

ˆ b

a
f ′ · µ =

ˆ b

c
f ′ = f(b)− f(c).

这也能给出上述结论。

引理 155. 假设 {αn}n⩾1 是正实数所组成的序列并且
∞∑
n=1

αn 收敛，{xn}n⩾1 ⊂ (a, b)。定义递增函

数

µ =
∞∑
n=1

αnµxn =
∞∑
n=1

αn1⩾xn .

那么，对于 f ∈ C([a, b])，我们有

ˆ b

a
fdµ =

∞∑
i=1

αif(xi).

证明: 由于级数
∞∑
n=1

αn 收敛，对于任意给定的 ε > 0，我们可以选取 N，使得
∑

n⩾N+1

αn < ε。我们

将 µ 分拆为两个部分（后⼀部分的贡献很⼩，是所谓的误差项）：

µ =
N∑
i=1

αnµxn︸ ︷︷ ︸
µ⩽N

+
∞∑

i=N+1

αnµxn︸ ︷︷ ︸
µ⩾N+1

.

根据上⾯计算的例⼦，我们有

ˆ b

a
fdµ−

∞∑
i=1

αif(xi) =

(ˆ b

a
fdµ⩽N −

N∑
i=1

αif(xi)

)
+

(ˆ b

a
fdµ⩾N+1 −

∞∑
i=N+1

αif(xi)

)

=

ˆ b

a
fdµ⩾N+1 −

∞∑
i=N+1

αif(xi)︸ ︷︷ ︸
⩽ε∥f∥∞
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很明显，根据定义，我们有 ∥µ⩾N+1∥L∞ < ε，所以

ˆ b

a
fdµ⩾N+1 ⩽ ∥f∥∞

ˆ b

a
dµ⩾N+1

= ∥f∥∞
(
µ⩾N+1(b)− µ⩾N+1(a)

)
⩽ 2ε∥f∥∞.

从⽽，

∣∣ˆ b

a
fdµ−

∞∑
i=1

αif(xi)
∣∣ ⩽ 3ε∥f∥∞.

令 ε→ 0，我们就证明了这个命题。

注记. 这个命题对于反常积分的情形也成立，为此，我们需要将 Stieltjes 积分的概念加以推⼴。基

于 Riemann 积分的情况，这些推⼴实质上只是语⾔上的简单替换，并没有跟深刻的数学含义，所

以我们仅仅给出例⼦说明。比如说，我们在区间 [0,∞) 定义 Stieltjes 积分，我们假设 f 是有界连

续（你当然可以用更弱的假设），我们首先定义

ˆ ∞

0
fdµ = lim

M→∞

ˆ M

0
fdµ.

假设 {αn}n⩾1 是正实数所组成的序列并且
∞∑
n=1

αn 收敛。定义递增函数

µ =
∞∑
n=1

αnµn =
∞∑
n=1

αn1⩾n.

那么，我们有 ˆ ∞

1
fdµ =

∞∑
n=1

αnf(n).

证明和上面的命题是⼀致的，我们留作作业。

作为 Stieltjes 积分的应⽤，我们⾸先来证明第⼆积分中值定理（上次已经证明了，下⾯的版本

中 g 是连续的）：

命题 156 (第⼆积分中值定理). 给定闭区间 I = [a, b] ⊂ R 和 Riemann 可积的函数 f, g ∈ R(I)。假

设 f 是递减并且对任意的 x ∈ I，f(x) ⩾ 0；函数 g 是连续函数。那么，⼀定存在 c ∈ [a, b]，使得

ˆ b

a
fg = f(a)

ˆ c

a
g.

证明: 之前证明的瓶颈在于不能⾃由地运⽤分部积分。现在定义

µ = −f, G(x) =

ˆ x

a
g(y)dy.
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由于 g 是连续函数，从⽽ G(x) 是连续可微的。根据 Stieltjes 积分版本的分部积分公式，我们有

ˆ b

a
G′(−f) = G · (−f)

∣∣b
a
−
ˆ b

a
Gdµ.

即 ˆ b

a
fg = G(b)f(b) +

ˆ b

a
Gdµ.

令 M = sup
x∈I

G(x)，m = inf
x∈I

G(x)，那么，根据上⾯的式⼦以及 µ = −f，我们有

ˆ b

a
fg ⩽ f(b)M +M

ˆ b

a
dµ = f(a)M.

类似地，我们有 ˆ b

a
fg ⩾ f(b)m+m

ˆ b

a
dµ = f(a)m.

这就证明了

f(a)m ⩽
ˆ b

a
fg ⩽ f(a)M.

根据之前的证明，从这个不等式出发第⼆中值定理的证明是明显的。

命题 157 (第⼆积分中值定理的第⼆个版本). 假设 I = [a, b] ⊂ R 是有界闭区间，f ∈ R(I) 是递增

的函数，g ∈ C(I) 是连续函数。那么，存在 c ∈ [a, b]，使得

ˆ b

a
fg = f(a)

ˆ c

a
g + f(b)

ˆ b

c
g(t)dt.

证明: 我们选取 Stieltjes 积分中的测度 dµ 为 µ = f。令 G(x) =

ˆ x

a
g(y)dy。所要证明的等式的右

边等于

f(a)G(c) + f(b)
(
G(b)−G(c)

)
=
(
f(a)− f(b)

)
G(c) + f(b)G(b)

= f(b)G(b)−G(c)µ([a, b])

根据 Stieltjes 积分的分部积分公式，我们有

ˆ b

a
fg =

ˆ b

a
G′ · f = G · f

∣∣b
a
−
ˆ b

a
Gdµ

= G(b)f(b)−
ˆ b

a
Gdµ.

据此，只需要说明存在 c ∈ [a, b]，使得

ˆ b

a
Gdµ = G(c)µ([a, b]).

很明显，这是 Stieltjes 积分情形下的积分第⼀中值定理，这是⾮常容易证明的，我们也留作作业。
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我们只给出第⼀中值定理的叙述：

定理 158 (第⼀积分中值定理). [a, b] 是有界闭区间，µ是该区间上单调递增的函数，f, g ∈ R([a, b];µ)

是实值 Riemann 可积函数。我们假设对任意的 x ∈ [a, b]，g(x) ⩾ 0。令

m = inf
x∈I

f(x), M = sup
x∈I

f(x).

那么，存在 ℓ ∈ [m,M ]，使得 ˆ b

a
fgdµ = ℓ

ˆ b

a
gdµ.

特别地，如果进⼀步要求 f 是连续函数，那么存在 ξ ∈ [a, b]，使得

ˆ b

a
fgdµ = f(ξ)

ˆ b

a
gdµ.

练习. 你是否可以构造⼀个 Stieltjes 积分来说明 Abel 求和法也是 Stieltjes 积分意义下的分部积分

公式的特例？

我们再看⼀个例⼦，这是我们之前提到过的⾯积⽅法来研究积分和求和之间的关系。

引理 159. 假设 a, b ∈ Z，f 是 [a, b] 上的单调函数并且是 C1 的，那么存在 θ = θ(a, b; f) ∈ [0, 1]，

使得 ∑
a<n⩽b

f(n) =

ˆ b

a
f(x)dx+ θ · (f(b)− f(a)).

证明: 我们定义函数 µ(x) = ⌊x⌋，即任意给定 x ∈ R，µ(x) 是不超过 x 的最⼤的整数。很明显，这

是在 R 上定义的递增的函数。由于 a 和 b 都是整数，所以

∑
a<n⩽b

f(n) =

ˆ b

a
fdµ.

据此，我们有

∑
a<n⩽b

f(n)−
ˆ b

a
f(x)dx =

ˆ b

a
f(x)d⌊x⌋ −

ˆ b

a
f(x)dx

= −
ˆ b

a
f ′(x)⌊x⌋dx+ f(x)⌊x⌋

∣∣∣b
a
+

ˆ b

a
f ′(x)xdx− f(x)x

∣∣∣b
a

=

ˆ b

a
{x}df − f(x){x}

∣∣b
a
.

其中，{x} = x− ⌊x⌋。这个函数在整数处取值为 0，所以

∑
a<n⩽b

f(n)−
ˆ b

a
f(x)dx =

ˆ b

a
{x}df.

最终，我们注意到 {x} ∈ [0, 1)，现在对 f 所定义的 Stieltjes 积分⽤第⼀中值定理就证明了命题。
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注记. 我们只需要假设 f ∈ C([a, b]) 并且 f 是递增的即可，上述结论仍然成立。

注记. 我们可以简单总结⼀下为什么要对积分理论的加以推⼴。首先要指出的是，推⼴本身或者理

论的抽象本身并不是目标。我们主要是想能够在更⼴阔的天地里看到微积分理论与其它数学对象的

相似性，从⽽通过类比可以运用微积分中最基本的⼯具来处理其它的问题，比如说分部积分（这是

联系局部和整体的最重要⼯具）。

在数学上，我们对⼤部分对象的了解都是基于它所满⾜的性质（不精确地讲，这既是代数上称

之为万有性质的性质）⽽不是定义本身。我们已经见过这样的例⼦：比如说三角函数 sin 和 cos，只

要知道它们满⾜和差化积公式、知道它们的导数和原函数，我们完全代数的操作证明了它们的其它

性质，不夸张的说这些性质完整刻画了三角函数。

所以，我们可以想象，如果我们要建立⼀套积分理论，它需要有哪些基本的性质：线性，三角

不等式以及分部积分（等）。⼀旦⼀个积分理论可以做这些操作，那么我们就可以照搬微积分的做

法得到很多很有用的结论。下个学期的学习我们也将⼀直按照这个思路来进⾏。
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27.1 作业：振荡积分

清华大学 19-20 秋季学期，数学分析一，作业 12

请⽤ A4 ⼤⼩的纸张正反面⽤钢笔，签字笔或者圆珠笔书写，并注明⾃⼰的姓名，年级和

作业的总页数。除定理公式所涉及的⼈名之外，请使⽤中文。本次作业的提交时间和地点

为 12 月 26 日上午的课堂上，逾期视作零分。

基本习题

习题 A（Stieltjes 积分） 如果不加说明，µ 表⽰的是有界闭区间 I = [a, b] 上的⼀个递增的函数。

下⾯题⽬中 A1)，A3)，A4)，A5)，A6) 是对概念的直接验证，可以不提交作业。

A1) 对于任意两个分划 σ, σ′ ∈ S(I)，我们有

Sµ(f ;σ) ⩽ Sµ(f ;σ
′).

A2) 对任意的 ρ ∈ C
(
[a, b]

)
，ρ ⩾ 0，µ(x) =

ˆ x

a
ρ(x)dx。证明，对任意的 f ∈ R

(
[a, b]

)
，都有

f ∈ R
(
[a, b];µ

)
并且 ˆ b

a
fdµ =

ˆ b

a
f(x)ρ(x)dx.

特别地，假设 µ 连续可微（µ 默认是递增的），我们有

ˆ b

a
fdµ =

ˆ b

a
fµ′.

A3) 证明，R(I, µ) 是 R-线性空间并且积分算⼦

ˆ b

a
· dµ : R(I;µ) → R, f 7→

ˆ b

a
fdµ

是线性映射。

A4) 假设 f1, f2 ∈ R(I, µ)。如果对任意的 x ∈ I，我们都有 f1(x) ⩽ f2(x)，那么，

ˆ b

a
f1dµ ⩽

ˆ b

a
f2dµ.

A5)（区间可加性）如果 f ∈ R([a, b];µ)，那么对任意的 c ∈ [a, b]，f 在 [a, c] 和 [c, b] 上的限制都

是 Stieltjes 可积的并且 ˆ b

a
fdµ =

ˆ c

a
fdµ+

ˆ b

c
fdµ.

A6) 如果 f, g ∈ R([a, b];µ)，那么 f · g ∈ R([a, b];µ)。
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A7) 我们在区间 [0,∞) 定义 Stieltjes 积分：假设 f ∈ C([0,∞) 是有界连续函数，定义

ˆ ∞

0
fdµ = lim

M→∞

ˆ M

0
fdµ.

假设 {αn}n⩾1 是正实数所组成的序列并且
∞∑
n=1

αn 收敛，定义递增函数 µ =

∞∑
n=1

αn1⩾n。那么，

我们有 ˆ ∞

1
fdµ =

∞∑
n=1

αnf(n).

A8)（第⼀积分中值定理）f, g ∈ R([a, b];µ)是实值 Riemann可积函数。我们假设对任意的 x ∈ [a, b]，

g(x) ⩾ 0。令

m = inf
x∈I

f(x), M = sup
x∈I

f(x).

那么，存在 ℓ ∈ [m,M ]，使得 ˆ b

a
fgdµ = ℓ

ˆ b

a
gdµ.

特别地，如果进⼀步要求 f 是连续函数，那么存在 ξ ∈ [a, b]，使得

ˆ b

a
fgdµ = f(ξ)

ˆ b

a
gdµ.

A9) 你是否可以构造⼀个 Stieltjes 积分来说明 Abel 求和法也是 Stieltjes 积分意义下的分部积分

公式的特例？

习题 B（反常积分收敛的判断）以下记号中，b 可以是 ∞。

B1) (Cauchy 判别法) 假设 f : [a, b) → R，对任意 b− < b，f 在 [a, b−] 上可积。证明，反常积

分
ˆ b

a
f(x)dx 存在的充要条件是: 对任意 ε > 0, 存在 b(ε) ∈ (a, b), 使得对任意 b′, b′′ > b(ε),∣∣∣∣∣

ˆ b′′

b′
f(x)dx

∣∣∣∣∣ < ε。

B2) (⽐较判别法，已经证明，可不交作业) 如果 |f | 在 [a, b) 上反常可积，就称积分
ˆ b

a
f(x)dx 绝

对收敛。证明，如果 |f(x)| ⩽ F (x), x ∈ [a, b) 并且
ˆ b

a
F (x)dx 收敛，那么积分

ˆ b

a
|f(x)|dx

收敛。

B3) 证明 Dirichlet 判别法：假设 f, g : [a,∞) → R 满⾜

• f 是连续函数并且存在 A > 0，使得对任意的 M ⩾ a，我们都有∣∣∣ˆ M

a
f(x)dx

∣∣∣ ⩽ A.
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• g 是单调函数并且 lim
x→∞

g(x) = 0。

那么反常积分
ˆ ∞

a
f(x)g(x)dx 收敛。

（你可以查阅⽂献来证明这个判别法，⼀个好的开始是先假设 f 和 g 都是连续可微的，⼀般的

情形可以考虑 Stieltjes 积分。请对⽐级数收敛的 Dirichlet 判别法以及相应的证明，你可以看

到 Abel 求和法和分部积分之间的相似性）

B4) 证明 Abel 判别法：假设 f, g : [a,∞) → R 满⾜

• 反常积分
ˆ ∞

a
f(x)dx 存在。

• g 是单调函数并且 g 有界。

那么反常积分
ˆ ∞

a
f(x)g(x)dx 收敛。（请对⽐级数收敛的 Abel 判别法以及相应的证明）

B5) 判断下列积分的收敛性 (绝对收敛、条件收敛、发散)

(1)

ˆ +∞

0

log(1 + x)

xp
dx (2)

ˆ +∞

1

sinx
xp

dx (3)

ˆ +∞

1
sinx2dx

(4)

ˆ +∞

0

sin2 x
x

dx (5)

ˆ 2π

0

dx

cosp x cosq x, p, q > 0 (6)

ˆ +∞

0
xp sin(xq)dx

(7)

ˆ +∞

0

xp sinx
1 + xq

, q ≥ 0 (8)

ˆ π/2

0

log sinx√
x

dx (9)

ˆ +∞

e

log logx
logx sinxdx

8 字班的考试题（之一）（不交作业，鼓励讨论）

题目 C（振荡积分）

我们采取下⾯的约定：F (t) 和 G(t) 是 [1,+∞) 上定义的两个函数， lim
t→∞

G(t) = 0。我们假设

对任意的 t ⩾ 1，G(t) ̸= 0。如果

lim
t→∞

F (t)

G(t)
= 1,

我们就说 F (t) 和 G(t) 是均阶的（即收敛到 0 的速度是⼀样的）并记作 F (t) ∼ G(t)。

第一部分：相函数是实值的情形

C1) d > 0 是给定的实数。假设 g ∈ C1([0, d])。证明，存在常数 C（可能依赖于 g 和 d），使得

∣∣ ˆ d

0
e−txg(x)dx

∣∣ ⩽ C

t
.
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C2) d > 0 是给定的实数。假设 g ∈ C([0, d]) 并且 g(0) ̸= 0。证明，

ˆ d

0
e−txg(x)dx ∼ g(0)

t
.

（提⽰：利⽤积分换元 y = tx）

C3) d > 0 是给定的实数。假设 g ∈ C([0, d]) 并且 g(0) ̸= 0。证明，

ˆ d

0
e−tx

2
g(x)dx ∼

√
π · g(0)
2
√
t

.

（提⽰：我们课堂上已经证明了
ˆ ∞

0
e−x

2
dx =

√
π

2
）

——————————
对于 t ⩾ 1，f ∈ C([a, b]) 和 φ ∈ C([a, b])，我们定义函数

F (t) =

ˆ b

a
e−tφ(x)f(x)dx,

我们的⽬标是研究当 t→ +∞ 时，F (t) 的⾏为。

——————————

C4) 假设 φ ∈ C1([a, b])，并且对任意 x ∈ [a, b]，φ′(x) ̸= 0。为了简单起见，我们进⼀步假设

φ′(x) > 0。令 d = φ(b)− φ(a)。证明，映射

Φ : [a, b] → [0, d], x 7→ φ(x)− φ(a),

在 [a, b] 上连续可微的并且是双射。

C5) 假设 φ ∈ C1([a, b])，并且对任意 x ∈ [a, b]，φ′(x) ̸= 0。证明，如果 f(a) ̸= 0，当 t→ +∞ 时，

F (t) ∼ f(a)

φ′(a)

e−tφ(a)

t
.

（提⽰：利⽤ C4) 中的函数做积分换元）

C6) 假设 φ ∈ C2([a, b])，φ′(a) = 0，φ′′(a) > 0 并且对任意 x ∈ (a, b]，φ′(x) > 0。令 d =√
φ(b)− φ(a)。证明，映射

Ψ : [a, b] → [0, d], x 7→
√
φ(x)− φ(a),

在 [a, b] 上连续可微的并且是双射。

特别地，试计算 Ψ′(a)。

（提⽰：考虑 φ 的⼆阶的 Taylor 展开。）
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C7) 假设 φ ∈ C2([a, b])，φ′(a) = 0，φ′′(a) > 0 并且对任意 x ∈ (a, b]，φ′(x) > 0。证明，如果

f(a) ̸= 0，当 t→ +∞ 时，

F (t) ∼
√
πf(a)√
2φ′′(a)

e−tφ(a)√
t

.

（提⽰：利⽤ C6) 中的函数做积分换元）

C8) 给定两个函数 f ∈ C
(
(0,+∞)

)
，φ ∈ C2

(
(0,+∞)

)
。我们假设

– 存在唯⼀的 a ∈ (0,∞)，使得 φ′(a) = 0；

– φ′′(a) > 0，f(a) ̸= 0；

– 反常积分
ˆ ∞

0
e−φ(x)|f(x)|dx 收敛。

证明，当 t→ +∞ 时，函数 G(t) =

ˆ ∞

0
e−tφ(x)f(x)dx 满⾜

G(t) ∼
√
2πf(a)√
φ′′(a)

e−tφ(a)√
t

.

C9) 对于 x > 0，定义函数

Γ(x) =

ˆ ∞

0
tx−1e−tdt.

对于正整数 n，试计算 Γ(n)。

C10) 证明 Stirling 公式：

n! ∼
√
2π
nn+

1
2

en
.

（提⽰：我们有 Γ(n+ 1) = nn+1

ˆ ∞

0
e−n(x−logx)dx。）

第二部分：振荡积分

对于 λ ⩾ 1，f ∈ C∞([a, b]) 和 φ ∈ C∞([a, b])，我们定义函数

I(λ) =

ˆ b

a
eiλφ(x)f(x)dx,

我们的⽬标是研究当 λ→ +∞ 时，I(λ) 的⾏为。

C11) 假设对任意 x ∈ [a, b]，φ′(x) ̸= 0。我们定义映射

L : C∞([a, b]) → C∞([a, b]), h  7→ 1

iλφ′(x)
h′(x),

M : C∞([a, b]) → C∞([a, b]), h 7→ −
( h

iφ′

)′
(x),
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假设 g, h ∈ C∞([a, b])。证明，如果 h 在 a 和 b 附近恒为 0（即存在 c > 0，使得当 x ∈
[a, a+ c] ∪ [b− c, b] 时，h(x) = 0），那么

ˆ b

a
h · Lg =

1

λ

ˆ b

a
g ·Mh.

C12) 假设对任意 x ∈ [a, b]，φ′(x) ̸= 0 并且 f 在 a 和 b 附近恒为 0。证明，对任意的 n ∈ Z⩾1，都

存在不依赖于 λ 的常数 cn，使得

|I(λ)| ⩽ cn
λn
.

（提⽰：注意到 Leiλφ(x) = eiλφ(x)。）

C13) 假设存在 δ > 0，使得对任意 x ∈ [a, b]，|φ′(x)| ⩾ δ 并且 φ′(x) 是 [a, b] 上的单调函数。证明，

存在不依赖于 λ，φ，a 和 b 的常数 C1，使得

∣∣ ˆ b

a
eiλ·φ(x)dx

∣∣ ⩽ C1

λδ

C14) 假设对任意 x ∈ [a, b]，|φ′′(x)| ⩾ 1。证明，存在唯⼀的 c ∈ [a, b]，使得

|φ′(c)| = inf
x∈[a,b]

|φ′(x)|.

进⼀步证明，对任意的 x ∈ [a, b]，我们的都有

|φ′(x)| ⩾ |x− c|.

*C15) 假设对任意 x ∈ [a, b]，|φ′′(x)| ⩾ 1。证明，存在不依赖于 λ，φ，a 和 b 的常数 C2，使得

∣∣ˆ b

a
eiλ·φ(x)dx

∣∣ ⩽ C2√
λ
.

**C16) 假设对任意 x ∈ [a, b]，|φ′′(x)| ⩾ 1。证明，存在不依赖于 λ，φ，f，a 和 b 的常数 C2，使得

∣∣ˆ b

a
eiλ·φ(x)f(x)dx

∣∣ ⩽ C2√
λ

(
|f(a)|+

ˆ b

a
|f ′(x)|dx

)
.
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28 一元微积分拾遗：Baire 纲定理及其应用，原函数的初等函数表示定
理：Liouville 定理

⼆零⼀九年⼗⼆⽉⼆⼗三⽇，星期⼀，晴

Baire 定理以及应用

定理 160 (Baire). (X, d) 是完备的距离空间，那么任意可数个稠密的开集的交仍然是稠密的，即若

{Un}n⩾1 是可数个稠密的开集，那么 U∞ =
∩
n⩾1

Un 是稠密的。

在第⼆课中，我们就已经给出了稠密性的定义：U ⊂ X 是⼦集。如果对任意的 x ∈ X 和任意

的 ε > 0，都存在 y ∈ U，使得 d(y, x) < ε，我们就称 U 在 X 中是稠密的。我们注意到，U 未必

是开集，因为开集只在有限的交的操作下封闭。

证明: 任选 x ∈ X 和 ε0，我们将在 U∞ 中找到⼀个点 x∞，使得 d(x∞, x) < 2ε0。为此，我们将归

纳地构造 X 中的点列 {xn}n⩾1。

⾸先，根据 U1 的稠密性，存在 x1 ∈ U1，使得 d(x1, x) < ε0。再根据 U1 是开集，我们可以找

到 ε1 > 0，使得 B(x1, 2ε1) ⊂ U1，其中 B(x1, 2ε1) 是闭球，即 B(x1, 2ε1) =
{
y ∈ X

∣∣d(y, x) ⩽ 2ε1
}
。

另外，通过缩⼩ ε1，我们还可以要求 2ε1 < ε0。

我们⽤ x1 代替 x，⽤ ε1 代替 ε0，重复上⾯的过程：根据 U2 的稠密性，存在 x2 ∈ U2，使得

d(x2, x1) < ε1。根据 U2 是开集，我们可以找到 ε2 > 0，使得 B(x2, 2ε2) ⊂ U2 并且可以进⼀步要

求 2ε2 < ε1。

重复以上过程，我们就得到了 {xn}n⩾0 和数列 {εn}n⩾0（其中 x0 = x，ε0 = ε），使得对任意

的 n ⩾ 0，有

1) xn+1 ∈ Un+1 并且 d(xn+1, xn) < εn；

2) B(xn+1, 2εn+1) ⊂ Un+1；

3) 0 < 2εn+1 < εn。

特别地，根据第三条，我们有 εn+k < 2−kεn。

我们现在说明 {xn}n⩾1 是 Cauchy 列。对任意的⾃然数 n 和 p，我们有

d(xn+p, xn) ⩽ d(xn+p, xn+p−1) + d(xn+p−2, xn+p−2) + · · ·+ d(xn+1, xn)

< εn+p + εn+p−1 + · · ·+ εn+1

< 2−p−1εn + 2−p−2εn + · · ·+ εn

< 2εn.

这表明，对⼀切 p ⩾ 0，{xn+p}p⩾1 都落在 B(xn, 2εn) 中。我们注意到，上⾯的不等式直接给出

d(xn+p, xn) < 2−n+pε+ 2−n+p−1ε+ · · ·+ 2−n+1ε = 2−nε.
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所以 {xn}n⩾1 是 Cauchy 列，根据 X 的完备性，存在 x∞ ∈ X，使得 lim
n→∞

xn = x∞。特别地，根据

{xn+p}p⩾1 ⊂ B(xn, 2εn)，我们知道 x∞ ∈ B(xn, 2εn)（这是闭集）。从⽽对任意的 n ⩾ 1，x∞ ∈ Un，

所以，x∞ ∈ U∞。特别地，在最后⼀个不等式中取 n = 0，我们有

d(xp, x0) < ε.

令 p→ ∞，我们就得到 d(x∞, x) < 2ε。

对于任意的集合 Y ⊂ X，如果对 y ∈ Y，存在 ε > 0，使得 B(y, ε) ⊂ Y，我们就称 y 是 Y 的

⼀个内点 。我们⽤ Y̊ 表⽰ Y 的內点所组成的集合并称之为 Y 的内部。

练习. 假设 Y, Z ⊂ X 互为补集，那么 Y̊ = ∅ 等价于 Z 在 X 中稠密。

推论 161. (X, d) 是完备的距离空间，若 {Fn}n⩾1 是可数个闭集并且对每个 n ⩾ 1，其内部 F̊n = ∅，
那么 F∞ =

∪
n⩾1

Fn 的内部为空集，即 F̊∞ = ∅。

证明: 令 Un = X − Fn，这是开集。那么，F̊n = ∅ 意味着 Un 是稠密的。根据 Baire 的定理，

U∞ =
∩
n⩾1

Un 是稠密的，从⽽ X − U∞ 的内部为空集。最后，我们注意到 F =
∪
n⩾1

Fn 的补集恰好

为 U∞，所以命题成⽴。

我们给出 Baire 纲定理的⼏个应⽤。

命题 162. 不存在可微函数 f ∈ C([a, b])，使得对任意的开区间 (c, d) ⊂ [a, b]，f ′ 在 (c, d) 上⽆界。

证明: 假设 f 是 [a, b] 上的可微函数，对任意的 n ⩾ 1，定义

fn(x) =
f(x+ 1

n)− f(x)
1
n

.

在上⾯的式⼦中，如果 x + 1
n > b，我们可以考虑修改为 fn(x) =

f(b)− f(x)
1
n

，不过这对证明没

有影响。很明显，由于 f 是可微的，所以 {fn}n⩾1 ⊂ C([a, b]) 逐点收敛，即对于每个点 x ∈ [a, b]，

f ′(x) = lim
n→∞

fn(x) 存在。

对于每个 x ∈ [a, b]，我们令 M(x) = sup
n⩾1

|fn(x)|。因为 f ′ 的存在性，我们知道 M(x) 是良好定

义的。我们定义集合

Fk =
{
x ∈ [a, b]

∣∣M(x) ⩽ k
}
=
∩
n⩾1

{
x ∈ [a, b]

∣∣∣|fn(x)| ⩽ k
}

︸ ︷︷ ︸
Fn,k

.

由于每个 Fn,k 都是闭集，所以 Fk ⊂ [a, b] 是闭集。又因为在每⼀个点处 M(x) <∞，所以

[a, b] =
∪
k⩾1

Fk.
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根据 Baire 定理的推论，不可能每⼀个 Fk 的内部都是空集，所以存在 k0 ⩾ 1，使得

F̊k0 ̸= ∅.

所以，存在开区间 (c, d) ⊂ [a, b]，使得 (c, d) ⊂
{
x ∈ [a, b]

∣∣M(x) ⩽ k0
}
，即对任意的 x ∈ (c, d)，对

任意的 n ⩾ 1，我们都有

|fn(x)| =
∣∣∣f(x+ 1

n)− f(x)
1
n

∣∣∣ ⩽ k0.

令 n→ ∞，这表明在 (c, d) 上，我们有 f ′ 有界。

命题 163. 不存在 [0, 1] 上的连续函数序列 {fn}n⩾1 ∈ C([0, 1])，使得 fn 逐点收敛到 1Q（即有理

数的示性函数）。

证明: 如若不然，我们假设存在 {fn}n⩾1 ∈ C([0, 1])，使得对任意的 x ∈ [0, 1]，我们都有

lim
n→∞

fn(x) =

1, x ∈ Q;

0, x /∈ Q

对于每个 k ⩾ 1，我们令

Fk =
∩
n⩾k

f−1
n

(
[−1

2
,
1

2
]
)
.

由于 fn 连续，所以

f−1
n

(
[−1

2
,
1

2
]
)
=
{
x ∈ [0, 1]

∣∣− 1

2
⩽ fn(x) ⩽

1

2

}
是闭集，从⽽ Fk 是闭集。根据定义，我们知道对任意的 x ∈ Fk，

lim
n→∞

fn(x) = 0.

从⽽，对于任意的 x ∈ Fk，x 是⽆理数。特别地，Q ∩ Fk = ∅，所以 F̊k = ∅。
类似地，对于每个 k ⩾ 1，我们令

Gk =
∩
n⩾k

f−1
n

(
[
1

2
,
3

2
]
)
.

这也是闭集。根据定义，我们知道对任意的 x ∈ Gk，

lim
n→∞

fn(x) = 1.

从⽽，对于任意的 x ∈ Gk，x 是有理数，所以 G̊k = ∅。
然⽽，根据 fn 逐点收敛到 1Q，我们知道

[0, 1] =
∪
k⩾1

(Fk ∪Gk) = F1 ∪G1 ∪ F2 ∪G2 ∪ · · · .

上式左边的集合的内部⾮空，这和 Baire 定理⽭盾。
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练习. 试构造函数 {fm,n}m,n⩾1，使得对任意的 x ∈ [0, 1]，我们有

lim
m→∞

(
lim
n→∞

fm,n(x)
)
= 1Q(x).

Baire 定理在线性代数上有如下的应⽤：

命题 164. 假设 (V, ∥ · ∥) 是完备的赋范线性空间（不妨假设是实数域上的线性空间），如果 dimV =

∞，那么 V 的任意⼀组（代数）基 {ei}i∈I 都是不可数集。

我们回忆⼀下，如果 {ei}i∈I 是 V 的⼀组（代数）基，那么对任意的 v ∈ V，存在有限个指标

i1, i2, · · · , im ∈ I 以及有限个实数 λi1 , λi2 , · · · , λim，使得

v = λi1ei1 + λi2ei2 + · · ·+ λimeim .

为了证明这个命题，我们不加证明地接受如下的事实：

有限维的赋范线性空间是完备的。

上⾯的陈述是泛函分析中的标准事实，证明实际上很简单，我们在下个学期学起多元微积分的时候

（应该）会证明。

证明: 如若不然，存在 {ei}i=1,2,··· 是 V 的⼀组可数的基，那么对任意的 k ⩾ 1，定义 V 的⼦空间

Vk = span{e1, e2, · · · , ek}.

我们在 Vk 上⽤ ∥ · ∥ 所诱导的度量，从⽽ (Vk, ∥ · ∥) 是完备的。特别地，我们知道 Vk ⊂ V 是闭集，

这是因为 Vk 中的收敛的序列都在 Vk 中收敛（连续性）。我们现在说明对任意的 k，Vk 的内部为空

集，实际上，假设 v ∈ V，那么任意选取 ε > 0，我们有 v+ εek+1 /∈ Vk，这表明 v 不是 Vk 的内点。

根据基的定义，我们⾃然有

V =
∪
k⩾1

Vk.

然⽽ V 的内部⾮空，这和 Baire 的定理⽭盾。

注记. 考虑
(
C
(
[a, b]

)
, ∥ · ∥∞

)
的⼦空间 D，它是由在⾄少⼀点处可微的函数构成的，即

D =
{
f ∈ C

(
[a, b]

)∣∣存在 x ∈ [a, b]，f 在 x 处可微
}
.

那么，利用稍微精细⼀点的分析，我们可以证明 D̊ = ∅。这说明我们有很多的处处连续处处不可微

分的函数。请有兴趣的同学自⼰参考⽹络或者有关的⽂献。
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原函数的初等表示

我们现在来说明不能找到⼀个初等函数 f，使得 f ′ = ex
2
。为此，我们先引⼊⼀些记号，当然，

如果同学们学习了代数学中的域理论，这⾥的很多定义就会很⾃然。任意给定函数 f1, · · · , fn，我

们令

C(f1, · · · , fn) =


∑

0⩽i1,i2,··· ,in⩽k
ai1,i2,··· ,ik(f1)

i1(f2)
i2 · · · (fk)ik∑

0⩽j1,j2,··· ,jn⩽ℓ
bj1,j2,··· ,jℓ(f1)

j1(f2)
j2 · · · (fℓ)jℓ

∣∣∣k, ℓ ∈ Z⩾0, ai1,i2,··· ,ik , bj1,j2,··· ,jℓ ∈ C

 .

（其中，C(X) 是有理函数的集合，即两个多项式的商）换句话说，这是由 f1, · · · , fn 经过有限次四

则运算所得到的所有可能的函数的集合（可以⽤上⾯的形式对四则运算的次数进⾏归纳即可）。特

别地，根据定义，我们知道 C(f1, · · · , fn) 在四则运算下是封闭的。

很明显，我们有如下的包含关系：

C ⊂ C(x) ⊂ C(x, f1) ⊂ · · · ⊂ C(x, f1, · · · , fk) ⊂ C(x, f1, · · · , fk, fk+1) ⊂ · · · ⊂ C(x, f1, · · · , fn).

假设对于任意的 k，上⾯的从 C(x, f1, · · · , fk) 到 C(x, f1, · · · , fk, fk+1) 所新添进去的元素 fk 满⾜

如下的关系之⼀：

1) fk+1 = ef，其中 f ∈ C(x, f1, · · · , fk)；

2) fk+1 = log(f)，其中 f ∈ C(x, f1, · · · , fk)；

3) 存在 C(x, f1, · · · , fk) 上的多项式 P (X) 使得 P (f) = 0，即存在 m ⩾ 1，α0, · · · , αm ∈
C(x, f1, · · · , fk)，使得

αm(fk+1)
m + αm−1(fk+1)

m−1 + · · ·+ α1fk+1 + α0 = 0.

我们就称 C(f1, · · · , fn) 中的元素是初等函数，称 C(x, f1, · · · , fn) 是⼀个初等函数域。很明显，从

函数 1 和 x 出发，由指数函数，对数函数，取多项式函数的根以及四则运算进⾏有限次复合所得

到的函数都是初等函数。⽐如说，ex
2
和
(
logx

)−1 这两个函数很明显是初等函数，我们想知道是

否它们的原函数是否可以⽤初等函数表达。

命题 165. 假设 K = C(x, f1, · · · , fn) 是初等函数域，那么求导数运算
d

dx
将 K 中的元素映射成

K 中的元素，即
d

dx
: K → K.

（代数上，我们把这样的域称作是⼀个微分域）

证明: 对 n 进⾏归纳即可，当 n = 0 时命题明显成⽴。假设对 n ⩾ 0 命题成⽴，现在只要说明

(fn+1)
′ ∈ K = C(x, f1, · · · , fn) 即可。我们考虑 fn+1 的构造，分情况讨论：
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1) 若 fn+1 = ef，其中 f ∈ C(x, f1, · · · , fn)，那么 (fn+1)
′ = f ′ef = f ′fn+1。然⽽，根据归纳法，

f ′ ∈ C(x, f1, · · · , fn) ⊂ K，所以利⽤四则运算的封闭性，我们有 f ′fn+1 ∈ K；

2) fn+1 = log(f)，其中 f ∈ C(x, f1, · · · , fn)，证明完全类似于上⾯的情形。

3) 存在 m ⩾ 1，α0, · · · , αm ∈ C(x, f1, · · · , fk)，使得

αm(fk+1)
m + αm−1(fk+1)

m−1 + · · ·+ α1fk+1 + α0 = 0.

我们可以要求 m 时最⼩的使得上⾯式⼦成⽴的正整数。对上式求导数，我们得到

根据归纳假设，αi ∈ K，所以这是 K 中的元素︷ ︸︸ ︷
(αm)

′(fk+1)
m + (αm−1)

′(fk+1)
m−1 + · · ·+ (α1)

′fk+1 + (α0)
′

= −
(
mαm(fk+1)

m−1 + (m− 1)αm−1(fk+1)
m−2 + · · ·+ α1

)︸ ︷︷ ︸
这是 K 中的元素，记作 F

(
fk+1

)′
.

根据 m 的选取，我们知道 F 不是零。所以，通过除法我们就证明了 (fn+1)
′ ∈ K。

⼀般的 f ∈ K 的导数通过 Leibniz 法则⽴即可以得到。

我们现在承认如下 Liouville 定理（这是纯代数的结果，请参见初等的介绍：M. Rosenlicht,
Integration in finite terms, American Math. Monthly 79 (1972), 963–972）:

定理 166 (Liouville). 假设 K 是⼀个初等函数域，f ∈ K，那么存在初等函数 F 使得 F ′ = f 当

且仅当存在常数 c1, · · · , cm ∈ C，存在函数 R0, R1, · · · , Rm ∈ K，使得

f = R′
0 +

m∑
k=1

ck
R′
k

Rk
.

这个条件⾃然是充分的，因为

f =
(
R0 +

m∑
k=1

ck log(Rk)
)′
.

必要性的证明请参见上述 Rosenlicht 的短⽂。Louville 定理有如下的有⽤推论：

推论 167. 假设 f, g ∈ C(X) 是有理函数，那么函数 f(x)eg(x) 具有初等的原函数当且仅当存在有

理函数 R ∈ C(X) 使得

R′ + g′R = f.

证明: 充分性是明显的，因为如果 R′ + g′R = f ′，那么(
R · ef

)′
= (R′ + g′R)eg = feg.

现在假设 f(x)eg(x) 具有初等的原函数，我们在 K = C(x, ef ) 中⼯作，根据 Liouvile 的定理，我们

有

f(x)eg(x) = R′
0(x, e

g(x)) +
m∑
k=1

ck
R′
k(x, e

g(x))

Rk(x, eg(x))
,
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其中 Rk(X,Y ) =
Pk(X,Y )

Qk(X,Y )
，这⾥ Pk 和 Qk 是 C-系数的⼆元多项式。给定⼀个⼆元的多项式

P (X,Y )，我们通过将它写成

P (X,Y ) = pn(X)Y n + · · ·+ p1(X)Y + p0(X)

可以将它看作是系数在 C(X) 中的多项式，这是⼀个域（和实数⼀样满⾜四则运算法则），所以可

以将 P (X,Y ) 写成 C(X)[Y ] 中的不可约分多项式的分解。据此，对 k ⩾ 1，我们可以将 Rk(X,Y )

写成

Rk(X,Y ) = rk(X)

∏
pk,i(X,Y )∏
qk,j(X,Y )

,

其中 pk,i(X,Y ) 和 qk,j(X,Y ) 都是⾸⼀的 C(X)[Y ] 中的不可约多项式，即形如

Y m + an−1(X)Y m−1 + · · ·+ a0(x),

其中 rk(X) 和 ai(X) 均为 C[X] 中的元素。所以，

R′
k(x, e

g(x))

Rk(x, eg(x))
=
(
log(Rk(x, eg(x)))

)′
= rk(x) +

∑ p′k,i(x, e
g(x))

pk,i(x, eg(x))
−
∑ q′k,j(x, e

g(x))

qk,j(x, eg(x))
.

据此，我们不妨假设所有的Rk(X,Y )都是⾸⼀的 C(X)[Y ]中的不可约多项式，R(X,Y ) =
P (X,Y )

Q(X,Y )
，

其中 P (X,Y ) 和 Q(X,Y ) 也是⾸⼀的不可约多项式（可以对 f 乘⼀个系数来做到这⼀点）。按照

要求，我们有

f(X)Y −D(R0(X,Y )) +

m∑
k=1

ck
D(Rk(X,Y ))

Rk(X,Y )

∣∣∣
X=x,Y=eg

= 0.

其中

D(Rk(X,Y )) = D(
∑

r(X)Y ℓ) =
∑(

r(X)′ + kr(X)g′(X)
)
Y ℓ.

我们现在说明，这个等式意味着

f(X)Y −D(R0(X,Y )) +
m∑
k=1

ck
D(Rk(X,Y ))

Rk(X,Y )
= 0.

实际上，我们只需要说明

P (x, eg(x)) = 0 ⇒ P (X,Y ) = 0,

其中 P (X,Y ) ∈ C(X)[Y ] 是⾸⼀多项式，g(x) 不是常数。为此，假设

P (X,Y ) = Y n + · · ·+ r1(X)Y + r0(X).

我们对 n 进⾏归纳。n = 0 是显然的。对⼀般的 n，我们将上⾯的式⼦写成

eng(x) + rn−1(x)e
(n−1)g(x) + · · ·+ r1(x)e

g(x) + r0(x) = 0.
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求导数，我们就有

ng′(x)eng(x) +

n−1∑
k=0

(
r′k(x) + krk(x)g

′(x)
)
ekg(x) = 0.

所以，
n−1∑
k=0

(
r′k(x) + krk(x)g

′(x)− ng′(x)rk(x)
)
ekg(x) = 0.

由归纳假设，我们有
n−1∑
k=0

(
r′k(X) + (k − n)rk(X)g′(X)

)
Y k = 0.

对于 k = 0 的系数我们有

g′(X) =
r′k(X)

nrk(X)
=

m∑
i=1

1

X − ai
.

对于任意的⼀个有理函数 g(X)，我们总可以将它写成

g(X) =

M∑
k=1

(X − ak)
bk

的形式，其中 bk ∈ Z，它的导数不可能是上述的形式，⽭盾。

我们现在来分析

f(X)Y − D(P (X,Y ))Q(X,Y )− P (X,Y )D(P (X,Y ))

Q(X,Y )2
+

m∑
k=1

ck
D(Rk(X,Y ))

Rk(X,Y )
= 0 · · · · · · (⋆)

中多项式的整除关系。先研究 Rk，其中 k ⩾ 1。按照定义，我们有

D(Rk(X,Y )) = D(Y N +
∑
ℓ<N

r(X)Y ℓ)

= Ng′(X)Y N +
∑
ℓ<N

(
r(X)′ + kr(X)g′(X)

)
Y ℓ.

它的 Y -次数和 Rk(X,Y ) 的⼀致。所以，如果要分母上的 D(Rk(X,Y )) 与分⼦上的不可约多项式

Rk(X,Y ) 能约分的话，只能有

D(Rn(X,Y )) = Ng′(X)Rk(X,Y ).

于上⾯完全⼀致，我们再次⽐较最低项的次数就得到⽭盾。所以，每个
D(Rk(X,Y ))

Rk(X,Y )
都是不可约

分的，为了消去 Rk(X,Y ) 的分母，我们只能寄希望于有这样的分母来⾃于
D(P )Q− PD(Q)

Q2
这⼀

项，然⽽，如果假设 Q(X,Y ) = Rk(X,Y )sQ̃(X,Y )，其中 s ∈ Z⩾1，Q̃(X,Y )（以及 P (X,Y )）和
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Rk(X,Y ) 互素，那么

D(P )Q− PD(Q)

Q2
=
D(P )

RskQ̃
− P

R2s
k Q̃

2

(
sRs−1

k D(Rk)Q̃+RskD(Q̃)
)

=
D(P )

RskQ̃
− PD(Q̃)

RskQ̃
2︸ ︷︷ ︸

分母上贡献了 Rt
k 的项，其中 t ⩽ s

−sPQ̃D(Rk)

Rs+1
k

此时，最后⼀项在分母上贡献了 Rk 的因⼦是 s + 1 ⩾ 2 是最⾼的，这是不能消去的。所以为了使

得 (⋆) 成⽴，我们只能有

f(X)Y − D(P (X,Y ))Q(X,Y )− P (X,Y )D(Q(X,Y ))

Q(X,Y )2
= 0 · · · · · · (⋆)

同理，Q(X,Y ) 也不能有不可约因⼦，所以 Q(X,Y ) ∈ C(X)，它可以被吸收到 P (X,Y ) 中，从⽽

假设 Q(X,Y = 1)，据此，我们有

f(X)Y = D(P (X,Y )) =
∑
ℓ⩽N

(
r(X)′ + ℓr(X)g′(X)

)
Y ℓ.

⽐较 1 次项系数，我们得到

f(X) = r(X)′ + r(X)g′(X).

这就证明了结论。

作为应⽤，我们有

1)
ˆ
ex

2
不是初等函数。

如若不然，此时 f = 1，g = x2，所以存在有理函数 R(x) =
P (x)

Q(x)
，其中 P (x) 与 Q(x) 互素

并且 Q(x) 是⾸⼀的，使得

1 = R(x)′ + 2xR(x) ⇔ P ′Q+ 2xPQ−Q2 = PQ′.

这表明 Q 整除 PQ′，然⽽，P 与 Q 互素，所以 Q 整除 Q′，这当然是不可能的，除⾮ Q(x) ≡ 1，

此时，R(X) 是多项式，1 = R(x)′ + 2xR(x) ⾃然不对（看次数）。

2)
ˆ

1

log(x) 不是初等函数。

通过变量替换 x = ey，这等价于证明
ˆ
ex

x
不是初等函数。

如若不然，此时 f = x−1，g = x，所以存在有理函数 R(x) =
P (x)

Q(x)
，其中 P (x) 与 Q(x) 互

素并且 Q(x) 是⾸⼀的，使得

x−1 = R(x)′ +R(x) ⇔ xP ′Q+ xPQ−Q2 = xPQ′.
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很明显，R 不是多项式，即 degQ ⩾ 1。上⾯的式⼦表明 Q 整除 xPQ′，然⽽，Q 与 PQ′ 互

素，所以 Q 整除 x，从⽽ Q(x) = x。代⼊上⾯的等式，我们得到

x2P ′Q+ x2P −Q2 = xP.

这表明 x 整除 Q2，这和 P (x) 与 Q(x) 互素相⽭盾。

练习. 证明，
ˆ sinx

x
不是初等函数。
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29 一元微积分拾遗：振荡与衰减，Riemann-Lebesgue 引理，van der
Corput 型估计

⼆零⼀九年⼗⼆⽉⼆⼗六⽇，星期四，晴

修正：上次课中关于 Liouville 对于⽤初等函数表⽰原函数的定义中，我们应该要求所考虑的

函数是所谓的亚纯函数，这是⼀个复变函数中的概念。否则的话，有同学举出了反例⼦：1Q 满⾜

有理函数域上的代数⽅程 f2 + f = 0，但是它没有初等原函数。但是从第⼀次接触和了解的⾓度来

看，我们就不再做进⼀步解释。

振荡与衰减

这是我们课程的最后⼀个部分，我们谈论三个相关的话题：1）Riemann-Lebesgue 引理 2）van
der Corput 型估计 3）某些⾮绝对收敛的反常积分的收敛判断（请参考第⼗⼆次习题关于 Abel 和
Dirichlet 判别法，我们不再赘述）。这三个话题统⼀的地⽅是所考虑的函数“振荡”得很快，从⼯具

⽅⾯⽽⾔，我们要通过分部积分来利⽤函数振荡得很快所以正负部分可能相消这个事实。

Riemann-Lebesgue 引理

我们先从 Riemann-Lebesgue 引理⼊⼿。这⼤概是分析中最重要的⼏个定理之⼀，⽆论是定理

的含义与证明都值得好好理解：

定理 168 (Riemann-Lebesgue 引理). [a, b] ⊂ R 是有界闭区间，f ∈ C([a, b])，对任意的 n ⩾ 1，令

An =

ˆ b

a
f(x) sin(nx)dx.

那么，

lim
n→∞

An = 0.

与积分的第⼆中值定理类似，可以先证明⼀个⽐较弱的版本：我们假设 f 是连续可微的，不妨

假设 f ∈ Ck([a, b]) 其中 k ⩾ 1。

在开始证明之前，先谈论⼀下所谓的“直观”，当 n 很⼤的时候，我们注意到函数 sin(nx) 在 [a, b]

上振荡的很厉害。直观上，我们可以假设在局部上 f(x) 这个函数基本上是常数，所以 sin(nx) 有

正有负地振荡，我们期望正负可以相消，从⽽对积分的贡献很⼩。但是如何从分析上来说明“正负

相消”这个事情呢？我们考虑 sin(nx) 在任意⼀个区间 [c, d] 上的积分
ˆ d

c
sin(nx)dx.

如果⽤三⾓不等式来估计这个积分，我们就有∣∣ˆ d

c
sin(nx)dx

∣∣ ⩽ ˆ d

c
| sin(nx)|dx ⩽

ˆ d

c
1dx = (d− c).
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当区间长度变⼤的时候，右边的界也随之变⼤。然⽽，我们可以⽤“相消性”，实际上就是直接计算

这个积分： ˆ d

c
sin(nx)dx = − 1

n

ˆ d

c

(
cos(nx)

)′
dx = − 1

n
cos(nx)

∣∣x=d
x=c

= O(
1

n
).

这个估计很明显⽐之前的好很多，在这⾥，我们通过计算它的原函数或者说通过 Newton-Leibniz
公式／分部积分，⽤到了 sin 振荡的性质。从某种意义上说，⼀个振荡函数的原函数的⼤⼩（≈ 积

分）包含了函数振荡的信息。

根据上⾯的讨论，我们先假设假设 f ∈ Ck([a, b]) 其中 k ⩾ 1 来证明 Riemann-Lebesgue 引理：

An =

ˆ b

a
f(x) sin(nx)dx = − 1

n

ˆ b

a
f(x)

(
cos(nx)

)′︸ ︷︷ ︸
振荡的函数的原函数应该增长不快

dx

=
1

n

ˆ b

a
f ′(x) cos(nx)dx︸ ︷︷ ︸

⩽
´ b
a |f ′|

+
1

n
f(a) cos(na)− 1

n
f(b) cos(nb).

从⽽，我们有

|An| ⩽
1

n

(ˆ b

a
|f ′|+ 2

)
.

这说明 An → 0。特别地，我们对 An 衰减的速度还有估计（O(
1

n
)）。

我们注意到上⾯的证明中我们只⽤到了 f 的⼀阶导数。我们进⼀步假设 f 在 [a, b] 端点处都消

失，即有⼀个 δ > 0，使得 f
∣∣
[a,a+δ]

≡ 0 并且 f
∣∣
[b−δ,b] ≡ 0，此时，我们注意到分部积分的时候，边

界项都是零，所以

An =
1

n

ˆ b

a
f ′(x) cos(nx)dx.

现在 An 的形式和之前是类似的，只是 f 变为 f ′，sin 变为 cos，所以重复上⾯的过程，我们可以

进⾏ k 次分部积分，得到

An = ± 1

n2

ˆ b

a
f ′′(x) sin(nx)dx

= ± 1

n3

ˆ b

a
f ′′′(x) cos(nx)dx

= · · · = ± 1

nk

ˆ b

a
f (k)(x) sin(nx)︸ ︷︷ ︸

或 cos(nx)

dx.

我们注意到，每次分部积分我们都多获得了⼀个 n−1 的衰减。最终，如果 f ∈ Ck([a, b]) 并且 f 在

a 和 b 附近消失，我们证明了 |An| = O(
1

nk
)。

注记. 在上面证明过程中，f 每（通过分部积分）损失⼀个导数，就获得了
1

n
的衰减。这种通过牺

牲导数来换取衰减的机制是下学期课程 Fourier 分析的部分中（包括之后在调和分析或者偏微分⽅

程的课程中）最重要的机制之⼀。
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我们回到 Riemann-Lebesgue 定理的证明：

证明: 我们⽤光滑（C1）函数来逼近连续函数，这个想法值得好好学习。

假设 f ∈ C([a, b])，我们要证明对于任意的 ε > 0，存在 N，使得当 n ⩾ N 时，我们有 |An| < ε。

实际上，根据 Weiestrasss-Stone 定理，存在多项式 P (x)，使得

sup
x∈[a,b]

|P (x)− f(x)| < 1

2

ε

b− a
.

由于 P (x) ∈ C1([a, b])，根据上⾯的讨论，我们有

|
ˆ b

a
P (x) sin(nx)dx| ⩽ 1

n

(ˆ b

a
|P ′|+ 2

)
.

任意选取 N，使得 N >
2
(´ b

a |P
′|+ 2

)
ε

，从⽽当 n ⩾ N 时，我们有

|
ˆ b

a
P (x) sin(nx)dx| ⩽ ε

2
.

特别地，我们有

∣∣ˆ b

a
f(x) sin(nx)dx

∣∣ ⩽ ∣∣ ˆ b

a
P (x) sin(nx)

∣∣+ ˆ b

a

∣∣f(x)− P (x)
∣∣| sin(nx)|dx

<
ε

2
+

1

2

ε

b− a

ˆ b

a
= ε.

这就证明了命题。

我们可以将 Riemann-Lebesgue 引理加强⼀些：

定理 169 (Riemann-Lebesgue 引理). [a, b] ⊂ R 是有界闭区间，f ∈ R([a, b])，对任意的 n ⩾ 1，令

An =

ˆ b

a
f(x) sin(nx)dx.

那么，

lim
n→∞

An = 0.

证明的想法与之前的如出⼀辙，唯⼀的不同在于我们⽤阶梯函数／简单函数来逼近 f。先假设

f ∈ E([a, b])，根据线性，我们只要对 f = 1[c,d] 来证明即可，⽽我们在课程的⼀开始就已经证明了

ˆ b

a
1[c,d]f =

ˆ d

c
sin(nx)dx = O(

1

n
).

对于⼀般的函数，按照 Riemann 积分的定义（请注意我们采取简单函数逼近的定义，下个学期我

们抽象积分的定义也采取这种⽅式，从⽽在 Lebesgue 积分的范畴⾥ Riemann-Lebesgue 引理的证
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明也是⼀样的）存在阶梯函数 φ 使得
ˆ b

a
|φ− f | < ε。所以，我们有

∣∣ ˆ b

a
f(x) sin(nx)dx

∣∣ ⩽ ∣∣ˆ b

a
φ(x) sin(nx)

∣∣+ ˆ b

a

∣∣f(x)− φ(x)
∣∣| sin(nx)|dx

⩽
∣∣ˆ b

a
φ(x) sin(nx)

∣∣︸ ︷︷ ︸
阶梯函数的极限 = 0

+

ˆ b

a

∣∣f(x)− φ(x)
∣∣dx︸ ︷︷ ︸

<ε

.

这就证明了命题。

van der Corput 估计

给定两个函数 ϕ(x) 和 a(x)，其中 ϕ(x) 被称作是相函数，a(x) 被称作是振幅函数，它们满⾜

1) ϕ(x) 和 a(x) 都是光滑函数；

2) a(x) 具有紧⽀集，即存在有界闭区间 I = [−M,M ]，使得 a(x) 在 I 之外都是 0。

我们要研究如下振荡积分 I(λ) 的衰减：

I(λ) =

ˆ
R
eiλϕ(x)a(x)dx.

根据 a 具有紧⽀集的条件，上⾯的积分实际上是在闭区间 I 上计算的。仿照前⾯关于 Riemann-
Lebesgue 引理的讨论，我们有

命题 170. （非驻相法 (nonstationary phase)）假设对任意的 x ∈ I，|ϕ′(x)| ⩾ 1。那么，对任意的

N ∈ Z>0，存在常数 N，使得

I(λ)| ⩽ CN
λN

.

证明: 由于 |ϕ′(x)| ̸= 0，所以我们可以考虑算⼦ L
(
F (x)

)
=

1

iλϕ′(x)

d

dx
F (x)。直接计算，我们就得

到

L
(
eiλϕ(x)

)
= eiλϕ(x) ⇒ LN

(
eiλϕ(x)

)
= eiλϕ(x).

所以，我们有

I(λ) =

ˆ
R

a(x)

iλϕ′(x)

(
eiλϕ(x)

)′
dx

分部积分
= − 1

iλ

ˆ
R

(
a(x)

ϕ′(x)

)′
eiλϕ(x)dx

= − 1

iλ

ˆ
R

a′(x)ϕ′(x)− a(x)ϕ′′(x)

(ϕ′(x))2︸ ︷︷ ︸
=a1(x)

eiλϕ(x)dx

其中，在分部积分的时候，边界项⼀定为零。由此可见，我们只要⽤ a1(x) 来代替以前的 a(x)，就

可以继续进⾏上⾯的分部积分的操作。从⽽，在进⾏了 N 次之后，我们就得到了 λ−N 的衰减的因

⼦。命题中要求的参数⾃然由 a 和 ϕ 以及它们的导数的⼤⼩决定。
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我们考虑⼀种特殊的振荡积分：

J(λ) =

ˆ b

a
eiλϕ(x)dx.

也就是说，我们⽤ 1[a,b] 作为振幅函数。此时，我们有

命题 171. 假设对任意的 x ∈ I，|ϕ′(x)| ⩾ 1。如果 ϕ′(x) 在 [a, b] 上是单调的，那么，∣∣J(λ)∣∣ ⩽ 3

λ
.

练习. 如果在上面的条件中我们要求 |ϕ′(x)| ⩾ δ，那么结论要相应地变成∣∣J(λ)∣∣ ⩽ 3

δλ
.

证明: 按照之前的讨论，我们有

J(λ) =

ˆ b

a

1

iλϕ′(x)

(
eiλϕ(x)

)′
dx

分部积分
= − 1

iλ

ˆ b

a

(
1

ϕ′(x)

)′
eiλϕ(x)dx︸ ︷︷ ︸

I

+
1

iλϕ′(x)
eiλϕ(x)

∣∣∣b
a︸ ︷︷ ︸

| · |⩽ 2
λ

现在只需要控制第⼀项，这⾥⽤到的核⼼事实是 ϕ′(x) 是单调的，从⽽
(

1

ϕ′(x)

)′
有确定的符号，所

以 ∣∣I∣∣ ⩽ 1

λ

ˆ b

a

∣∣∣ ( 1

ϕ′(x)

)′ ∣∣∣dx =
1

λ

∣∣∣ˆ b

a

(
1

ϕ′(x)

)′
dx
∣∣∣

=
1

λ

∣∣∣ 1

ϕ′(a)
− 1

ϕ′(b)

∣∣∣ ⩽ 1

λ
.

最后⼀个不等号是因为
1

ϕ′(a)
和

1

ϕ′(b)
的符号相同，这就证明了结论。

命题 172. 假设对任意的 x ∈ I = [a, b]，|ϕ′′(x)| ⩾ 1。那么，

∣∣J(λ)∣∣ ⩽ 2
√
3

(λ)
1
2

.

证明: 不妨假设 ϕ′′(x) ⩾ 1，那么，ϕ′(x) 是单调递增的函数。我们假设存在 c ∈ [a, b] 使得 ϕ′(c) = 0。

此时，我们将 [a, b] 分成三个区间

I = I1 ∪ I2 ∪ I3 = [a, c− δ] ∪ [c− δ, c+ δ] ∪ [c+ δ, b].

此时，根据 ϕ′′(x) ⩾ 1 以及 Newton-Leibniz 公式，我们知道在 I1 和 I3 上，我们有 |ϕ′(x)| ⩾ δ。根

据前⾯的命题，我们有 ∣∣∣ ˆ
I1

eiλϕ(x)dx
∣∣∣ ⩽ 3

δλ
,
∣∣∣ˆ

I3

eiλϕ(x)dx
∣∣∣ ⩽ 3

δλ
.
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在 I2 上，我们⽤平凡的估计： ∣∣∣ ˆ
I2

eiλϕ(x)dx
∣∣∣ ⩽ ˆ

I2

1dx = 2δ.

所以，

|J(λ)| ⩽
∣∣∣ ˆ

I1

eiλϕ(x)dx
∣∣∣+ ∣∣∣ˆ

I2

eiλϕ(x)dx
∣∣∣+ ∣∣∣ˆ

I3

eiλϕ(x)dx
∣∣∣

= 2δ +
6

δλ
.

当 δ =

√
3

λ
，上⾯的表达式取得最⼩值，这恰好是要证明的结论。

练习. 在上面的证明中，如果对任意的 c ∈ [a, b]，ϕ′(c) ̸= 0，试证明同样的结论成立。

命题 173 (van der Corput, k ⩾ 2). 假设对任意的 x ∈ I = [a, b]，|ϕ(k)(x)| ⩾ 1。那么，

∣∣J(λ)∣∣ ⩽ 2k

(λ)
1
k

.

注记. van der Corput 估计的⼀个关键点就是右边的界不依赖于所积分区间 I 的长度。

证明: 我们⽤归纳法。当 k = 2 时，命题已经证明。现在假设 k ⩾ 3 并且结论对 k − 1 成⽴，我们

仿照上⾯的证明，不妨假设 ϕ(k)(x) ⩾ 1，从⽽ ϕ(k−1)(x) 是单调递增的函数。假设存在 c ∈ [a, b] 使

得 ϕ′(c) = 0。此时，我们将 [a, b] 分成三个区间

I = I1 ∪ I2 ∪ I3 = [a, c− δ] ∪ [c− δ, c+ δ] ∪ [c+ δ, b].

所以在 I1 和 I3 上，我们有 |ϕ′(x)| ⩾ δ。根据前⾯的命题，我们有∣∣∣ ˆ
I1

eiλϕ(x)dx
∣∣∣ ⩽ 2k−1

(δλ)
1

k−1

,
∣∣∣ˆ

I3

eiλϕ(x)dx
∣∣∣ ⩽ 2k−1

(δλ)
1

k−1

.

在 I2 上，我们⽤平凡的估计： ∣∣∣ ˆ
I2

eiλϕ(x)dx
∣∣∣ ⩽ ˆ

I2

1dx = 2δ.

所以，

|J(λ)| ⩽
∣∣∣ ˆ

I1

eiλϕ(x)dx
∣∣∣+ ∣∣∣ˆ

I2

eiλϕ(x)dx
∣∣∣+ ∣∣∣ˆ

I3

eiλϕ(x)dx
∣∣∣

=
2k

(δλ)
1

k−1

+ 2δ.

当 δ = 2
(k−1)2

k λ−
1
k 时，上⾯的表达式取得最⼩值，这就完成了证明。

最终我们回到

I(λ) =

ˆ
R
eiλϕ(x)a(x)dx.
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命题 174. 假设 a(x) 在 [−M,M ] 之外恒为零并且对任意的 x ∈ [−M,M ]，|ϕ′′(x)| ⩾ 1。那么，∣∣I(λ)∣∣ ⩽ C√
λ
,

其中，C = 2
√
3

ˆ
R
|a′(x)|dx。

证明: 回忆⼀下，我们利⽤振荡函数的原函数可以研究它的相消性。据此，我们⾃然地定义

Jλ(x) =

ˆ x

a
eiλϕ(t)dt.

所以，

I(λ) =

ˆ
R
Jλ(x)

′a(x)dx

= −
ˆ
R
Jλ(x)a(x)

′dx+ Jλ(x)a(x)
∣∣x=M
x=−M .

我们可以对 Jλ(x) ⽤上⾯的估计，所以

I(λ) ⩽ 2
√
3

λ
1
2

ˆ
R
|a(x)′|dx.

这就完成了证明。
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29.1 建议阅读：第一学期课程没有覆盖的内容

由于时间的限制，部分重要的或者经典的内容并没有被覆盖，建议同学们在假期的时候可以考

虑⾃⼰查阅参考书进⾏学习（我们在下个学期也会尝试在作业或其它的场合补充）：

• Arzelà-Ascoli 引理

研究⼀列有界连续函数在何种条件下有收敛⼦序列。

• Γ-函数的构造和渐近⾏为。

• 区间上特殊的多项式函数以及应⽤：Hermite 多项式等。

• 函数的卷积。

• 某些特殊类型函数的初等原函数的求解，⽐如有理函数等（⼏乎所有经典的数学分析参考书

都有这样的章节）。

• 幂级数的收敛半径与幂函数定义的函数。

• Euler-MacLaurin 展开及应⽤。

29.2 第一学期期末考试：Gauss 的一个椭圆积分的计算，
ˆ ∞

0

1

1 + xα
dx 的计算，整系数

多项式的 Chudnovsky 逼近
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清华大学 数学分析一（2019 秋季学期） 期末考试

考试说明

请在清华⼤学考试专⽤纸上正反面⽤钢笔，签字笔或者圆珠笔书写，并注明⾃⼰的姓名和年级。除定理

公式所涉及的⼈名之外，请使⽤中文。

考试时间为 下午 2:30 ⾄ 下午 6:30。考试结束请交答题纸，草稿纸和试题请带⾛。⼤题之间是相互独⽴

的，考试中后⾯的问题可以使⽤前⾯问题的结论（⽆论答题⼈是否已经得到正确的证明或者答案）。

题目 A（微分与积分的基本概念考察，共 60 分）

A1)（5 分）试求出函数 f(x) = x3 − 12x+ 1 在区间 [0, 1] 上的最⼤值并说明理由。

A2)（5 分）证明，如果 f(x) = x3 + ax2 + bx+ c 是 R 上定义的 3 次多项式函数，那么，f(x) ⼀

定不是 R 上的凸函数。

A3)（5 分）在 x = 0 处写下函数 f(x) =
√
1 + x 的 Peano 余项的 3 阶 Taylor 展开，即余项要求

是 o(x3)。

A4)（5 分）定义区间 [−1, 1] 上函数

f(x) =

x sin
(
1
x

)
, x ∈ [−1, 0) ∪ (0, 1];

0, x = 0.

证明，f ∈ C([−1, 1]) 但是 f 不可微。

A5)（5 分）计算定积分 ˆ 1

0

x2 + 4

x2 + 3x+ 2
dx.

A6)（5 分）计算定积分 ˆ 1

0
x2exdx.

A7)（5 分）计算定积分 ˆ π

0
sin3(x) + sin(2x)dx.

A8)（5 分）计算定积分： ˆ π

−π
sin(x3 + 2x)dx.

A9)（5 分）计算下⾯的极限：

lim
n→∞

n∑
k=1

k2019

n2020
.
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A10)（5 分）判断下⾯的反常积分是否收敛并说明理由（对数函数是以 e 为底的）：

ˆ 1

0

logx
x

1
2

dx.

A11)（5 分）利⽤⾯积⽅法证明：对任意的⾃然数 n ⩾ 1，我们有

1

1
+

1

2
+

1

3
+ · · ·+ 1

n
⩾ log(n).

A12)（5 分）证明，如下的反常积分收敛：
ˆ ∞

2

sinx
logxdx.

题目 B（Gauss 的一个椭圆积分的计算，共 21 分）

B1)（2 分）假设 a > 0，b > 0。证明，如下定义的反常积分是收敛的：

I(a, b) =

ˆ ∞

0

1√
x2 + a2

√
x2 + b2

dx.

B2)（2 分）证明，I(a, b) 可以⽤下⾯的定积分来表达：

ˆ π
2

0

1√
a2 cos2 θ + b2 sin2 θ

dθ.

（提⽰：利⽤变量换元 x = b tan θ）

B3)（2 分）证明，I(a, b) 所定义的映射

I : (0,+∞)× (0,+∞) → R, (a, b) 7→ I(a, b)

是连续函数。

B4)（2 分）证明，对任意的 λ > 0，我们有

I(a, b) =

ˆ ∞

0

λ

ab

1√
x2 +

(
λ
a

)2√
x2 +

(
λ
b

)2dx.
（提⽰：利⽤变量换元 y =

λ

x
）

B5)（2 分）证明，I(a, b) 可以被表达为

I(a, b) = 2

ˆ ∞

√
ab

1√
x2 + a2

√
x2 + b2

dx.

（提⽰：变量替换 y =
ab

x
将 (0,

√
ab) 变为 (

√
ab,∞)）

309



B6)（2 分）证明，映射

φ : (
√
ab,+∞) → (0,+∞), x 7→ φ(x) =

1

2

(
x− ab

x

)
是连续可微的双射。

B7)（3 分）利⽤变量替换 y =
1

2

(
x− ab

x

)
证明，

I(a, b) =

ˆ ∞

0

1√
y2 +

(
a+b
2

)2√
y2 +

(√
ab
)2dy.

从⽽，Gauss 关于上述椭圆积分的平均值公式成⽴：

I(a, b) = I(
a+ b

2
,
√
ab).

B8)（2 分）我们归纳地定义数列：a1 = a，b1 = b；对于 n ⩾ 1，我们定义 an+1 =
an + bn

2
，

bn+1 =
√
anbn。证明， lim

n→∞
an 和 lim

n→∞
bn 存在。

B9)（2 分）证明， lim
n→∞

an = lim
n→∞

bn。我们⽤ M(a, b) 表⽰这个值并称之为 a 和 b 的算数几何均

衡值（arithmetic-geometric mean）。

B10)（2 分）证明，对于 a > 0 和 b > 0，它们的算数⼏何均衡值 M(a, b) 与椭圆积分 I(a, b) 可以

相互表达：

2M(a, b)I(a, b) = π.

题目 C（
ˆ ∞

0

1

1 + xα
dx 的计算，其中 α > 1，共 24 分）

假设 α > 1，β ∈ (0, 1)，αβ = 1。

C1)（2 分）证明，如下的反常积分

I(α) =

ˆ ∞

0

1

1 + xα
dx

是收敛的。

C2)（2 分）证明，如下的两个反常积分

J1(β) =

ˆ 1

0

xβ−1

1 + x
dx, J2(β) =

ˆ 1

0

x−β

1 + x
dx

是收敛的。

C3)（2 分）证明， ˆ 1

0

1

1 + xα
dx = βJ1(β).

（提⽰：对任意的 ε > 0，先证明
ˆ 1

ε

1

1 + xα
dx = β

ˆ 1

εα

xβ−1

1 + x
dx）
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C4)（2 分）证明， ˆ ∞

1

1

1 + xα
dx = βJ2(β).

C5)（2 分）对于整数 n ⩾ 1，定义

hn(x) =
n∑
k=0

(−1)kxk.

证明，对任意的 x ∈ [0, 1]，我们都有∣∣∣hn(x)− 1

1 + x

∣∣∣ ⩽ xn.

（提⽰：可以考虑函数
1

1 + x
在 0 处的 Taylor 展开）

C6)（2 分）令

J1,n(β) =

ˆ 1

0
xβ−1hn(x)dx, J2,n(β) =

ˆ 1

0
x−βhn(x)dx

证明，

lim
n→∞

J1,n(β) = J1(β), lim
n→∞

J2,n(β) = J2(β).

C7)（2 分）我们如下定义 [0, π] 区间上的函数 g：

g(x) =


cos( x

α)−1

sin(x
2 )

, x ∈ (0, π]

0, x = 0.

证明，g ∈ C1([0, π])。

C8)（3 分）对任意的整数 n ⩾ 1，定义积分

an =

ˆ π

0
g(x) sin

(
(2n+ 1)

x

2

)
dx.

证明，存在常数 C，使得对任意的 n，我们都有

|an| ⩽
C

2n+ 1
.

C9)（2 分）对任意的整数 n ⩾ 1，令

φn(x) = cos(x) + cos(2x) + cos(3x) + · · ·+ cos(nx).

定义积分

An =

ˆ π

0
φn(x) cos

(x
α

)
dx.

证明，

An =
α

2
sin
(π
α

) n∑
k=1

(−1)k
(

1

1 + αk
+

1

1− αk

)
.
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C10)（3 分）证明

φn(x) = −1

2
+

1

2

sin
(
(2n+ 1)x2

)
sin
(
x
2

) .

据此，通过计算 An =

ˆ π

0
φn(x) cos

(x
α

)
dx 来证明， lim

n→∞
An = −α

2
sin
(π
α

)
+
π

2
。

C11)（2 分）证明，I(α) =
π

α sin
(
π
α

)。
附加题

附加题 1：题目 D（Stone-Weiestrass 定理，共 10 分）

经典的 Stone-Weiestrass 定理讲的是任意给定 f ∈ C([0, 1])，总能找到⼀个实系数多项式的序

列 {Pn}n⩾1 ⊂ R[X]，使得 Pn ⼀致收敛到 f。下⾯的问题是对这个定理的进⼀步讨论。

此问题中，{D1), D2), D3)}，{D4)} 和 {D5), D6), D7)} 是三个相互独⽴的部分。

D1)（2 分）假设 f ∈ C1([0, 1]) 并且 f 是单调递增的，那么存在实系数多项式的序列 {Pn}n⩾1 ⊂
R[X]，使得

– 对任意的 n，Pn 在 [0, 1] 上单调递增。

– Pn ⼀致收敛到 f。

D2)（1 分）假设 f ∈ C([0, 1]) 并且 f 是单调递增的。我们将 f(x) 延拓到 [0, 2] 上使得对任意的

x ∈ (1, 2]，f(x) = f(1)。定义函数 fn : [0, 1] → R，使得

fn(x) = n

ˆ x+ 1
n

x
f(y)dy.

证明，函数序列 {fn}n⩾1 满⾜

– 对任意的 n，fn ∈ C1([0, 1])；

– 对任意的 n，fn 在 [0, 1] 上单调递增；

– fn ⼀致收敛到 f。

D3)（1 分）假设 f ∈ C([0, 1]) 并且 f 是单调递增的，那么存在实系数多项式的序列 {Pn}n⩾1 ⊂
R[X]，使得

– 对任意的 n，Pn 在 [0, 1] 上单调递增。

– Pn ⼀致收敛到 f。

D4)（2 分）（Walsh）假设 f ∈ C([0, 1])，x1, x2, · · · , xm 是 [0, 1] 区间上给定的 m 个点，那么存在

实系数多项式的序列 {Pn}n⩾1 ⊂ R[X]，使得
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– 对任意的 n ⩾ 1 和任意的 1 ⩽ i ⩽ m，Pn(xi) = f(xi)；

– Pn ⼀致收敛到 f。

D5)（1 分）假设 I = [a, b] ⊂ (0, 1)，多项式 p(x) = 2x(1− x)，令 Qn = p ◦ p ◦ · · · ◦ p 为 p 与⾃⾝

的 n-次复合，即

Qn(x) = p
(
p
(
· · ·
(
p︸ ︷︷ ︸

n 个 p

(x)
)
· · ·
)
,

证明，{Qn}n⩾1 在 I 上⼀致收敛到常数值函数
1

2
。

D6)（1 分）假设 I = [a, b] ⊂ (0, 1)，对任意的整数 k ∈ Z，证明，存在整系数多项式的序列

{Pn}n⩾1 ⊂ Z[X]，使得 {Pn}n⩾1 在 I 上⼀致收敛到常数值函数 2k。

D7)（2 分）（Chudnovsky）假设 f ∈ C(I)，其中 I = [a, b] ⊂ (0, 1)。证明，存在整系数多项式的

序列 {Pn}n⩾1 ⊂ Z[X]，使得 {Pn}n⩾1 在 I 上⼀致收敛到 f。

注记. 关于用整系数多项式来逼近连续函数的结果，同学们可以去参考 Hervé Pépin 和 Nicolas
Tosel ⽂章：Approximation par des polynômes à coefficients dans Z，RMS, 114 ème année, 2003-
2004.

附加题 2：题目 E（一个函数方程的求解，5 分）

试找出所有的实值的 f ∈ C(R)，使得对任意的 x, y ∈ R，我们都有

f(x)f(y) =

ˆ x+y

x−y
f(t)dt.

附加题 3：题目 F（方程解的个数，5 分）

任意给定两两不相等的实数 α1, α2, · · · , α2020，任意给定不全为 0 的实数 a1, a2, · · · , a2020，考

虑在 (0,+∞) 上定义的函数

f(x) = a1x
α1 + a2x

α2 + · · ·+ a2020x
α2020 .

证明，f(x) 在 (0,+∞) 上⾄多有 2019 个根。

313



29.3 寒假作业

清华大学数学分析 1 — — 寒假作业 （冬练三九）

题目 A（Young 不等式）f : R⩾0 → R⩾0 是连续可微的函数。假设 f(0) = 0， lim
x→∞

f(x) = +∞ 并

且对任意的 x ⩾ 0，都有 f ′(x) > 0。我们⽤ g(x) 表⽰ f−1(x)，即 f 的反函数。

A1) 证明，对任意的 a ⩾ 0，我们有

af(a) =

ˆ a

0
f(x)dx+

ˆ f(a)

0
g(y)dy.

A2) 证明 Young 不等式：对任意的 a, b ⩾ 0，我们有

ab ⩽
ˆ a

0
f(x)dx+

ˆ b

0
g(y)dy.

A3) 假设 f : R⩾0 → R⩾0 是连续严格递增的函数，并且 f(0) = 0， lim
x→∞

f(x) = +∞。试重新证明

A2) 中的不等式。

A4) 假设 a, b ⩾ 0，p > 1，q > 1 并且
1

p
+

1

q
= 1。证明 Hölder 不等式并确定取等号的条件：

ab ⩽ ap

p
+
bq

q
.

（提⽰：考虑函数 f(x) = xp−1）

题目 B（一个 Sobolev 不等式）Sobolev 不等式的⼀个重要的观点就是⽤函数以及它的导数的积

分来控制函数的最⼤值。在这个问题中，[a, b] 是任意给定的有界闭区间。

B1)（Cauchy-Schwarz 不等式）假设 f, g ∈ R([a, b])，利⽤多项式

P (t) =

ˆ b

a

(
f(x) + tg(x)

)2
dx

证明： ∣∣ˆ b

a
f(x)g(x)dx

∣∣∣ ⩽ (ˆ b

a
|f(x)|2dx

) 1
2
(ˆ b

a
|g(x)|2dx

) 1
2

.

B2) 证明，对任意的 ε > 0，存在常数 Cε > 0，使得对任意的 f ∈ C1
(
[a, b]

)
，对任意的 x ∈ [a, b]，

我们都有 ∣∣f(x)2 − f(a)2
∣∣ ⩽ Cε

ˆ b

a
f(x)2dx+ ε

ˆ b

a
f ′(x)2dx.

B3) 证明，对任意的 ε > 0，存在常数 Dε > 0，使得对任意的 f ∈ C1
(
[a, b]

)
，我们都有

sup
x∈[a,b]

|f(x)|2 ⩽ Dε

ˆ b

a
f(x)2dx+ ε

ˆ b

a
f ′(x)2dx.
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题目 C（Wirtinger 不等式）令 E =
{
f ∈ C1

(
[0, 1]

)∣∣f(0) = f(1) = 0
}
。

C1) 对任意的 f ∈ E，我们定义反常积分

I1 =
ˆ 1

0

f(x)f ′(x)

tan(πx) dx, I2 =
ˆ 1

0

f(x)2

tan2(πx)(1 + tan2(πx))dx.

证明，上述反常积分收敛并确定它们的⽐值。

C2) 证明（Wirtinger 不等式），对任意的 f ∈ E，我们有

ˆ 1

0
f(x)2dx ⩽ π−2

ˆ 1

0
f ′(x)2dx.

C3) 试找出所有的 f ∈ E，使得上⾯的不等式取等号。

C4) 假设 f ∈ R
(
[0, 2π]

)
，试找出 A ∈ R，使得积分

ˆ 2π

0
|f(x)−A|2dx 最⼩。

C5) 证明另⼀种版本的 Wirtinger 不等式，对任意的 f ∈ C1([0, 2π])，如果
ˆ 2π

0
f(x)dx = 0，那么

ˆ 2π

0
f(x)2dx ⩽

ˆ 2π

0
f ′(x)2dx,

并且等号成⽴当且仅当 f 是 sinx 和 cosx 的⼀个线性组合。

C6*)（等周不等式的证明）假设 γ : [0, 2π] → R2 是⼀条 C1 的闭曲线（γ(0) = γ(2π)），不妨记

γ(t) =
(
x(t), y(t)

)
，我们假设 γ 不⾃交（即 γ 在 [0, 2π) 上是单射）并且其长度为 L，即

L =

ˆ 2π

0

√
x′(t)2 + y′(t)2dt.

根据 Stokes 公式（下学期），γ 所围成图形的⾯积为

A =

ˆ 2π

0
x′(t)y(t)dt.

证明，L2 ⩾ 4πA 并且等号成⽴的当且仅当 γ 给出⼀个圆。

题目D（Gauss逼近）对任意的 n ⩾ 1，我们定义 Legendre多项式 Pn(x) =
1

2nn!

(
d

dx

)n (
(x2 − 1)n

)
。

为了⽅便起见，我们令 P0(x) ≡ 1。

D1) 证明，任意给定连续函数 φ(x) ∈ C([−1, 1])，对任意的 ε > 0，存在正整数 N 和实数

c1, c2, · · · , cN，使得

∥φ(x)−
N∑
k=1

ckPk(x)∥∞ < ε.
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D2) 证明，对任意的 n ⩾ 1，Pn(x) 满⾜下⾯的微分⽅程：

(1− x2)f ′′ − 2xf ′ + n(n+ 1)f = 0.

D3) 证明，对任意的 n,m ⩾ 1，我们有

ˆ 1

−1
Pn(x)Pm(x)dx =

0, m ̸= n;

2
2n+1 , m = n.

D4) 给定 n ⩾ 1。证明，如果 Q(x) 是次数不超过 n− 1 的多项式，那么

ˆ 1

−1
Q(x)Pn(x)dx = 0.

D5) 证明，对任意的 n ⩾ 1，Pn(x) 恰有 n 个实数根并且悉数落在 (−1, 1) 上。我们将这些根记作

x
(n)
1 < x

(n)
2 < · · · < x

(n)
n .

D6) 证明，对任意的 n ⩾ 1，存在实数 α
(n)
1 , α

(n)
2 , · · · , α(n)

n ，使得对任意的次数不超过 2n− 1 的多

项式 Q(x)，我们都有 ˆ 1

−1
Q(x)dx =

n∑
i=1

α
(n)
i Q(x

(n)
i ).

D7) Gauss 对积分的⼀个逼近公式：对任意的连续函数 φ(x) ∈ C([−1, 1])，我们令

Gn(φ) =

n∑
i=1

α
(n)
i φ(x

(n)
i ).

证明， lim
n→∞

Gn(φ) =

ˆ 1

−1
φ(x)dx。

题目 E（等分布问题）给定⼀个数列 {xk}k⩾1，其中 {xk}k⩾1 ⊂ [0, 1]。对任意的 0 ⩽ a < b ⩽ 1，我

们令 Sn([a, b]) 等于该数列的前 n 个数（即 x1, x2, · · · , xn）中落在 [a, b] 中的数的数⽬，即

Sn([a, b]) =
∣∣∣{xk∣∣k ⩽ n, xk ∈ [a, b]

}∣∣∣.
如果对任意的 0 ⩽ a < b ⩽ 1，我们都有

lim
n→∞

Sn([a, b])

n
= b− a,

我们就称数列 {xk}k⩾1 在 [0, 1] 上等分布。

E1) 证明，如果数列 {xk}k⩾1 在 [0, 1] 上等分布，那么 {xk}k⩾1 是 [0, 1] 的稠密⼦集。

E2) 试构造 [0, 1] 的稠密⼦集 {xk}k⩾1，使得数列 {xk}k⩾1 在 [0, 1] 上不是等分布的。
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E3) 任意给定数列 {xk}k⩾1 ⊂ [0, 1]，我们令

Dn = sup
0⩽a<b⩽1

∣∣∣Sn([a, b])
n

− (b− a)
∣∣∣, D∗

n = sup
0<b<1

∣∣∣Sn([0, b])
n

− b
∣∣∣.

证明，D∗
n ⩽ Dn ⩽ 2D∗

n。

E4) 证明，数列 {xk}k⩾1 在 [0, 1] 上等分布当且仅当 lim
n→∞

D∗
n = 0。

E5) 证明，数列 {xk}k⩾1 在 [0, 1] 上等分布当且仅当对任意的连续函数 f ∈ C
(
[0, 1]

)
，我们都有

lim
n→∞

1

n

n∑
k=1

f(xk) =

ˆ 1

0
f(x)dx.

（提⽰：试⽤连续函数逼近 1[a,b]）

E6) 证明 Weyl 判定准则：数列 {xk}k⩾1 在 [0, 1] 上等分布当且仅当对任意 p ∈ Z⩾1，我们都有

lim
n→∞

1

n

n∑
k=1

e2πpxk = 0.

（提⽰：利⽤三⾓函数版本的 Weiestrass-Stone 定理）

E7) 假设 θ > 0 是实数，{x} 代表⼀个数的⼩数部分，即 {x} = x− ⌊x⌋。那么，数列
{
{nθ}

}
n⩾1

在 [0, 1] 上等分布当且仅当 θ 是⽆理数。

E8) 证明，数列 {ξn}n⩾1 =
{
{
√
n}
}
n⩾1

在 [0, 1) 上是等分布的。

E9) 任给实数 a ̸= 0，σ ∈ (0, 1)。证明，数列 {ξn}n⩾1 =
{
{anσ}

}
n⩾1

在 [0, 1) 上是等分布的。

E10) 证明，对任意的 a ∈ R，数列 {ξn}n⩾1 =
{
{a logn}

}
n⩾1

在 [0, 1) 上不是等分布的。

题目 F（平面闭曲线的环绕数）令 E = {f : R → C×∣∣f 连续可微并且以 2π 为周期}，其中 C× =

C− {0}。对于这样的函数 f，它在 [0, 2π] 上的限制给出了 C 上不过原点的⼀条闭曲线。

ε

0

对任意的 f ∈ E，我们定义

d(f) =
1

2πi

ˆ 2π

0

f ′(t)

f(t)
dt.
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F1) 证明 d(f) 是良好定义的并且对下⾯这⼀族曲线

fn : R → C×, x 7→ fn(x) = einx

计算其环绕数 d(fn)（直观上，上述曲线是⽤ [0, 2π] 区间将单位圆周绕 n 圈，其中 n 的正负

与绕的⽅向相关）。

F2) 试⽤ C 上的极坐标系来写下 d(f) 的定义（即将 f(t) 写为 ρ(t)eiθ(t)），这个计算给出了 d(f)

的直观含义。

F3) 利⽤函数 ψ(t) = exp
(´ t

0
f ′(s)
f(s) ds

)
证明 d(f) 是整数。（提⽰：证明 ψ 与 f 解同⼀个 1 阶常微

分⽅程）

F4) 证明，对任意的 f ∈ E，存在 ε > 0，对任意的 g ∈ E，如果 ∥f − g∥∞ < ε，那么 d(g) = d(f)。

F5) 你是否可以利⽤ F4) 的结论对于函数 f : R → C×，其中 f 连续并且以 2π 为周期来定义

d(f)？（提⽰：可以利⽤三⾓函数的 Weiestrass-Stone 定理）

F6) 证明同伦不变性：假设 F (t, τ) : R × [0, 1] → C× 是连续映射并且使得对任意的 τ ∈ [0, 1]，

F (·, τ) ∈ E，那么

d
(
F (x, 0)

)
= d
(
F (x, 1)

)
.

F7) 假设 P (x) = xn+ cn−1x
n−1+ · · ·+ c1x+ c0 是⼀个 n 次的⾸⼀复系数多项式，假设 P (0) ̸= 0，

证明，存在 ε0 > 0，使得对任意的 ε ∈ (0, ε0)，函数 fε(x) = P (εeπix) ∈ E 并计算 d(fε)。

F8) 假设 P (x) = xn+ cn−1x
n−1+ · · ·+ c1x+ c0 是⼀个 n 次的⾸⼀复系数多项式，假设 P (0) ̸= 0，

证明，存在 R0 > 0，使得对任意的 R ∈ (R0,∞)，函数 fR(x) = P (Reπix) ∈ E 并计算 d(fR)。

F9) 证明代数基本定理：对任意 n 次的复系数多项式 P (x)，它⾄少有⼀个根。（提⽰：反证法）

题目 G（另一个处处连续处处不可微的函数：Bolzano 曲线） 我们按照归纳的⽅式定义 [0, 1] 上

的函数列 {fn}n⩾0，其中，f0(x) = x，对于 n ⩾ 0 且 0 ⩽ k ⩽ 3n，我们有


fn+1

(
k
3n

)
= fn

(
k
3n

)
,

fn+1

(
k
3n + 1

3n+1

)
= fn

(
k
3n + 2

3n+1

)
,

fn+1

(
k
3n + 2

3n+1

)
= fn

(
k
3n + 1

3n+1

)
.

并且 fn+1 在形如
[

k
3n+1 ,

k+1
3n+1

]
的区间上是线性函数。

G1) 证明，对任意的 n ⩾ 0，对任意的 0 ⩽ x, y ⩽ 1，我们都有∣∣fn(x)− fn(y)
∣∣ ⩽ 2n|x− y|.
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G2) 证明，对任意的 n ⩾ 0，对任意的 0 ⩽ x ⩽ 1，我们都有∣∣fn+1(x)− fn(x)
∣∣ ⩽ 2n

3n+1
.

G3) 证明，函数列 {fn}n⩾0 在 [0, 1] 上⼀致收敛到某个连续函数 f ∈ C([0, 1])。

G4) 证明，对任意的 n ⩾ 1，对任意的 0 ⩽ k ⩽ 3n，我们有 f

(
k

3n

)
= fn

(
k

3n

)
。

G5) 证明，对任意的 n ⩾ 1，对任意的 0 ⩽ k ⩽ 3n，f 在
k

3n
处不可微。

G6) 证明，f 在 [0, 1] 上处处不可微。（提⽰：考虑函数 (h, k) 7→ f(x+ h)− f(x− k)

h+ k
）

题目 H 考虑有界闭区间 [a, b] 上的连续函数列 {fn}n⩾1 ⊂ C([a, b])。我们假设数项的级数

∞∑
n=1

(ˆ b

a
|fn(x)|dx

)
收敛。

H1) 是否对任意的 x0 ∈ [a, b]，级数
∞∑
n=1

|fn(x0)| 收敛？

H2) 令 E =
{
x0 ∈ [a, b]

∣∣∣级数
∞∑
n=1

|fn(x0)| 收敛
}
。证明，E ⊂ [a, b] 是稠密的。

H3) 令 F =
{
x0 ∈ [a, b]

∣∣∣级数
∞∑
n=1

|fn(x0)| 发散
}
。试构造 [a, b] 上的连续函数列 {fn}n⩾1 ⊂ C([a, b])

使得级数
∞∑
n=1

(ˆ b

a
|fn(x)|dx

)
收敛并且 F ⊂ [a, b] 是稠密的。

题目 I 在这个问题中，我们⽤ {x} 代表 x ∈ R 的⼩数部分。

第一部分

I-1-1) 对任意的 x ∈ R 和 q ∈ Z⩾1，我们令

Sq(x) =

q∑
p=1

sin(2pπx)
pπ

.

证明，

Sq(x) =

ˆ x

0

sin
(
(2q + 1)πu

)
sin(πu) du− x.
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I-1-2) 我们定义 (−1, 1) 上的函数 φ：

φ(x) =


1

sin(πx) −
1
πx , x ∈ (−1, 0) ∪ (0, 1),

0, x = 0.

证明，φ ∈ C1
(
(−1, 1)

)
。

I-1-3) 证明，存在常数 A1 > 0，使得对任意的 x ∈ [0,
1

2
] 和 q ∈ Z⩾1，我们有

∣∣∣Sq(x) + x− 1

π

ˆ (2q+1)πx

0

sinu
u

du
∣∣∣ ⩽ A1

q
.

I-1-4) 计算
ˆ ∞

0

sinu
u

du。（提⽰：选取特殊的 x0 考虑 Sq(x0)）

I-1-5) 证明，存在常数 A2 > 0，使得对任意的 x ∈ R 和 q ∈ Z⩾1，我们有

|Sq(x)| ⩽ A2.

I-1-6) 试写下函数 S(x) 的解析表达式，使得对任意的 x ∈ R， lim
q→∞

Sq(x) = S(x)。这是⼀致收敛的

么？

I-1-7) 证明，如果 K ⊂ R 是紧集并且 K ∩ Z = ∅，那么 Sq(x) 在 K 上⼀致收敛到 S(x)。

I-1-8) 证明，对任意的有界闭区间 [a, b] 和任意的在 C 中取值的连续函数 f ∈ C([a, b];C)，我们都有

ˆ b

a
f(x)

(
1

2
− {x}

)
dx =

1

π

+∞∑
p=1

1

p

ˆ b

a
f(x) sin(2pπx)dx.

第二部分

在这⼀部分，我们假设 z = s+ it ∈ C。对于 x ∈ R，我们定义 xz := ez logx。字母 n 将代表⼀

个正整数。另外，Riemann 的 ζ 函数形式上记作

ζ(z) =
∞∑
n=1

1

nz
.

我们知道，当 z ∈ (1,+∞) 时，ζ 有定义。

I-2-1) 对任意给定的 z ∈ C，函数 x 7→ x−z 的原函数是什么？

I-2-2) 证明如下的等式：
n∑
k=1

k−z = 1 +

ˆ n

1
x−zdx− z

ˆ n

1
{x}x−z−1dx.
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I-2-3) s 是 z 的实部。如果 s > 1，证明如下的极限（说明等式两边都存在并且相等）:

lim
n→∞

(
n∑
k=1

k−z − z

z − 1

)
= −z

ˆ ∞

1
{x}x−z−1dx.

1-2-4) 令 Ω =
{
z = s+ it ∈ C

∣∣s > 0, z ̸= 1
}
，我们定义

ζ1(z) =
z

z − 1
− z

ˆ ∞

1
{x}x−z−1dx.

证明，当 s > 1 时，我们有 ζ1(z) = ζ(z)。从此，我们将 ζ1(z) 也记作 ζ(z)，它是 ζ(z) 在 Ω

中的⾃然扩展（解析延拓）。

1-2-5) 证明，对任意的 z ∈ Ω，任意的 y ⩾ n，我们有

ζ(z)−
n∑
k=1

k−z =
n1−z

z − 1
− 1

2
n−z + z

ˆ +∞

y

(
1

2
− {x}

)
x−z−1dx

+
z

π

+∞∑
p=1

1

p

ˆ y

n
x−z−1 sin(2pπx)dx.

1-2-6) 任意给定正整数 p，任意给定 t ∈ [−n, n]，我们定义函数

g : [n,+∞) → R, x 7→ g(x) =
−x−

3
2

2pπ − t
x

.

证明，存在常数 B1，使得对任意的 x ⩾ n，我们都有

g′(x) ⩽ B1

p
x−

5
2 .

证明，存在常数 B2，使得对任意的 y ⩾ n，我们有∣∣∣ˆ y

n
x−

3
2
−ite2ipπxdx

∣∣∣ ⩽ B2

n
3
2 p
,
∣∣∣ ˆ y

n
x−

3
2
−it sin(2pπx)dx

∣∣∣ ⩽ B2

n
3
2 p
.

1-2-7) 证明，存在常数 B2，使得对任意的 n ⩾ 1 和任意的 t ∈ [−n, n]，我们有∣∣∣ζ (1

2
+ it

)
−

n∑
k=1

k−
1
2
−it
∣∣∣ ⩽ B3

√
n

1 + |t|
.

第三部分

字母 n 将代表⼀个⼤于等于 2 的正整数。

I-3-1) 证明，对任意的 x > 0，我们有 log(x)− 1 +
1

x
⩾ 0。

I-3-2) 证明，存在常数 C1，使得如下的不等式成⽴（当 n = 2 时我们将不等式的左边取作 0）：∑
j,k

1⩽k⩽n, k2<j<k

1
√
kj log

(
k
j

) ⩽
√
2
∑
h,k

1⩽h⩽k⩽n

1

h
⩽ C1n logn.
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I-3-3) 证明，存在常数 C2，使得如下的不等式成⽴：

∑
j,k

1⩽k⩽n,1⩽j⩽ k
2

1
√
kj log

(
k
j

) ⩽ 1

log 2

(
n∑
k=1

1√
k

)2

⩽ C2n.

I-3-4) 证明，存在常数 C3，使得如下的等式／不等式成⽴：

ˆ n

0

∣∣∣ n∑
k=1

k−
1
2
−it
∣∣∣2dt = n

n∑
k=1

1

k
+ i

∑
j,k,j ̸=k
1⩽j,k⩽n

(
k
j

)−in
− 1

√
kj log

(
k
j

) ⩽ C3n logn.

I-3-5) 证明，存在常数 C，使得对任意的 T > 0，都有

ˆ T

0

∣∣∣ζ (1

2
+ it

) ∣∣∣2dt ⩽ CT logT.

题目 J（拟周期函数）令 E 是由
{
cos(ωx), sin(ωx)

∣∣ω ∈ R
}

所⽣成的 R-线性空间，很明显，E ⊂ C(R)
是线性⼦空间。

J1) 令 F =
{
f ∈ C(R)

∣∣存在 {fn}n⩾1 使得 fn ⼀致收敛到 f
}
（即 F 维 E 在 (C(R), ∥ · ∥∞) 中的

闭包），证明，F 是 R-线性空间并且对任意的 f, g ∈ F，它们的乘积 f · g ∈ F。

J2) 如果 φ ∈ C(R)，f ∈ F，证明，φ ◦ f ∈ F。

J3) 任意给定 ω ∈ R 和 f ∈ F，证明，如下的极限存在

f̃(ω) = lim
T→∞

1

2T

ˆ T

−T
e−iωxf(x)dx.

J4) 任意给定 f ∈ F，证明，除了⾄多可数个可能的 ω ∈ R 以外，我们有 f̃(ω) = 0。

题目 K（Korovkin 定理）E = C([0, 1])。考虑 R-线性映射 T : E → E：如果对任意的 [0, 1] 上的

连续正函数 f ⩾ 0（即在每个点的取值都是⾮负的），Tf 也是正函数，我们就称 T 是⼀个正算子。

K1) 假设 T : E → E 是正算⼦。证明，存在常数 C，使得对任意的 f ∈ E，我们都有

∥Tf∥∞ ⩽ C∥f∥∞.

K2) 给定 f ∈ E。证明，对任意的 ε > 0，存在常数 Cε，使得对任意的 x, y ∈ [0, 1]，我们有

|f(x)− f(y)| ⩽ ε+ Cε(x− y)2.
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K3)（Korovkin）对于 n ∈ Z⩾0，Pn(x) = xn 是⼀族 E 中的正函数。假设 Tn 是⼀族 E 上的正算

⼦。如果对任意的 m ∈ Z⩾0，函数序列 {Tn(Pm)}n⩾1 在 E 中⼀致收敛到 Pm，证明，对任意

的 f ∈ E，函数序列 {Tn(f)}n⩾1 在 E 中⼀致收敛到 f。

K4)（应⽤：⽤ Bernstein 多项式⼀致逼近连续函数）对于 f ∈ E = C([0, 1])，我们定义⼀族算⼦

Bn : E → E, f 7→ Bn(f)(x) =

n∑
k=0

(
n

k

)
f

(
k

n

)
xk(1− x)n−k.

证明，函数序列 {Bn(f)}n⩾1 在 E 中⼀致收敛到 f。

题目 L（余切函数的 Euler 展开） 对于任意的 x ∈ R，我们令 f(x) = lim
n→∞

n∑
k=−n

1

x+ k
。

L1) 证明，f 在 R− Z 上是良好定义的。

L2) 证明，对任意的 x ∈ R − Z，我们有 f(−x) = −f(x)，f(x + 1) = f(x)；对任意的 R − 1

2
Z，

我们有 2f(2x) = f(x) + f

(
x+

1

2

)
。

L3) 证明，函数 x 7→ f(x)− πcotan(πx) 可以在 x ∈ Z 处定义从⽽可以被视作是 R 上的函数。

L4) 证明，对于 x /∈ Z，我们有 f(x) ≡ πcotan(πx)。

题目 M（一个一致收敛的判定准则）假设 {fn}n⩾1 是在 [0, 1] 上定义的⼀列函数（未必连续），它

们满⾜如下的条件：对任意的收敛的数列 {xn}n⩾1 ⊂ [0, 1]，数列 {fn(xn)}n⩾1 也收敛。

M1) 证明，存在 [0, 1] 上定义的函数 f : [0, 1] → R，使得对每个点 x ∈ [0, 1]， lim
n→∞

fn(x) = f(x)。

M2) 证明，f 是连续函数。

M3) 证明，fn ⼀致收敛到 f，即

lim
n→∞

sup
x∈[0,1]

|fn(x)− f(x)| = 0.

题目 N（Pau Lévy，万有弦定理） 令 E =
{
f ∈ C([0, 1])

∣∣f(0) = f(1)}。对于任意的 f ∈ E，我

们定义

Λ(f) =
{
σ ∈ [0, 1]

∣∣存在 x ∈ [0, 1]，使得 f(x+ σ) = f(x)
}
.

N1) 证明，
∩
f∈E

Λ(f) 是紧集并且

{0} ∪
{ 1
n

∣∣n ∈ Z⩾1

}
⊂
∩
f∈E

Λ(f).
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N2) 证明，对任意的 f ∈ E，存在 ε > 0，使得

[0, ε] ∪
{ 1
n

∣∣n ∈ Z⩾1

}
⊂
∩
f∈E

Λ(f).

N3) 证明，

{0} ∪
{ 1
n

∣∣n ∈ Z⩾1

}
=
∩
f∈E

Λ(f).

N4)（万有弦定理）考虑连续函数 f : [a, b] → R 的图像 Γf =
{
(x, f(x)) ⊂ R2

∣∣x ∈ [a, b]
}
。AB 是

图像的两个端点 A = (a, f(a)) 和 B = (b, f(b)) 所连的线段，证明，对任意的整数 n ⩾ 1，总

存在 c, d ∈ [a, b]，使得 C = (c, f(c)) 和 D = (d, f(d)) 所连的线段与 AB 平⾏并且其长度恰

好是 AB 长度的
1

n
。如果 n ⩾ 1 不是整数，结论是否成⽴？

N5) 司马迁参加 100 ⽶赛跑，成绩是 10 秒。证明，能够找到连续的 5 秒，他恰好跑了 50 ⽶。（我

们假设⼈类的运动是连续的）

题目 O（除法定理） 假设 f ∈ C∞(R) 并且 f(0) = 0。

O1) 证明，函数

g : R → R, x 7→ g(x) =


f(x)
x , x ̸= 0;

f ′(0), x = 0.

是 R 上的光滑函数。

O2) 假设对任意的 x ̸= 0，f(x) > 0 并且假设 f ′′(0) ̸= 0。证明，存在光滑函数 g ∈ C∞(R)，使得

g2 = f.

题目 P 证明，对任意的整数 n ⩾ 0，如下的反常积分均为 0：
ˆ ∞

0
xn sin

(
x

1
4

)
e−x

1
4 dx = 0.

题目 Q 给定严格递增的实数数列 {an}n⩾0，其中 a0 = 0。我们假设如下的级数是发散的

1

a1
+

1

a2
+

1

a3
+

1

a4
+ · · · .

证明，对于 f ∈ C([0, 1])，如果对任意的 n ⩾ 0，我们都有

ˆ 1

0
xanf(x)dx = 0,

那么 f ≡ 0。
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题目 R 假设 f ∈ C∞(R)，f(0)f ′(0) ⩾ 0 并且 lim
x→∞

f(x) = 0。证明，存在 0 ⩽ x1 < x2 < · · · <
xn < · · ·，使得

f (n)(xn) = 0.

题目 S（距离空间上的等距映射） 假设 (X, d) 是紧的距离空间，映射 f : X → X。

S1) 如果 f 是等距映射，即对任意的 x, y ∈ X，我们都有 d(f(x), f(y)) = d(x, y)。证明，f 是双

射。

S2) 如果对任意的 x, y ∈ X，我们都有 d(f(x), f(y)) ⩾ d(x, y)。证明，f 是等距映射。

S3) 如果对任意的 x, y ∈ X，我们都有 d(f(x), f(y)) ⩽ d(x, y) 并且 f 是满射。证明，f 是等距映

射。

题目 T（不动点定理的变体） 假设 (X, d) 是完备的距离空间，映射 f : X → X。

T1) 如果 (X, d) 是紧的并且对任意的 x ̸= y ∈ X，都有 d(f(x), f(y)) < d(x, y)。证明，f 具有唯

⼀的不动点。

T2) 当 X ⾮紧的时候，试举出 T1) 的⼀个反例。

T3) ω : [0,∞) → R 是⼀个右连续的函数，其中 ω(0) = 0 并且当 t > 0 时，0 ⩽ ω(t) < t。假设对

任意的 x, y ∈ X，有

d(f(x), f(y)) ⩽ ω(d(x, y)).

证明，f 具有唯⼀的不动点。

题目 U（Hamilton-Cayley 定理）假设 A ∈ Mn(C) 是 n× n 的复矩阵，P (X) 是它的特征多项

式，即

P (X) = det(XIn −A).

U1) 证明，如果 A 可对⾓化，那么 P (A) = 0 是零矩阵（将多项式中的不定元 X 换成 A）。

U2) 证明，映射

Mn(C) → Mn(C), A 7→ P (A),

是连续映射。

U3) 证明，对任意的 A ∈ Mn(C)，对任意的 ε > 0，总存在 B ∈ Mn(C)，使得

– ∥B∥2 < ε；

– A+B 可被对⾓化。
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U4) 证明 Hamilton-Cayley 定理：对任意的 A ∈ Mn(C)，我们有 P (A) = 0。

题目 V 考虑 E = C(R)，F = C∞(R)。

V1) 试找出所有的 E 的 R-线性⼦空间 V，使得对任意的 f1, f2 ∈ V，都有 f1f2 ∈ V。

V2)（求导数的平⽅根）求导数运算
d

dx
: F → F 是线性映射。是否存在线性映射 T : F → F，使

得 T ◦ T =
d

dx
？

题目 W（e 的超越性） 假设 P (X) 是⼀个 n-次的实数系数的多项式。我们定义

I(t) =

ˆ t

0
et−xP (x)dx.

W1) 证明，I(t) = et
n∑
i=0

P (i)(0)−
n∑
i=0

P (i)(t)。

W2) 假设存在整数 a0, a2, · · · , an，a0 ̸= 0，使得

a0 + a1e+ a2e
2 + · · ·+ ane

n = 0.

对于 p ∈ Z⩾0，我们选取多项式

P (X) = Xp−1(X − 1)p(X − 2)p · · · (X − n)p

并定义

J = a0I(0) + a1I(1) + · · ·+ anI(n).

证明，J 是整数并且 (p− 1)! 整除 J。

W3) 证明，如果 p 是素数并且⾜够⼤，那么 J ̸= 0。从⽽，J ⩾ (p− 1)!

W4) 证明，存在 C > 0，使得对⼀切 p ∈ Z⩾1，我们都有 |J | ⩽ Cp。

W5) 证明 e 是超越数，即不存在整数 a0, a2, · · · , an，a0 ̸= 0，使得

a0 + a1e+ a2e
2 + · · ·+ ane

n = 0.

题目 X 给定 3n 个实数 α1, · · · , αn, β1, · · · , βn, γ1, · · · , γn，其中，每个 βi 都不是 0。证明，函数

f(x) =

n∑
k=1

αk cos(βkx+ γk)

在 R 上有⽆限个零点。
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题目 Y 假设 λ1, · · · , λ2019 是两两不同的实数，c1, · · · , c2019 是实数，满⾜

lim
x→+∞

(
c1e

iλ1x + c2e
iλ2x + · · ·+ c2019e

iλ2019x
)
= 0.

证明，c1 = c2 = · · · = c2019 = 0。

题目 Z 是否能够构造⼀个实数的序列 {ak}k⩾1，使得级数

aℓ1 + aℓ2 + · · ·+ aℓn + · · ·

在 ℓ = 5 时是发散的并且当 ℓ 为其它正的奇数时是收敛的？
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简介

数学分析⼆的内容分三部分：

1) Rn 上的微分学

– ⽅向导数与微分；

– 反函数定理与隐函数定理；

– Rn 中⼦流形的刻画。

2) 抽象的积分学与 Rn 上的积分

– 抽象测度空间的积分理论；

– Rn 上的积分；

– 变量替换公式与 Stokes 公式。

3) Fourier 级数及其应⽤

– Fourier 级数的收敛理论；

– ⽤频率的观点看函数；

– Fourier 级数的应⽤：等分布问题与 Roth 三项等差数列定理。
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30 数学分析二：方向导数，偏导数和微分，利用偏导数连续判断微分存

在，导数与极值

⼆零⼆零年⼆⽉⼗七⽇，星期⼀，晴

高维的微分学

在⼈们谈论⾼维的 Rn 的时候，经常会有如下感觉：

• Rn 上的每个点就是⼀个数组 (x1, x2, · · · , xn)；

• 两个不同场合的 Rn 是同⼀个 Rn。

我们对此加以说明（上学期我们讲过，所谓的空间是⼀个集合加上⼀个结构）：令 R 是实数的集合

（上学期我们证明了它的存在性（唯⼀，在同构的意义下），我们在这学期课程中假设取定这样的⼀

个实数域），我们定义

Rn = R× R× · · · × R︸ ︷︷ ︸
n个

.

按照这个定义，Rn 是按照确定的⽅式定义的（所以是唯⼀的）。特别地，按照集合乘积的定义，

x ∈ Rn 就是⼀个数组 (x1, x2, · · · , xn)，其中 xi ∈ R。特别地，我们在 Rn 上指定了⼀个特定的坐

标系统 (x1, · · · , xn)。
从函数的观点来看，给定 Rn 上的⼀个点，它的第 i 个坐标定义出 Rn 到 R 的⼀个（坐标）映

射（函数）：

πi : Rn → R, (x1, · · · , xn) 7→ xi.

注记. 微分学的⼀个核⼼话题是如何利用其它的坐标系统 (y1, · · · , yn) 来描述 Rn 上的光滑／可微

函数。其中，所谓⼀个新的坐标系统 (y1, · · · , yn) 目前可以简单地想象为 n 个函数

yi : Rn → R, (x1, x2, · · · , xn) 7→ yi(x1, x2, · · · , xn),

其中 i = 1, 2, · · · , n。我们要求把它们放在⼀起得到的映射

Rn → Rn, (x1, · · · , xn) 7→
(
y1(x1, · · · , xn), · · · , yn(x1, · · · , xn)

)
.

是⼀个双射。

在这个学期的课程中，如果不另加说明，我们总假设 Ω 是 Rn 中的⼀个开集，有时候我们把它

称作是⼀个（开）区域。

上学期的课程中，我们对定义在 R1 上的函数定义了导数的概念（如果存在）。我们做简单的回

忆：假设 f 是定义在区间 I ⊂ R 上的实值函数，x0 ∈ I 是⼀个给定的点，如果极限

lim
h→0

f(x0 + h)− f(x0)

h
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存在，我们就⽤ f ′(x0) 表⽰这个极限并称它为 f 的导数。我们还定义了 f 在点 x0 处的微分 df(x0)，

这是⼀个线性映射（我们暂且不管它定义）。这两个概念都可以对 Ω ⊂ Rn 上的函数来定义。在给

出推⼴之前，我们必须要指出：df(x0) 是⽐ f ′(x0) 更好的概念，因为它不依赖于坐标系统的选取。

导数在⾼维正确的推⼴是⽅向导数：

定义 175 (⽅向导数). 给定函数 f : Ω → R，x0 ∈ Ω，v ∈ Rn。如果下面的极限

lim
h→0

f(x0 + hv)− f(x0)

h

存在，我们就称函数 f 在 x0 处沿 v 的（方向）导数存在，并将它记作

(∇vf) (x0) = lim
h→0

f(x0 + hv)− f(x0)

h
.

习惯上，我们还把 ∇vf 写成
∂f

∂v
。

注记. 在这个定义中，我们并没有使用 Rn 上的坐标系。特别地，如果 f : V → R 是⼀个赋范线性

空间上的函数，我们可以同样的对 v ∈ V 定义⽅向导数。

如果使用坐标系，我们就有⼏个特殊的向量，比如说 ei = (0, · · · , 0, 1, 0, · · · , 0)（第 i 个位置

为 1），我们约定用如下的符号代表这个向量

∂

∂xi
= (0, · · · , 0, 1, 0, · · · , 0)︸ ︷︷ ︸

第 i 个位置上为 0，其余为 1

.

此时，我们用下面的符号表示⽅向导数：

∂f

∂xi
(x0) =

(
∇

∂
∂xi

f

)
(x0).

习惯上，我们称它为偏导数。

注记. 我们假设对任意的 v ∈ Rn，f 在 x0 处的⽅向导数都存在。此时，我们有映射（这个“⼏乎”

就是微分的定义）：

Rn → R, v 7→ (∇vf) (x0).

这个映射是与 Rn 上的线性结构相容的，即这是⼀个线性映射：

• 对任意的 λ ∈ R，我们有

(∇λvf) (x0) = λ (∇vf) (x0).

特别地，∇0f = 0。

只要按照定义验证即可。
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• 对任意的 v, w ∈ Rn，我们希望有

(∇v+wf) (x0) = (∇vf) (x0) + (∇wf) (x0).

这个命题需要多⼀点的条件才可以证明，仅仅用每个⽅向导数存在是不够的。这个性质对我

们将要证明的可微函数总是成立的。

例子. 我们有两个基本的例⼦

1) 假设函数 f : R2 → R 只依赖于 x-坐标，我们习惯上将它写成 f(x, y) = f(x)，那么，

∂f

∂y
≡ 0.

为此，只需要按定义计算即可：

∂f

∂y
= lim

h→0

f(x, y + h)− f(x)

h
= 0.

2) 考虑 R2 上定义的函数

f(x, y) =


xy

x2+y2
, (x, y) ̸= (0, 0)

0, (x, y) = (0, 0).

那么，f(x, y) 的两个偏导数 ∂f
∂x 和 ∂f

∂y 均为 0。另外，如果 v = (v1, v2) 其中 v1v2 ̸= 0，那么

∇vf(0) = lim
h→0

v1v2
h(v21 + v22)

是不存在的。由此可见，偏导数存在不能保证其它的⽅向导数存在。

注记 (⽅向导数的⼏何解释). ⽅向导数本质上是⼀维的导数，这个从定义的写法本身就不难看出。

假设 I = (−a, a)（a > 0）是⼀个区间，假设

γ : I → Rn, t 7→ γ(t) = (γ1(t), γ2(t), · · · , γn(t)) ,

是 C1-的映射（上学期证明过这等价于 γ 的每个分量都是 C1 的）。我们将这样的映射 γ 称作是 Rn

中的⼀条曲线。对于这样的曲线，我们称 γ′(0) ∈ Rn 是 γ 在 γ(0) 处的切向量。我们要强调的是每

个切向量都与基准点γ(0) 相关并且我们认为不同点上的切向量是不相关的。

1) 最基本的曲线是直线：假设 x0 ∈ Ω，v ∈ Rn，考虑曲线

ℓv : (−a, a) → Ω, t→ x0 + tv.

这是 Ω 中过 x0 点以 v 为切向量的⼀段直线。我们记 L = ℓ((−ε, ε))，这是直线这个几何对象。

我们应该注意区分下面的数学对象：ℓ 的像是“直线”这个⼏何对象，但是我们用（区间 (−a, a)
是 ℓ 的定义域）ℓ 来参数化这个对象。
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现在给定函数 f : Ω → R，我们用 f
∣∣
L

表示 f 在 L 上的限制。那么，(∇vf)(x0) 就是函数(
f
∣∣
L

)
◦ ℓ : I → R

在 0 处的导数，即
d

dt

∣∣∣
t=0

((
f
∣∣
L

)
◦ ℓ
)
=
(
∇ℓ′(0)f

)
(ℓ(0)).

当然，我们可以采取别的⽅式对 L 进⾏参数化，比如说

ℓ′ : (−a
λ
,
a

λ
) → Rn, t 7→ x0 + λtv.

它的像 Im(ℓ′) 也是 Im(ℓ)，但是 ℓ′ 的在 ℓ′(0) = ℓ(0) 处的切向量是 λ · v。所以参数化的改变

可能使得曲线的切向量发⽣改变。

2) 更⼀般的，给定 C1-曲线

γ : (−a, a) → Rn, t 7→ γ(t).

我们令 C = Im(γ)，那么

d

dt

∣∣∣
t=0

((
f
∣∣
C

)
◦ γ
)
=
(
∇γ′(0)f

)
(γ(0)).

这个结论的证明我们留作作业。

3) 有⼀类曲线的例⼦尤为重要，它们可以用来刻画⾼维空间中的曲面。假设函数 f : Ω → R 的

所有偏导数
∂f

∂xi
在 Ω 上都有定义。我们考虑它的图像

Γf = {(x, f(x)) ∈ Ω× R ⊂ Rn+1|x ∈ Ω}.

Γf

这是 Rn+1 中的⼀张超曲面。给定 x = (x1, · · · , xn) ∈ Ω，我们就给定了 Γf 上的⼀个点；反

之亦然，以为我们只要取 Γf 上的点的前 n 个坐标就给出了 Ω 上的点。我们可以形象地认为

Ω 坐标⽹通过 x 7→ (x, f(x)) 给出了 Γ 上的⼀个坐标⽹。固定点 p = (p1, · · · , pn)，我们考虑

Ω 上的曲线（直线）：

γk : (−a, a) → Ω, t 7→ (p1, p2, · · · , pk−1, pk + t, pk+1, · · · , pn).
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这是过 p 点的 xk 这个坐标轴的参数表示。我们可以把这条曲线提升到 Γf 上，从⽽得到

γ̃k : (−a, a) → Rn+1, t 7→ (γk(t), f(γk(t))) .

它们在图中对应的是两条蓝⾊的曲线。

按照定义，第⼀条曲线在 p 处的切向量为 ek =
∂

∂xk
，我们在图中用红⾊表示；第⼆条曲线在

(p, f(p)) 处的切向量为

Ek =
∂

∂xk
+

∂f

∂xk
(p)

∂

∂xn+1
.

如果我们用 T(p,f(p))Γf 表示该曲面在点 (p, f(p)) 处的切空间（暂且不管如何定义），那么，这

些 Ek 应该恰好张成这个切空间。

这里，我们通过曲线提升的⽅式，计算了⼀个曲面的切空间（利用了偏导数）。这类作为函数

的图像出现的超曲面是多元微积分中最基本的⼏何对象，我们在后面的课程中会⽆限次见到

它们。

我们现在来定义函数的微分：

定义 176 (函数的微分). 给定函数 f : Ω → R 和 x0 ∈ Ω。如果存在 R-线性映射 A : Rn → R，使

得对于 v → 0 时，其中 v ∈ Rn，我们有

f(x0 + v) = f(x0) +A(v) + o(v),

也就是说

lim
v→0

|f(x0 + v)− f(x0)−A(v)|
|v|

= 0,

其中向量的长度 |v| 可以选取任意的范数（比如勾股定理所定义的 ∥ · ∥2），我们就称 f 在 x0 处可

微并且称线性映射 A 是 f 在 x0 的微分。我们通常将 A 写成下面的样⼦：

df
∣∣
x=x0

= df(x0) : Rn → R.

如果 f 在 Ω 的每个点处都可微，我们就称 f 是 Ω 上的可微函数。

当 n = 1 时，我们上个学期已经证明了，如果 f 在 x0 处的导数存在，那么 df(x0) 也存在并

且它可以写成

df(x0) : R → R, v 7→ f ′(x0) · v,

其中 · 是⼀个数乘以⼀个 1 维的向量。

另外，根据定义，如果 f 在 x0 ∈ Ω 处可微，那么 f 在 x0 处连续。这⼏乎是显然的：

f(x0 + v)− f(x0) = A(v) + o(v) = o(1).
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注记. 在微分的定义中，我们根本就没有用到 Rn 上的坐标系：我们只用到了 v 的长度的概念。所

以，可以自然地对在⼀个赋范线性空间 (V, ∥ · ∥) 上定义的函数来定义其微分：给定函数 f : V → R
和 x0 ∈ V，其中 (V, ∥ · ∥) 是⼀个（R 或者 C 上的）赋范线性空间。如果存在 R（或者 C）-线性

映射 A : V → R，使得

lim
v→0

|f(x0 + v)− f(x0)−A(v)|
∥v∥

= 0,

我们就称 f 在 x0 处可微并且称 A 是 f 在 x0 的微分，我们还把 A 记作 df
∣∣
x=x0

= df(x0)。

命题 177 (微分的计算：微分与⽅向导数之间的关系). 假设 f : Ω → R 在 x0 处可微，那么 f 在

x0 的任意⽅向导数都存在。特别地，对于 v = (v1, · · · , vn) =
n∑
i=1

vi
∂

∂xi
（请回忆：我们约定

∂

∂xi
代

表向量 (0, · · · , 1, · · · , 0)︸ ︷︷ ︸
第 i 个位置上为 1

），那么

df(x0)(v) = (∇vf) (x0) =

n∑
j=1

∂f

∂xj
(x0)vj .

这也表明映射

Rn → R, v 7→ (∇vf)(x0)

是线性映射。

证明: 任意给定 v ∈ Rn，令 h→ 0，根据微分的定义，我们有

f(x0 + hv)− f(x0) = (df(x0)) (hv) + o(hv).

所以，我们可以利⽤定义来计算⽅向导数

(∇vf)(x0) = lim
h→0

h (df(x0)) (v)) + o(hv)

h
=
(
df(x0)

)
(v).

这也表明 Rn → R, v 7→ (∇vf)(x0) 是线性。为了⽤偏导数具体地计算 df(x0)，根据上⾯的结果，

我们有 (
df(x0)

)
(v) = (∇vf)(x0) =

n∑
i=1

vi(∇ ∂
∂xi

f)(x0) =

n∑
j=1

∂f

∂xj
(x0)vj .

命题得证。

注记. 在微积分学习中，最有歧义的⼀个数学符号是所谓的 dx。现在我们用微分的语⾔定义 dxi。

假定在 Rn 上我们事先选好了坐标系 (x1, · · · , xn)。此时，

πi : Rn → R, (x1, · · · , xn) 7→ xi

是⼀个函数，传统上我们就把 πi 写成 xi，所以当给定了⼀个点 p ∈ Rn 之后，dxi(p) 指代的就是

线性映射 dπi(p)。很明显，通过定义线性映射

A : Rn → R,
∂

∂xj
7→


0, i ̸= j;

∂

∂xi
, i = j.

.
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这就是 dπi 在某个点 p 处的微分。

用传统的 Kronecker 符号来记，我们有(
(dxi)(p)

)( ∂

∂xj

)
= δij .

我们之前证明了如果函数的微分存在，那么⽅向导数也存在。反过来并不成⽴，实际上，下⾯

的例⼦表明 f 甚⾄可以不连续，尽管其⽅向导数都存在：

例子. 考虑函数在 R2 定义函数：

f(x, y) =


y2

x
, x ̸= 0

0, x = 0.

那么，f 在 (0, 0) 处的任意⼀个⽅向导数都存在：假设 v = (v1, v2) ∈ R2 且 v ̸= 0。那么，我们有

1) 如果 v1 = 0，那么

∇vf(0) = lim
t→0

0− 0

t
= 0.

2) 如果 v1 ̸= 0，那么

∇vf(0) = lim
t→0

t
v22
v1

t
=
v22
v1
.

然⽽，f 在 (0, 0) 处不可微，这因为 f 在 (0, 0) 不连续：可以选取点列
{(

1

n2
,
1

n

)}
n⩾1

，函数在这

些点上取值不收敛到 0。

这个例⼦也说明，只考虑⽅向导数并不能对函数在⼀个点附近的⾏为有效地进⾏控制。

然⽽，如果⽅向导数的具有连续性，情况就⼤不相同。直观上，连续性允许我们从⼀点的信息

出发理解这点附近的情况。

命题 178. 给定开区域 Ω ⊂ Rn 和 x0 ∈ Ω，f 是在 Ω 上定义的函数。假设 f 的所有偏导数
∂f

∂xi
在

x0 的附近（不妨设在 Ω 上）存在并且
∂f

∂xi
均为连续函数，其中 i = 1, 2, · · · , n，那么 f 在 x0 处

可微。

这个命题可以⾮常⽅便地⽤来判断⼀个函数的可微性，⽐如说，考虑 R3 上的函数

f(x, y, z) = 3y + eyz,

它的偏导数很容易计算并且很明显是连续的。所以，f 是可微的。

证明: 假设函数 f 在 p 处的微分存在，那么它可以⽤偏导数来表⽰，即

df(x0)v =

n∑
j=1

∂f

∂xj
(x0)vj , v ∈ Rn.
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据此，我们定义线性映射

D : Rn → R, v 7→
n∑
j=1

∂f

∂xj
(x0)vj .

我们只要证明 r(v) = f(x0 + v)− f(x0)−D(v) 是⼀个 o(v) 项即可，其中 v → 0。我们将 x0 ⽤坐

标写成

x0 = (x0,1, x0,2, · · · , x0,n).

按定义，我们有

r(v) = f((x0,1 + v1, · · · , x0,n + vn))− f((x0,1, · · · , x0,n))−
n∑
j=1

∂f

∂xj
(x0)vj

= f((x0,1 + v1, x0,2, · · · , x0,n))− f((x0,1, · · · , x0,n))−
∂f

∂x1
(x0)v1

+ f((x0,1 + v1, x0,2 + v2, x0,3, · · · , x0,n))− f((x0,1 + v1, x0,2, · · · , x0,n))−
∂f

∂x2
(x0)v2

+ · · ·

+ f((x0,1 + v1, · · · , x0,n + vn))− f((x0,1 + v1, · · · , x0,n−1 + vn−1, x0,n))−
∂f

∂xn
(x0)vn

=
n∑
j=1

[ (
f(· · · , x0,j + vj , x0,j+1, · · · )− f(· · · , x0,j−1 + vj−1, x0,j , x0,j+1, · · · )

)︸ ︷︷ ︸
Lagrange 中值定理

− ∂f

∂xj
(x0)vj

]

=

n∑
j=1

∂f

∂xj
(x̃j)vj −

∂f

∂xj
(x0)vj .

在上⾯我们运⽤ Lagrange 中值定理的时候，假设出了第 i 个位置的其它变量都是固定的，我们知

道，此时求偏导数的运算就是 1 维情形时的导数运算，所以可以⽤中值定理。换句话说，我们在以

(x0,1+ v1, · · · , x0,j−1+ vj−1, x0,j , · · · , x0,n) 和 (x0,1+ v1, · · · , x0,j + vj , x0,j , · · · , x0,n) 为端点的线段

上⽤ Lagrange 中值定理，其中 x̃j 是在这个线段上的⼀个点。当 v → 0 时，很明显 x̃j → x0。上

⾯的计算表明

|r(v)| ⩽
n∑
j=1

∣∣∣ ∂f
∂xj

(x̃j)−
∂f

∂xj
(x0)

∣∣∣|v|.
根据连续性，r(v) = o(v)。

注记. 上面证明的关键想法是把问题转化成在某条直线或者曲线上讨论（维数 = 1，当然，我们还

没有定义什么是维数），从⽽可以利用⼀元微分学的结论，这是处理多变量函数最基本的想法之⼀。

上个学期我们证明两点之间线段最短的时候就是用的这个想法，那个场合研究的空间是所有曲线的

空间，维数甚⾄是⽆穷！

我们再看上⾯想法的⼀个应⽤：这个例⼦对于实际应⽤⾮常的重要，因为我们可以⽤来计算多

元函数的最⼤最⼩值：

命题 179. 假设 f : Ω → R 在 x0 处可微并且 x0 是 f 在 Ω 上的最⼤，那么 df(x0) = 0。
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证明: 任意给定⽅向 v ∈ Rm，我们考虑通过 x0 的直线段

γ : (−ε, ε) → Ω, t 7→ x0 + tv,

其中 ε ⾜够⼩使得线段本⾝落在 Ω 中，我们考虑 f ◦ γ。简单⽽⾔，研究 (−ε, ε) 上的函数 g(t) =

f(x0 + tv)。之前的计算表明：

d

dt

∣∣∣
t=0

f ◦ γ = ∇vf(x0) = df(x0)(v).

很明显，x0 是 f ◦ γ 的最⼤值，所以 (f ◦ γ)′(0) = 0，这表明对任意的 v ∈ Rn，df(x0)(v) = 0。所

以，作为线性映射，df(x0) = 0。

另⼀个有趣的应⽤如下：

命题 180. 假设 Ω 是⼀个开的凸集5（可以替换为连通性），f : Ω → R 是可微函数。如果对任意的

x ∈ Ω，我们都有 df(x) = 0，那么 f 是常数。

证明: 证明我们留作作业。基本想法如下：固定 x0 ∈ Ω，对任意的 x ∈ Ω，我们考虑 x0 到 x 的线

段并将 f 限制在这条线段上。这就可以帮助我们⾛到 1 维的情况。

我们引⼊⼀些符号来结束本次的课程：

注记. 给定可微 f : Ω → R，对于任意的 x ∈ Ω，df(x) 都是 Rn 上的⼀个线性函数，即

df(x) : Rn → R.

为了强调对 x 的依赖性，我们把 df(x) 的定义域这个 Rn 用 TxΩ 来表示。换句话说，df(x) 是⼀族

线性函数，他们的定义域随着空间点位置的改变⽽改变，这不是我们通常意义上的函数。在课程的

后面，我们会考虑 Ω ⊂ Rn 是曲面（⼦流形）的情形，那时这些讨论会变得异常清晰。

5Ω 是凸集指的是对任意的 p, q ∈ Ω，连接它们的线段整个都落在 Ω 中。

337



31 映射的微分，利用偏导数表示微分，Jacobi 矩阵，微分的链式法则，
逆映射微分的计算，矩阵代数中指数映射的微分

⼆零⼆零年⼆⽉⼆⼗⽇，星期四，阴天

我们上次课最后讲到⼀个函数的⾼阶导数是⽐较难定义的。

———————————-
In the fall of 1972 President Nixon announced that the rate of increase of inflation was de-

creasing. This was the first time a sitting president used the third derivative to advance his case
for re-election.

– Hugo Rossi
———————————-
给定函数 f : Ω → R，我们上次课定义它的微分 df(x)。当 x 给定的时候，这是⼀个 Rn 上的

线性函数。仿照 1 维的理论，对 1 阶导数求导就应该得到 2 阶导数。然⽽，此时为了定义 f 的⼆

阶导数，我们就需要对 x 7→ df(x) 求微分。此时，（不严格地讲）映射 f : x 7→ df(x) 是⼀个从 Ω 到

Hom(Rn,R) ≃ Rn 的映射，这是向量值的函数。所以，我们⾃然地想到对向量值的函数 f : Ω → Rm

定义微分。当然，我们还可以考虑 df(x) 的每个分量（依赖于坐标系的选取）然后要求每个分量都

可微，⾄少从形式上看，后⼀种做法失于简洁和美观。

定义 181 (微分). 假设 Ω 是 Rn 中的区域，Ω′ 是 Rm 中的区域，给定映射 f : Ω → Ω′。如果存在

线性映射

df
∣∣
x=x0

= df(x0) : Rn → Rm,

使得对于 Rn 中的 v → 0 时，我们有

f(x0 + v) = f(x0) + df(x0)v + o(v),

即

lim
v→0

|f(x0 + v)− f(x0)− df(x0)v|
|v|

= 0,

我们就称 f 在 x0 处可微并且称线性映射 df(x0) 是 f 在 x0 的微分。如果 f 在 Ω 的每个点处都可

微，我们就称 f 是 Ω 上面的可微映射。

注记. 1) 在上述微分的定义中，我们完全没有用到 Rn 和 Rm 上的坐标系。实际上，在下面的极

限中

lim
v→0

|
用到 Rm 上的加法结构︷ ︸︸ ︷

f( x0 + v︸ ︷︷ ︸
用到 Rn 上的加法结构

)− f(x0)− df(x0)v |

|v|
= 0,

我们只用到了 Rn 和 Rm 上的线性结构和它们上面的范数（我们分别用了蓝⾊和红⾊表示，

其中红⾊的是定义域 Rn 上的范数，蓝⾊的是值域 Rm 上的范数）。
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据此，我们可以将上述定义进⾏推⼴：给定赋范线性空间 (V1, ∥ · ∥1) 和 (V2, ∥ · ∥2)，Ω1 ⊂ V1

和 Ω2 ⊂ V2 是非空的开集，f : Ω1 → Ω2 是映射。如果存在线性映射

df
∣∣
x=x0

= df(x0) : V1 → V2,

使得对于 V1 中的 v → 0 时，我们有

lim
v→0

∥f(x0 + v)− f(x0)− df(x0)v∥2
∥v∥1

= 0,

我们就称 f 在 x0 处可微并且称线性映射 df(x0) 是 f 在 x0 的微分。

2) 假设 f 在 Ω 上可微。那么，给定 x ∈ Ω，df(x) ∈ Hom(Rn,Rm) ≈ Rmn（可以视作是 mn 的

矩阵，这里我们用坐标比较⽅便）也在⼀个向量空间中取值的。（然⽽，如果在⼀般的（⽆限

维的）的赋范线性空间上定义微分，我们会要求 df(x) ∈ Hom(V,W ) 是所谓的连续线性映射，

这里不展开讨论，有兴趣的同学可以在泛函分析的课程上学习）。所以，当 x 变化的时候，我

们就得到⼀个映射

Ω → Rnm, x 7→ df(x).

我们可以对它求导数来定义它的微分。⾼阶的微分不是这门课程的重点。

3) 假设 f 在 x ∈ Ω 处可微分，我们就有映射

df(x0) : Rn → Rm.

由于这些映射依赖于点，特别地，依赖于 x0 ∈ Ω（和 f(x0) ∈ Ω′），我们用 Tx0Ω 代表它的定

义域的线性空间 Rn，用 Tf(x0)Ω
′ 代表它的定义域的线性空间 Rm，这样⼦，我们形式上就有

df(x0) : Tx0Ω → Tf(x0)Ω
′.

符号 Tx0Ω 代表的是 Ω 在 x0 处的切空间（＝切平面），Tf(x0)Ω
′ 代表的是 Ω′ 在 f(x0) 处的

切空间，我们会有专门的例⼦来理解这个对象，目前⼤家可以暂时将它们理解为好的记号。

我们上次课定义了⽅向导数和偏导数，这都是 1 维的对象。下⾯的命题表明，我们可以⽤偏导

数这些 1 维的对象来描述 df(x0) 这个⾼维的对象：

命题 182 (微分的计算). 假设 V = Rn 和 W = Rm，我们在 V 上用坐标系 {xi}i=1,··· ,n，在 W 上

用坐标系 {yj}j=1,··· ,m（把空间写成 V 和 W 是强调这些空间可以不用具体的坐标来描述）。考虑

f : V →W（我们也可以考虑 f 定义在 V 中某个区域上），用坐标来写，我们有：

x 7→ f(x) =
(
f1(x1, · · · , xn), f2(x1, · · · , xn), · · · , fm(x1, · · · , xn)

)
.

有时候还写成

y1 = f1(x1, · · · , xn), y2 = f2(x1, · · · , xn), · · · , ym = fm(x1, · · · , xn).

那么，我们有
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1) 假设 f 在 x0 处可微，那么每个分量函数 fj 在 x0 处都可微，其中 j = 1, 2, · · · ,m，。

2) 如果每个分量函数 fj 在 x0 处都可微（其中 j = 1, 2, · · · ,m），那么 f 在 x0 处可微。

特别地，如果 f 在 x0 处可微，那么映射 df(x0) : Rn → Rm 可以用 n×m 的矩阵( ∂fi
∂xj

(x0)
)

i=1,··· ,m
j=1,··· ,n

来表示（我们将这个矩阵称作是 f 在 x 处的 Jacobi 矩阵，并记作 Jac(f) 或者 J(f)，它只是微分

在⼀个特殊的坐标系下的表达）。

证明: 我们⾸先证明，f 在 x0 可微等价于每个分量 fj（j = 1, · · · ,m）都可微。假设 f 在 x0 处可

微，此时 df : Rn → Rm 有定义并且是线性映射。由于我们在 Rn 上选定了基 { ∂

∂xi
}i⩽n，在 Rm 上

选定了基 { ∂

∂yj
}j⩽m，我们可以把这个线性映射⽤矩阵

(
Jij
)

i⩽n,
j⩽m

来表⽰。

⾸先，⽤分量表达，我们有

|f(x0 + v)− f(x0)− df(x0)v|
|v|

=

∣∣( · · · , fj(x0 + v)− fj(x0), · · ·
)
−
(
· · · ,

∑n
i=1 Jjivi, · · ·

)∣∣
|v|

=

√√√√ n∑
j=1

∣∣fj(x0 + v)− fj(x0)−
n∑
i=1

Jjivi
∣∣2

|v|
.

由于当 v → 0 时，上述左边为 o(1)，所以，限制到每个分量，我们就有

o(1) ⩾

∣∣fj(x0 + v)− fj(x0)−
n∑
i=1

Jjivi
∣∣

|v|
.

按定义，这表明 fj 是可微分的（因为我们⽤线性映射在 x0 附近逼近了 fj）。反过来，假设对每个

j ⩽ m，我们都有 ∣∣fj(x0 + v)− fj(x0)−
n∑
i=1

Jjivi
∣∣

|v|
= o(1),

那么，

|f(x0 + v)− f(x0)− df(x0)v|
|v|

=

√√√√ n∑
j=1

∣∣fj(x0 + v)− fj(x0)−
n∑
i=1

Jjivi
∣∣2

|v|

⩽
n∑
j=1

∣∣fj(x0 + v)− fj(x0)−
n∑
i=1

Jjivi
∣∣

|v|
= n× o(1) = o(1),
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所以 df(x0) 存在。

我们令 v = t
∂

∂xi0
，即 vi0 = t ⽽其它分量 = 0。此时，根据微分的定义，上⾯的式⼦的左边是

o(1) 项（t→ 0）。计算右边，我们得到

o(1) =

√√√√√ n∑
j=1

∣∣∣fj(x0 + 只有第 i0 个位置⾮ 0︷ ︸︸ ︷
(0, · · · , 0, t, 0 · · · , 0)

)
− fj

(
x0
)
− Jji0t

∣∣∣2
t

.

对于⼀个特定的指标 j0，我们⾃然有√√√√ n∑
j=1

∣∣∣fj(x0 + (0, · · · , 0, t, 0 · · · , 0)
)
− fj

(
x0
)
− Jji0t

∣∣∣2
⩾
∣∣∣fj0(x0 + (0, · · · , 0, t, 0 · · · , 0)

)
− fj0

(
x0
)
− Jj0i0t

∣∣∣.
所以，

o(1) =
∣∣∣fj0(x0 + (0, · · · , 0, t, 0 · · · , 0)

)
− fj0

(
x0
)
− Jj0i0t

∣∣∣t.
按照定义，这表明 fj0 的沿着 xi0 偏导数存在并且等于 Jj0i0，这表明

Jji =
∂fj
∂xi

(x0).

命题得证。

注记. 上述命题表明，映射可求微分等价于其分量可求微分，所以，我们可以通过继续对分量求微

分来引⼊ k-次可导的概念（就是每次求完微分之后这个微分的每个分量都能再求微分）。所以，我

们可以定义 Ck(Ω,Rm)，这是 k 次微分仍然连续的映射的空间。根据上次课程用偏导数判定微分存

在性的定理，我们知道只要 f 的连续 k 次偏导数（可能是沿着不同⽅向的）存在并且连续，那么

映射就是 Ck 的。这是⼀个非常⽅便有效的判断⽅式。

我们现在研究符合映射的微分，也就是所谓的链式法则。

命题 183. （链式法则）假设 Ωj ⊂ Rmj 是开集，其中 j = 1, 2, 3，f : Ω1 → Ω2，g : Ω2 → Ω3 是映

射。假设 f 在点 x1 ∈ Ω1 处可微，g 在点 x2 = f(x1) ∈ Ω2 处可微，那么复合映射 g ◦ f 在 x0 处

可微，并且 (
d(g ◦ f)

)
(x0) = (dg)(f(x0)) ◦ df(x0).

注记. 上述映射的复合可以用下面的交换图来表示：

Ω1 Ω2

Ω3

f

g◦f g
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那么，它们所对应的微分（在线性的层次上）也可以用类似的交换图来表示：

Rm1 Rm2

Rm3

df(x1)

d(g◦f)(x1) dg(f(x1))

我们之前引⼊的符号更好的描述了这个场景：对于映射 df(x1) : Rm1 → Rm2，我们将 x1 所对应的

Rm1 记作 Tx1Ω1，将 Rm2 记作是 Tf(x1)Ω2，那么，我们有映射

df
∣∣
x=x1

: Tx1Ω1 → Tf(x1)Ω2.

从⽽，上面的交换图表可以写成

Tx1Ω1 Tf(x1)Ω2

Tg(f(x1))Ω3

df |x=x1

d(g◦f)|x=x1 dg|x=f(x1)

证明: 链式法则的推导与 1 维的情形如出⼀辙：令 x2 = f(x1) ∈ Ω2，按照定义有

f(x1 + h) = f(x1) + df(x1)h+ δ(h),

g
(
f(x1) + ℓ

)
= g
(
f(x1)

)
+ dg(x2)ℓ+∆(ℓ),

其中 h ∈ Rm1，ℓ ∈ Rm2， lim
h→0

|δ(h)|
|h|

= lim
ℓ→0

|∆(ℓ)|
|ℓ|

= 0。据此，我们有

g(f(x1 + h))− g(f(x1)) = g
(
f(x1) + df(x1)h+ δ(h)

)
− g(f(x1))

= df(x2)
(
df(x1)h+ δ(h)

)
+∆(f ′(x0)h+ δ(h))

= df(x2)
(
df(x1)h

)︸ ︷︷ ︸
=dg(x2)◦df(x1)(h)

+df(x2)
(
δ(h)

)
+∆(f ′(x0)h+ δ(h)).

所以，

g(f(x1 + h))− g(f(x1))− dg(x2) ◦ df(x1)(h)
h

=
df(x2)

(
δ(h)

)
h

+
∆(f ′(x0)h+ δ(h))

h

⩽C
∣∣∣δ(h)
h

∣∣∣+ ∣∣∣∆(f ′(x0)h+ δ(h))

|f ′(x0)h+ δ(h)|

∣∣∣︸ ︷︷ ︸
o(1)

+
∣∣∣ |f ′(x0)h+ δ(h)|

h

∣∣∣︸ ︷︷ ︸
⩽C1

.

由此可见，这是⼀个 o(1) 项，按照微分的定义，

d(g ◦ f)(x1) = dg(x2) ◦ df(x1).

这就完成了证明。
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作为推论，我们可以计算反函数（逆映射）的微分：

推论 184. 给定区域 Ω1 ⊂ Rn1 和 Ω2 ⊂ Rn2 和可微映射 f : Ω1 → Ω2。假设 f 是双射并且其逆映

射 f−1 : Ω2 → Ω1 是可微的，那么

• n1 = n2；

• df(x) 是可逆的（等价于 Jac(f)(x) 的⾏列式是非零的）。

此时，对于任意的 y ∈ Ω2，我们有

df−1(y) =
(
df
∣∣
x=f−1(y)

)−1
.

证明: 我们令 Ω3 = Ω1，g = f−1，x1 = x，x2 = y，g ◦ f = Id，其中

Id : Ω1 → Ω1, x 7→ x,

是单位映射，它的微分在每个点处都是单位映射（线性）。根据链式法则，我们就有

Id = dg(y) ◦ df(x).

根据矩阵的秩的理论，我们知道 n1 ⩽ n2。⽤ f−1 替换 f，我们就得到 n2 ⩽ n1。这就证明了维数

的部分。上⾯的等式已经蕴含了逆映射的微分的计算。

例子 (指数映射的微分). 上个学期我们对于 n× n 的矩阵定义了指数映射

exp : Mn(R) → Mn(R), A 7→ eA =
∞∑
k=0

Ak

k!
.

我们现在计算它的微分 d exp。固定 A ∈ Mn(R)，我们要找到

d exp(A) : Mn(R) → Mn(R),

其中，我们把 Mn(R) 视作是 Rn2
。对于任意较小的 V ∈ Mn(R)，我们有

eA+V − eV =

∞∑
n=0

1

n!
((A+ V )n −An)

现在强⾏展开 (A+ V )n −An（注意矩阵 A 和 V 的乘法未必交换）。通过将 V 的⼆次项（以及更

⾼次数的项）放到⼀起，我们得到

(A+ V )n −An =
n∑
k=0

AkV An−1−k +Qn(V ).

⼆项式展开的⼀共不超过 2n 项，所以 Qn(V ) 中⾄多有 2n 项。我们上学期证明过（⽆论你选取什

么样的范数），存在常数 c（依赖于范数），使得对任意的 n× n 的矩阵 A 和 B，我们都有

∥A ·B∥ ⩽ c∥A∥∥B∥.
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上述 Qn(V ) 的⼀个通项形如 AAV V AA · · ·AA，这是⼀个由 n 个 A 和 V 排出来的长度为 n 的字

符串，其中⾄少有 2 个 V。我们可以要求 ∥V ∥ ⩽ ∥A∥，因为最终我们会令 V → 0（除非 A = 0，

此时 Qn(V ) = V n，下面的结论仍然成立），所以

∥AAV V AA · · ·AA∥ ⩽ cn∥A∥∥A∥∥V ∥∥V ∥∥A∥∥A∥ · · · ∥A∥∥A∥.

那么，我们得到

∥Qv(V )∥ ⩽ 2n ×
(
cn∥V ∥2∥A∥n−2).

从⽽，我们有 ∥∥∥ exp(A+ V )− exp(A)−
∞∑
n=0

1

n!

( n∑
k=0

AkV An−1−k
)∥∥∥

⩽
∞∑
n=0

∥∥∥ 1

n!
Qn(V )

∥∥∥ ⩽
( ∞∑
n=0

(2c∥A∥)n

n!

)
∥V ∥2 = e2c∥A∥∥V ∥2.

那么，我们注意到右端的项是 o(∥V ∥) 并且
∞∑
n=0

1

n!

( n∑
k=0

AkV An−1−k
)

是收敛的。所以，

d exp(A)(V ) =
∞∑
n=0

1

n!

( n∑
k=0

AkV An−1−k
)

特别地，如果 A 和 V 可交换，那么 d exp(A)(V ) = exp(A)V。我们还有

d exp(0) = Id.

有了链式法则，我们可以讨论更换坐标系的问题。这是个核⼼的话题，我们在中学的时候就已

经在使⽤这个概念，⽐如说我们经常在极坐标和 Descartes 坐标系之间转换。我们⾸先⽤映射的语

⾔来描述极坐标：令

Ω1 = R2 −
{
(x, 0)

∣∣x ⩾ 0
}
⊂ R2, Ω2 = R>0 × (0, 2π) =

{
(r, ϑ)

∣∣r > 0, ϑ ∈ (0, 2π)
}
.

Φ

0 2π

(r, ϑ)

(x, y)
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我们通常⽤的 x = r cosϑ 和 y = r sinϑ 可以⽤如下的映射来写：

Φ : Ω2 → Ω2, (r, ϑ) 7→ (r cosϑ, r sinϑ).

由于在 Ω1 上我们给定了 (x, y) 作为坐标，在 Ω2 上我们给定了 (r, ϑ) 作为坐标，所以我们可以⽤

Jacobi 矩阵来表⽰上述映射的微分：

dΦ = Jac(Φ) =
(

∂x
∂r

∂x
∂ϑ

∂y
∂r

∂y
∂ϑ

)
=

(
cosϑ −r sinϑ
sinϑ r cosϑ

)
.

这个线性映射⾃然是可逆的，它的⾏列式是 r。
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31.1 作业：齐次函数与 Euler 公式

清华大学 19-20 春季学期，数学分析二，作业 1

请⽤ A4 ⼤⼩的纸张正反面⽤钢笔，签字笔或者圆珠笔书写，并注明⾃⼰的姓名，年级和

作业的总页数。除定理公式所涉及的⼈名之外，请使⽤中文。本次作业的提交时间和地点

为 2 月 29 日上午的课堂上，逾期视作零分。

基本习题

• 热身：多元函数的连续性
试判断下列极限是否存在；如果存在，计算之。

(1) lim
(x,y)→(0,0)

sin(xy)
x

(2) lim
(x,y)→(0,0)

log(x+ ey)√
x2 + y2

(3) lim
(x,y)→(0,0)

1{(x,y) | 0<y<x2, x∈R}. (4) lim
(x,y)→(0,0)

(x+ y) sin 1

x
sin 1

y

(5) lim
(x,y)→(0,0)

x2y2

x2y2 + (x− y)2
(6) lim

(x,y)→(0,0)

sin(xy)√
x2 + y2

(7) lim
(x,y)→(0,0)

xy(x2 − y2)

x2 + y2
(8) lim

(x,y)→(0,0)

√
xy

(x2 + y2)p
, p > 0

微分的定义与计算

习题 A 我们总假设 Ω ⊂ Rn 是开集，x0 ∈ Ω 是⼀个给定的点。如果不另加说明 f : Ω → R 将代表

⼀个函数。

A1)（微分的唯⼀性）考虑映射 f : Ω ⊂ Rn → Rm。假设存在两个线性映射 Ai : Rn → Rm（i = 1, 2），

使得对 i = 1 和 2 和 v → 0 时，都有

f(x0 + v) = f(x0) +Ai(v) + o(v).

证明，A1 = A2。

A2) 假设 f 在 x0 ∈ Ω 处可微，x1, · · · , xn 是 n 个坐标函数。证明，df(x0) =
n∑
i=1

∂f

∂xi
(x0)dxi(x0)。

我们通常将这个式⼦记作 df =

n∑
i=1

∂f

∂xi
dxi。

A3) 沿⽤上⼀问题的符号。证明，{dxi(x0)}1⩽i⩽n 给出了 Hom(Tx0Ω,R)（这是 Tx0Ω 的对偶空间，

即它上⾯的线性函数所构成的线性空间）的⼀组基，其中 Tx0Ω = Rn。

A4) 假设 Ω 是凸集（定义请参考课堂笔记），f 是 Ω 上的可微函数。如果对任意的 x ∈ Ω，都有

df(x) = 0。证明，f 是常值函数。
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A5) 考察函数 f(x, y) =


(x2 + y2) sin 1√

x2+y2
, 若(x, y) ̸= (0, 0),

0, 若(x, y) = (0, 0).

试计算 f 的偏导数并证明 f 的两个偏导数在 (0, 0) 处均不连续但是 f 在 (0, 0) 处可微。

A6) 考察函数 f(x, y) =


xy2

x2+y4
, 若(x, y) ̸= (0, 0),

0, 若(x, y) = (0, 0).

试计算 f 在 (0, 0) 处所有⽅向导数并证明 f 在 (0, 0) 不可微。

A7) 假设函数 f 在 Ω 上的所有偏导数
∂f

∂xi
（i = 1, 2, · · · , n）都存在并且有界（即存在 M，使得

对任意的 i ⩽ n，任意的 x ∈ Ω，我们都有
∣∣∣ ∂f
∂xi

∣∣∣ ⩽M）。证明，f 在 Ω 上连续。

f 是否在 Ω 上可微？如果是，请证明；否则给出反例。

A8) Ω ⊂ R2 为开集，我们⽤ (x, y) 来表⽰ R2 上的坐标。函数 f : Ω → R 的偏导数
∂f

∂x
和

∂f

∂y
处

处存在。如果偏导数
∂f

∂y
在 Ω 上连续。证明，f 在 Ω 上可微。

A9) 考虑在 Mn(R) 上定义的⾏列式函数

det : Mn(R) → R, A 7→ det(A).

任意给定 A ∈ Mn(R)，试计算 ddet
∣∣
X=A

。

（如果你可以证明 det 是可微的，那么可以⽤上学期第 6 次作业的 A9)）

A10)（偏导数的计算）计算下列函数的偏导数：

(1) f(x, y) = exy (2) f(x, y, z) = log(x+ y2 + z3)

(3) f(x, y, z) = xy
z

(4) f(x, y) = x+ y +
√
x2 + y2

(5) f(x, y) = ex+y
2
+ sin(x2y) (6) f(x1, x2, x3) = tan x1x2

x23

导数和微分的计算

习题 B (复合函数求偏导数)（请熟练掌握）
假设 f 为可微函数，⽤ f 的偏导数表达下列多元函数的偏导数：

(1) u(x, y) = f(x+ y, xy) (2) u(x, y, z) = f(x, xy, xyz) (3) u(x, y, z) = f(
x

y
,
y

z
)

(4) u(x, y) = f(x2 + y2) (5) u(x, y) = f(logx+
1

y
) (6) u(x, y) = f(xy + ef(y))

习题 C
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C1) 求如下坐标变换 f 的 Jacobi 矩阵 J(f) 并计算 det J(f)：

(1)f : R>0 × (0, 2π) → R2, (r, θ) 7→ (r cos θ, r sin θ);

(2)f : R>0 × (0, 2π)× R → R2, (r, θ, z) 7→ (r cos θ, r sin θ, z);

(3)f : R>0 × (0, 2π)× (0, π) → R3, (r, θ, φ) 7→ (r sin θ cosφ, r sin θ sinφ, r cos θ);

(4)f : R2 → R2, (u, v) 7→ (u2 − v2, 2uv);

(5)f : R2 → R2, (u, v) 7→ (eu cos v, eu sin v);

(6)f : R2 → R2, (u, v) 7→ (
u

u2 + v2
,

v

u2 + v2
).

C2) 我们考虑 R3 上的柱⾯坐标系：x = r cos θ, y = sin θ, z = z。这个坐标变换⽤映射来写就是

Φ : R>0 × (0, 2π)× R → R3, (r, θ, z) 7→ (r cos θ, r sin θ, z).

设 f 是 R3 上的⼆次可微函数。当 (x, y) ̸= (0, 0) 时，试通过计算来证明：

∂f

∂r
= cos θ∂f

∂x
+ sin θ∂f

∂y
,
∂f

∂θ
= −r sin θ∂f

∂x
+ r cos θ∂f

∂y
,(

∂f

∂x

)2

+

(
∂f

∂y

)2

+

(
∂f

∂z

)2

=

(
∂f

∂r

)2

+
1

r2

(
∂f

∂θ

)2

+

(
∂f

∂z

)2

,

∂2f

∂x2
+
∂2f

∂y2
+
∂2f

∂z2
=

1

r

∂

∂r

(
r
∂f

∂r

)
+

1

r2
∂2f

∂θ2
+
∂2f

∂z2
.

C3) 我们考虑 R3 上的球坐标系 (x, y, z) = (r sin θ cosφ, r sin θ sinφ, r cos θ)。证明，(
∂f

∂x

)2

+

(
∂f

∂y

)2

+

(
∂f

∂z

)2

=

(
∂f

∂r

)2

+
1

r2

(
∂f

∂θ

)2

+
1

r2 sin2 θ

(
∂f

∂φ

)2

,

∂2f

∂x2
+
∂2f

∂y2
+
∂2f

∂z2
=

1

r2
∂

∂r

(
r2
∂f

∂θ

)
+

1

r2 sin θ

(
sin θ∂f

∂r

)
+

1

r2 sin2 θ
∂2f

∂φ2
.

习题 D（齐次函数与 Euler 公式）考虑函数 f : Rn − {0} → R。如果存在 k ∈ R，使得对任意的

λ > 0 和任意的 x ̸= 0，我们都有 f(λx) = λkf(x)，我们就称 f 为 k 次齐次的，其中 k 称作是它

的次数。

D1) 证明，下⾯的函数 f : Rn → R 是齐次函数：

(1) f 是线性函数;

(2) f(x1, · · · , xn) = x1x2 + · · ·+ xn−1xn;

(3) f(x1, · · · , xn) = min{x1, · · · , xn};

(4) f(x) =
g(x)

h(x)
, 其中当 x ̸= 0 时, h(x) ̸= 0,并且 g 和 h 都是齐次函数.

D2)（Euler）假设 f 是可微的。证明：f 是 k 次齐次函数当且仅当它满⾜ Euler 等式
n∑
i=1

xi
∂f

∂xi
= kf。
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D3) 假设可微函数 f 是 k 次齐次函数。证明，对任意 v ∈ R2，∇vf 是 k − 1 次齐次函数。

D4) 令 f(x1, · · · , xn) = det


1 · · · 1

x1 · · · xn
...

...
xn−1
1 · · · xn−1

n

。证明，
n∑
i=1

xi
∂f

∂xi
=
n(n− 1)

2
f 和

n∑
i=1

∂f

∂xi
= 0。

思考题：切空间的抽象／几何定义（这是理解微分和切空间的重要习题）

习题 T 给定开集 Ω ⊂ Rn 和 p ∈ Ω。我们令 C(p) 是所有通过 p 的 C1 的曲线的集合。按照定义，

我们有

C(p) =
{
γ : I → Ω

∣∣∣I ⊂ R 是开区间且 0 ∈ I, γ(0) = p, γ 是 C1 的
}
,

我们在 C(p) 定义如下的等价关系，其中 γ1, γ2 ∈ C(p)：

γ1 ∼ γ2 当且仅当 γ′1(0) = γ′2(0).

我们考虑 C(p) 在上述等价关系下的等价类 C(p)/ ∼：

C(p)/ ∼=
{
[γ]
∣∣γ ∈ C(p)

}
,

其中，如果 γ ∼ γ′，那么在等价类的集合 C(p)/ ∼ 中，[γ] = [γ′]。换句话说，我们把在 p 点处的切

向量相同的曲线认为是同⼀条曲线，这就是为什么我们把这个空间称作是切空间。

T1) 证明，映射

ιp : C(p)/ ∼→ Rn, [γ] 7→ γ′(0)

是良好定义的并且是双射

T2) 证明，将 C(p)/ ∼ 定义为⼀个 R-线性空间使得上述为线性空间的同构，我们把具有线性空间

结构的 C(p)/ ∼（它本来仅是曲线的等价类的集合）记作是 TpΩ1。

T3) 令 Ω′ = Rm，f : Ω → Ω′ 是 C1 的映射（即其微分也连续），p′ = f(p)。证明，映射

f♯,p : C(p) → C(p′), γ 7→ f ◦ γ,

是良好定义的。换句话说，通过和 f 复合，我们可以把 Ω 上通过 p 点的曲线映射称为 Ω′ 上

通过 p′ 点的曲线。

T4) 证明，映射

f∗p : TpΩ → Tp′Ω
′, [γ] 7→ [f♯,p(γ)],

是良好定义线性映射。这个映射被称作是切映射。
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T5) 在 Ω 上考虑曲线

ℓk : (−1, 1) → Ω′, t 7→ p+ (0, 0, · · · , 0, t, 0, · · · , 0)︸ ︷︷ ︸
只有第 k 个位置⾮ 0

证明，ιp([ℓk]) =
∂

∂xk
，其中，我们在 Rn 上⽤ {x1, · · · , xn} 作为坐标系。

T6) 在 Ω 上考虑曲线

ℓ′k′ : (−1, 1) → Ω′, t 7→ p+ (0, 0, · · · , 0, t, 0, · · · , 0)︸ ︷︷ ︸
只有第 k′ 个位置⾮ 0

试⽤ f 的偏导数和 [ℓ′k′ ] 来表达 f∗p([ℓk])。

T7) 证明，我们有如下的交换图表：

TpΩ Tf(x1)Ω2

Tx1Ω1 Tg(f(x1))Ω3

ιp

≈

f∗p df(p)

ιp′

≈

即对任意的 [γ] ∈ TpΩ，我们有

f∗p([γ]) = ι−1
p′

(
df(p)

(
ιp([γ])

))
.

在这个意义，f∗p 与 df(p) 是⼀样的。

T8) 给定 [γ1], [γ2] ∈ TpΩ，如果它们都不是 0，我们可以计算它们的⾓度：

cos
(
∠([γ1], [γ2])

)
=

γ′1(0) · γ′2(0)
|γ′1(0)||γ′2(0)|

,

我们要求⾓度是在 [0, π) 中的值。考虑反演变换：

f : Rn − {0} → Rn − {0}, x 7→ x

|x|
.

证明，f 是 C1 的并且对任意的 p ∈ Rn − {0}，f∗ : Tp
(
Rn − {0}

)
→ Tf(p)

(
Rn − {0}

)
保持⾓

度。

———————————-
Pure mathematics is, in its way, the poetry of logical ideas.

– Albert Einstein
———————————-
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32 微分同胚，坐标变换，Clairaut-Schwarz 定理（偏导数可交换），多
元函数的 Taylor 展开，Rn 中光滑子流形的定义

⼆零⼆零年⼆⽉⼆⼗四⽇，星期⼀，阴

微分同胚与坐标变换

给定映射 f : Ω1 → Rn2，其中开区域 Ω1 ⊂ Rn1，⽤坐标分量表⽰，我们有

f = (f1, f2, · · · , fn2).

如果对任意的 k ∈ {1, · · · , n2}对任意的N ⩾ 1，对任意的N 个正整数 k1, k2, · · · , kN ∈ {1, 2, · · · , n1}，
偏导数

∂

∂xkN

(
∂

∂xkN−1

(
· · ·
(
∂fk
∂xk1

)
· · ·
))

都存在并且是连续的，那么我们就称 f 是光滑的。如果 n2 = 1，我就称之为光滑函数，并记为

C∞(Ω1)。

练习. 证明以下三个关于光滑函数的基本性质：

1) C∞(Ω1) 是⼀个 R-代数，即对任意的 f, g ∈ C∞(Ω1)，它们的任意实线性组合以及乘积都是

光滑函数。

2) 假设 f ∈ C∞(Ω1)。如果对任意的 x ∈ Ω，f(x) ̸= 0，那么
1

f
也是光滑函数。

3) 证明，对任意的 i ∈ {1, 2, · · · , n1}，对任意的 f ∈ C∞(Ω1)，有
∂f

∂xi
∈ C∞(Ω1)。

对于两个开区域 Ω1 ⊂ Rn1 和 Ω2 ⊂ Rn2，如果存在双射映射 f : Ω1 → Ω2，使得

f : Ω1 → Ω2, f−1 : Ω2 → Ω1

都是光滑的，我们就称 Ω1 和 Ω2 是微分同胚的（光滑同胚）。

我们把 Ω1 到 Ω2 之间的光滑映射的全体记作是 C∞(Ω1,Ω2)。当然，光滑的映射不见得是光滑

的同胚。

例子. 考虑如下映射

f : R → R, x 7→ x3.

很明显，f 是光滑的并且是双射。但是 f−1(y) = 3
√
y 不是光滑的。

根据上次课逆映射微分的命题，我们⼀定有 n1 = n2（维数相同）。

注记.
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1) 微分同胚是两个区域的⼀种等价性，这个等价性是用光滑的双射定义的。⼀个好的类比是研究线

性空间：两个线性空间之间等价指的是用线性的双射定义的线性同构。

2) 两个区域微分同胚，但是上述的映射 f 不⼀定唯⼀。比如说，令 Ω1 = Ω2 = Rn，任意⼀个可逆

的线性映射都可以被选作 f。

有了微分同胚这个概念，我们可以讨论坐标变换。考虑两个开区域 Ω1 ⊂ Rn1 和 Ω2 ⊂ Rn2，其

中 n1 = n2 = n（为了区别起见）。我们在第⼀个 Rn1 上⾯⽤ (x1, · · · , xn) 作为坐标系，在第⼆个

Rn2 上⾯⽤ (y1, · · · , yn) 作为坐标系，假设存在光滑的同胚：

Φ : Ω1 → Ω2.

我们认为通过 Φ 这个映射可以⽤ Ω1 上的点来参数化 Ω2 上的点：⽤ (x1, · · · , xn) 这个坐标系统也

可以描述 Ω2 上的点。⽐如说，给定坐标 (x1, · · · , xn)，它对应的 Ω2 中的点是 Φ(x1, · · · , x2)；根据

双射的性质，对任意的 p ∈ Ω2，我们总能找到 (x1, · · · , xn) ∈ Ω1，使得 Φ(x1, · · · , xn) = p。所以，

我们有两种不同的⽅式描述 Ω2 上的同⼀个点 p ∈ Ω2：

• 第⼀种⽅式是 p 的 yi-坐标 (y1(p), · · · , yn(p))；

• 第⼆种是 f−1(p) 的 xi-坐标 (x1
(
Φ−1(p)

)
, · · · , xn

(
Φ−1(p)

)
)。

我们强调之前所谈论的坐标函数的含义：xi 和 yi 分别视作是 Ω1 和 Ω2 上的函数。

所以，给定了 (x1, · · · , xn) 来描述 p ∈ Ω2，它所对应的 (y1, · · · , yn) 的坐标应该是

(Φ1(x1, · · · , xn), · · · ,Φn(x1, · · · , xn)).

很多⽂献习惯上将这个写成 (y1(x1, · · · , xn), · · · , yn(x1, · · · , xn))。
同学们也许会发现，上⾯这段讨论实际上根本没有⽤到 Φ 和 Φ−1 是光滑的，只需要 Φ 是双射

就好：实际上，光滑性保证了光滑函数的拉回还是光滑的。当给定了 Ω2 上的⼀个函数 f : Ω2 → R，

通过复合映射，我们可以将它看作是 Ω1 的函数，我们通常将它记作 Φ∗f = f ◦ Φ（称作是 f 被 Φ

的拉回），下⾯的交换图表给出了拉回的定义：

Ω1 Ω2

R

Φ

Φ∗f f

引理 185. 假设 f ∈ C∞(Ω2)（即 f 是 Ω2 上的光滑函数），那么 Φ∗f ∈ C∞(Ω1)。

证明: 我们只需证明对任意的 Ω2 上的光滑函数，对任意的 N，Φ∗f 的各阶偏导数

∂

∂xkN

(
∂

∂xkN−1

(
· · ·
(
∂(f ◦ Φ)
∂xk1

)
· · ·
))
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都存在且连续即可。对所求的偏导数的次数 N 进⾏归纳。如果 N = 0，由于 Φ 是连续映射，根据

连续映射的符合仍然连续，我们知道此时 Φ∗f 是连续的。假设对任意的 f，Φ∗f 的连续 N 次的偏

导数存在且连续，那么根据链式法则，我们知道

∂(f ◦ Φ)
∂xi

∣∣∣
x=x0

=
n∑
k=1

∂Φk

∂xi
(x0)

∂f

∂yk

(
Φ(x0)

)
=

n∑
k=1

∂Φk

∂xi
·
(
Φ∗ ∂f

∂yk

) ∣∣∣
x=x0

.

此时，每⼀个
∂Φk

∂xi
都是光滑函数，对

∂f

∂yk
利⽤归纳假设（这是那个被拉回的函数），对上述函数

再求 N 次偏导数也连续，所以命题成⽴。

注记. 上面的证明仅仅用到了 Φ 的光滑性，换句话说，我们证明了如下的命题，如果 f 是光滑函

数，Φ 是光滑映射，那么它们的复合 f ◦Φ 是光滑函数，其中，我们假设 f : Ω2 → R，Φ : Ω1 → Ω2。

最终，我们考虑常见的但是容易产⽣混淆的⼀种情形：我们假设有两个坐标系统 (xi) 和 (yi)

来描述 Ω 中的点。此时，我们把每⼀个坐标函数都理解为 Ω 上的函数，那么，如果⽤第⼀个坐标

系统来描述第⼆个坐标系统的坐标函数，我们就可以写成

y1 = y1(x1, · · · , xn), · · · , yn = yn(x1, · · · , xn).

反过来，我们可以⽤第⼆个坐标系统来描述第⼀个坐标系统的坐标函数：

x1 = x1(y1, · · · , yn), · · · , xn = xn(y1, · · · , yn).

假设 f : Ω → R 是 Ω 上的函数。通过利⽤不同的坐标，我们可以将 f 写成 f(x1, · · · , xn) 或者

f(y1, · · · , yn)。如此⽤变量来写函数很容易产⽣混乱。当然，如果 f 是⽤第⼆个坐标系统写的，即

f(y1, · · · , yn)，我们所说的 f(x1, · · · , xn) 应该是

f(x1, · · · , xn) = f(y1(x1, · · · , xn), · · · , yn(x1, · · · , xn)).

事实上，我们应该将 Ω1 = Ω 和 Ω2 = Ω 区分开，在 Ω1 ⊂ Rn1 中我们⽤ (xi) 作为坐标，在 Ω2 ⊂ Rn2

中我们⽤ (yi) 作为坐标，其中 n1 = n2 = n。我们考虑映射

Φ : Ω1 → Ω2, (x1, · · · , xn) 7→
(
y1(x1, · · · , xn), · · · , yn(x1, · · · , xn)

)
.

它的逆映射就是

Φ−1 : Ω2 → Ω1, (y1, · · · , yn) 7→
(
x1(y1, · · · , yn), · · · , xn(y1, · · · , yn)

)
.

此时，上⾯谈到的函数 f 是 Ω2 上的函数。

另外 f 的偏导数（或者微分）也可以⽤ (xi) 来表达，这就是说要计算 f ◦Φ 的偏导数（⽤ (yi)

坐标来算，就是
∂f

∂yi
）。
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练习 (重要). 利用链式法则证明：

∂f

∂xi
=

n∑
j=1

∂yj
∂xi

(x1, · · · , xn)
∂f

∂yj
(y1(x1, · · · , xn), · · · , yn(x1, · · · , xn)).

据此可知，由偏导数的定义是依赖于坐标系的选取的。特别地，在不同的坐标系之间它们的差

别由坐标变换（即上述的 Φ）的 Jacobi 矩阵决定。

注记. 偏导数的定义不是内蕴的，它依赖于具体坐标系的选取。然⽽，微分 df（按定义）不依赖于

坐标系统的选取，是内蕴的。

我们现在回到学习的主线上来。我们现在证明偏导数运算具有可交换性（这个定理的⼏何表述

是函数的 Hasse 算⼦是对称的）：

定理 186 (Clairaut-Schwarz). 给定 Rn 上的开集 Ω（n ⩾ 2）和函数 f : Ω → R 是函数，i, j ∈

{1, 2, · · · , n} 是两个不同的指标。假设在 Ω 上，函数
∂f

∂xi
(x)，

∂f

∂xj
(x) 和

∂

∂xi

( ∂f
∂xj

)
(x) 存在并且

连续。那么，
∂

∂xj

( ∂f
∂xi

)
(x) 也存在并且对任意的 x ∈ Ω，我们有

∂

∂xi

( ∂f
∂xj

)
(x) =

∂

∂xj

( ∂f
∂xi

)
(x).

为了证明这个命题，我们从⼀个引理开始：

引理 187. 假设函数 f : R2−{(0, 0)} → R 在 (0, 0) ∈ R2 处的极限 lim
(x,y)→(0,0)

f(x, y) 存在。如果存在

ε0 > 0，使得对于任意给定的 y0 ∈ (−ε0, ε0)，极限 lim
x→0

f(x, y0) 都存在。那么，极限 lim
y→0

(
lim
x→0

f(x, y)
)

存在并且

lim
y→0

(
lim
x→0

f(x, y)
)
= lim

(x,y)→(0,0)
f(x, y).

引理的证明. 按照距离空间中函数极限存在的定义， lim
(x,y)→(0,0)

f(x, y) 存在指的是存在 L，使得对任

意的 ε > 0，存在 δ > 0，当
√
x2 + y2 < δ 时，有 |f(x, y)− L| < ε。

任意固定 ε > 0。在上述极限的定义中，我们现在选取 δ 使得 δ ⩽ ε0。考虑任意⼀个 y，其中

|y| < δ。下⾯认为 y 是固定的。

那么，⾃然有 x，使得
√
y2 + x2 < δ。此时，我们令 x→ 0，我们就有（因为 |y| < ε0）：

| lim
x→0

f(x, y)− L| ⩽ ε.

即对任意的 ε > 0，我们找到了 δ > 0，使得对任意的 |y| < δ，上⾯的不等式成⽴。按照极限的定

义，这就是说 lim
y→0

(
lim
x→0

f(x, y)
)
存在并且等于 L。

Clairaut-Schwarz 定理的证明. 不妨假设 i = 1，j = 2。为了简单期间，我们将函数 f 记为

f(x1, x2, · · · , xn) = f(x, y, Z),
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其中 (x, y) = (x1, x2)，Z = (x3, · · · , xn) ∈ Rn−2。对任意的 h, ℓ ∈ R，定义

∆(h, ℓ) = f(x+ h, y + ℓ, Z)− f(x+ h, y, Z)− f(x, y + ℓ, Z) + f(x, y, Z).

根据 Lagrange 中值定理，我们有

∆(h, ℓ)

hℓ
=

1

h

(
f(x+ h, y + ℓ, Z)− f(x+ h, y, Z)

ℓ
− f(x, y + ℓ, Z)− f(x, y, Z)

ℓ

)
=

1

h

(
∂f

∂y
(x+ h, y + θ1ℓ, Z)−

∂f

∂y
(x, y + θ2ℓ, Z)

)
其中 θ1, θ2 ∈ [0, 1]。当然，简单地运⽤中值定理不能保证 θ1 = θ2。为说明基本的想法，我们先假设

θ1 = θ2 = θ。此时，根据⼆阶导数存在，我们可以继续运⽤中值定理：

∆(h, ℓ)

hℓ
=

∂

∂x

(
∂f

∂y

)
(x+ θ′h, y + θℓ, Z),

其中，θ′ ∈ [0, 1]。再根据
∂

∂x

(∂f
∂y

)
的连续性，我们知道 lim

(k,ℓ)→0

∆(h, ℓ)

hℓ
存在。

我们要对函数

R2 − (0, 0) → R, (h, ℓ) → ∆(h, ℓ)

hℓ
,

来运⽤前⾯的引理。我们可以先令 ℓ→ 0，根据定义，我们有

lim
h→0

(
lim
ℓ→0

∆(h, ℓ)

hℓ

)
= lim

h→0

(
1

h

(
f(x+ h, y + ℓ, Z)− f(x+ h, y, Z)

ℓ
− f(x, y + ℓ, Z)− f(x, y)

ℓ

))
= lim

h→0

1

h

(
∂f

∂y
(x+ h, y, Z)− ∂f

∂y
(x, y, Z)

)
=

∂

∂x

(
∂f

∂y

)
(x, y, Z).

反过来，我们也可以先令 h→ 0。类似的，我们得到

lim
ℓ→0

(
lim
h→0

∆(h, ℓ)

hℓ

)
=

∂

∂y

(
∂f

∂x

)
(x, y, Z).

根据引理，上⾯两式⼦左端的极限是相同的，这就证明了命题。

最终，我们解决上述 θ1 = θ2 的技术性问题。我们把函数写成：

∆(h, ℓ)

hℓ
=

1

h

([
f(x+ h, y + ℓ, Z)− f(x, y + ℓ, Z)

]
−
[
f(x+ h, y, Z)− f(x, y, Z)

]
ℓ

)
.

我们只需要将 f(x+ h, y, Z)− f(x, y, Z) 作为整体视作是 y 的函数（此时，x, h, Z 都是固定的）来

运⽤ Lagrange 中值定理即可。

注记. 基于这个命题，我们可以引⼊⼀个⽅便的记号来记多重的偏导数：令 α = (α1, · · · , αn) 为⼀

个多重指标，也就是说对于每个 i ⩽ n，有 αi ∈ Z⩾0，我们用 ∂αf 表示 α1 个
∂

∂x1
，α2 个

∂

∂x2
，

· · ·，αn 个
∂

∂xn
作用在 f 上，即

∂αf =

(
∂

∂xn

)αn

◦
(

∂

∂xn−1

)αn−1

◦ · · · ◦
(

∂

∂x1

)α1

(f) .
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当 f ⾜够多次连续可微时，上述命题保证了这些算⼦的复合不依赖于它们作用的顺序。我们还令

|α| = α1 + · · ·+ αn ⩽ k,

传统上我们还吧上面的多重偏导数 ∂α 记作

∂|α|

∂xα1
1 · · ·xαn

n
.

比如说，我们经常看到
∂2f

∂x2
,

∂2f

∂x∂y
.

例子 (Clairaut-Schwarz 的反例). 如果 Clairaut-Schwarz 定理中的连续性不成立，那么命题可能并

不成立。考察函数

f(x, y) =


xy(x2−y2)
x2+y2

, (x, y) ̸= (0, 0);

0, (x, y) = (0, 0).

那么，我们有
∂f

∂x
(x, y) =

x4y + 4x2y3 − y5

(x2 + y2)2
.

从⽽，我们有

∂

∂y

(∂f
∂x

)
(0, 0) = lim

y→0

∂f
∂x (0, y)−

∂f
∂x (0, 0)

y
= −1.

类似地（利用对称性），我们有

∂

∂x

(∂f
∂y

)
(0, 0) = 1.

这表明 Clairaut-Schwarz 定理并不成立。请思考定理中的哪个条件没有被满⾜。

多元函数的 Taylor 展开

我们现在来证明⾼维空间 Lagrange 余项 Taylor 公式，也就是在⼀个点附近⽤⾼次的多项式函

数来逼近函数。证明的想法很直接：将问题沿不同的⽅向化为 1 维的情形。其余余项的 Taylor 公

式证明是类似的。

定理 188. 假设 Ω ⊂ Rn 是凸的开集，f 在 Ω 上 k+ 1 次可微分（我们通常要求更多的条件：f 不

超过 k+1 阶的偏导数存在并且连续，这对于应用来说是⾜够的）。那么，对于任意的 x, y ∈ Ω，其

中 x = (x1, · · · , xn)，y = (y1, · · · , yn)，存在 ϑ ∈ [0, 1]（可能依赖于 x 和 y），使得

f(y1, · · · , yn) =
∑
|α|⩽k

∂αf(x)

α!
(x− y)α +

∑
|α|=k+1

∂αf
(
x+ ϑ(y − x)

)
α!

(x− y)α,

其中，

(x− y)α = (x1 − y1)
α1 · · · (xn − yn)

αn , α! = α1! · · ·αn!.
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证明: 我们考虑 x 与 y 之间的连线并把函数 f 限制到这条线上。⽤分析的语⾔写，我们考虑函数

g : (−ε, 1 + ε) → R, g(t) = f
(
x+ t(y − x)

)
.

这⾥⽤到了 Ω 的凸性。我们⾸先来计算 g 的 k-次导数（k ⩾ 0）：

g(k)(t) =
∑
|α|=k

k!

α!
(∂αf)

(
x+ t(y − x)

)
(y − x)α.

这个式⼦可以⽤归纳法来证明：k = 0 是显然的。假设

g(k−1)(t) =
∑

|α|=k−1

(k − 1)!

α!
(∂αf)

(
x+ t(y − x)

)
(y − x)α.

根据⽅向导数的性质，对任意的函数 f，我们有

d

dt
f
(
x+ tv

)∣∣
t=0

= vi
∂f

∂xi
(x).

所以，

g(k)(t) =
∑

|α|=k−1

(k − 1)!

α!

[
(∂αf)

(
x+ t(y − x)

)]′
(y − x)α

=
∑

|α|=k−1

(k − 1)!

α!

[ n∑
m=1

(ym − xm)
( ∂

∂xm
(∂αf)

)(
x+ t(y − x)

)]
(y − x)α

=
∑
|β|=k

k!

β!
(∂βf)

(
x+ t(y − x)

)
(y − x)β.

最后⼀个等号需要搞清楚如下的组合性质：为了从前⼀步的某个 |α| = k − 1 得到固定的 β，其中

|β| = k，有如下 n 中可能性：

α1 = (β1 − 1, · · · , βn) −→ β, α2 = (β1, β2 − 1, · · · , βn) −→ β, · · · , αn = (β1, · · · , βn − 1) −→ β.

所以，所求的系数应该是（这个等价于 β1 + · · ·+ βn = k）:
n∑

m=1

(k − 1)!

αm!
=
k!

β!
.

现在对 g ⽤ Taylor 公式（在 0 和 1）之间，我们有 ϑ ∈ [0, 1]，使得

g(1) =
∑
ℓ⩽k

g(ℓ)(0)

ℓ!
+
g(k+1)(ϑ)

(k + 1)!
.

将 g(t) 的值代⼊即可。

357



Rn 中的光滑子流形：曲线和曲面的定义

在 Rn 中，我们考虑 Rk ⊂ Rn，此时的 Rk 是按照下⾯精确的⽅式定义的

Rk =
{
(x1, · · · , xn)

∣∣xn = xn−1 = · · · = xk+1 = 0
}
.

这是由 n− k 个线性函数的零点定义出来的线性⼦空间。这就是最基本的k-维⼦流形的例⼦。所谓

的 k ⼦流形，Rn 中的⼀个⼦集，在每个局部上来看，它长得样⼦就像是线性的 Rk 落在 Rn 中⼀

样。我们可以设想 R3 中的⼀个曲⾯，在⼀个点的附近，这个曲⾯和切平⾯很近，从⽽变化不⼤。它

的样⼦⼤概是

曲⾯的两⾯⽤灰⾊和绿⾊表⽰，其中绿⾊的⼀⾯上画有⼀条线。这个曲⾯落在 R3 中和右边的 R3

中的 R2 上的圆盘很相似。

为了理解⼦流形的概念，我们先看两个（不平凡的）例⼦，它们维数或者余维数为 1（在 R3 种

这已经给出了所有的维数）。维数为 0 的基本例⼦是 Rn 中的点，余维数为 0 基本例⼦是 Rn 本⾝，

这些都没有太多的意思。另外，⼦流形是⼀个局部的概念，所以我们现在只关⼼局部的情况。

我们⾸先研究曲线。

假设 γ : (−ε, ε) → Rn 是光滑的映射（C1 就可以），我们要求对任意的 t ∈ (−ε, ε)，γ′(t) ̸= 0。

这个条件称作是曲线的⾮退化条件，⼀定程度上可以认为是要排除 γ(t) ≡ p 这种极端的例⼦（此

时，我们得到的是⼀个点⽽不是曲线）。由于 γ′(0) ̸= 0，我们不妨假设 γ′n(0) > 0（< 0 的情况可以

类似地讨论），即 γ(t) 的 x1 分量在 0 附近（我们总可以假设 ε 很⼩）是严格递增的。我们要说明

γ 在 γ(0) 附近与 x1 轴 R1 = {(x1, 0, · · · , 0)} ⾮常相似。事实上，我们构造映射

Φ :Rn → Rn, (x1, x2, · · · , xn) 7→ (γ−1
1 (x1), x2 − γ2

(
γ−1
1 (x1)

)
, , · · · , xn − γn

(
γ−1
1 (x1)

)
).

在 0 附近，这是⼀个良好定义并且是可逆的映射：它的逆可以⽤下⾯的公式表达

Φ−1 :Rn → Rn, (y1, y2, · · · , yn) 7→ (γ1(y1), y2 + γ2(y1), , · · · , yn + γn(y1)).

不难看出，这是⼀个微分同胚。所在，在⽤⼀个微分同胚把曲线（的像）拉直了之后或者说换

到了 (y1, · · · , yn) 这个坐标系下看，我们的曲线就是标准的 x1-轴：

γ

x1

Φ
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其次，我们研究由⽅程的图像定义的曲⾯。给定函数 f : Rn−1 → R。我们考虑它的图像

Γf = {(x, f(x)) ∈ Rn−1 × R ⊂ Rn|x ∈ Ω}.

这是 Rn 中的超曲⾯（余维数为 1）。我们定义映射

Φ : Rn → Rn, (x1, x2, · · · , xn) 7→ (y1, · · · , yn) = (x1, x2, · · · , xn − f(x1, · · · , xn−1)).

很明显，Φ 是双射，其逆映射为

Φ−1 : Rn → Rn, (y1, y2, · · · , yn) 7→ (x1, · · · , xn) = (y1, y2, · · · , yn + f(y1, · · · , yn−1)).

这两个映射显然是光滑的，所以 Φ 是微分同胚。从⽽，通过⽤⼀个微分同胚把这个曲⾯拉直了之后

或者说换到了 (y1, · · · , yn) 这个坐标系下看，我们的曲线就是标准的 Rn−1（由⼀个线性⽅程的零点

给出）：

xn

Γf

yn

x1 y1

Φ

最终，我们再研究⼀个经典的例⼦，考虑 3 维空间中的单位球⾯ S2 ⊂ R3，也即是

S2 = {(x, y, z)
∣∣x2 + y2 + z2 = 1.}

很明显，S2 可以被写成 6 个半球⾯的并：

S2 = S2
x>0 ∪ S2

x<0 ∪ S2
y>0 ∪ S2

y<0 ∪ S2
z>0 ∪ S2

z<0.

每⼀个部分都是⼀个函数的图像，⽐如说，

S2
y<0 =

{(
x, z, f(x, z)

∣∣f(x, z) = −
√
1− x2 − z2, x2 + z2 < 1

)}
,

其中，函数 f 定义在 (x, z) 平⾯的⼀个单位圆盘的内部。所以说，S2 在局部上来看是⼀个微分⼦

流形。

练习. 证明，S2 ⊂ R3 在如下的意义下永远都不是⼀个函数的图像：不存在微分同胚

Φ : R3 → R2
y1,y2 × R1

y3 ,

和 R2
y1,y2 中的区域（任意区域不⼀定是开集）Ω ⊂ 以及 Ω 上的光滑函数 f，使得 Φ(S2) 是 f 的图

像

Γf =
{
(y1, y2, f(y1, y2) ∈ R2

y1,y2 × R1
y3

∣∣(y1, y2) ∈ Ω
}
.
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将这些例⼦作为基本的图像，我们就可想办法定义 Rn 中的⼦流形了，这是所有的那些在局部

上复合⼀个微分同胚（换⼀下坐标系）之后就变成了线性⼦空间的⼀部分的那样的⼦集合。：6

定义 189 (d-维⼦流形). 假设 M ⊂ Rn 是非空⼦集，这个 Rn 中的坐标用 (xi) 表示。如果存在整

数 d ⩾ 0，使得对任意的 x ∈M，存在开集 U ⊂ Rn，x ∈ U 以及（可能是另外⼀个）Rn 中的开集

（这个 Rn 中的坐标用 (yi) 表示）V 以及微分同胚

Φ : U → V

使得

Φ : U ∩M = V ∩ (Rd × {0}),

其中我们把 Rn = Rd+(n−d) 写成 Rd ×Rn−d，上述的表达式要求后面的 n− d 个坐标都取 0，我们

就称 M 是 Rn 的⼀个 d-维的（微分）子流形。其中，d 称作是 M 的维数，记作 dimM。

U

x

Φ(x)

V

x1

xn
yn

y1

Φ

注记. 我们还把 codimM = n−dimM 称作是 M 的余维数，它有着如下具体的含义：存在 codimM
个函数，使得 M 恰好是这些函数的公共零点集合。实际上，我们可以取 fj = Φ∗yj，其中 j =

d+ 1, d+ 2, · · · , n。

我们需要说明维数 d 是良好的定义。换句话说，把 M 局部上看成是某个 d 维的线性⼦空间中的集

合的⽅式又可能不唯⼀。按照定义，对于给定的 x，我们有可能有（很明显有很多）另外的 d′ ⩾ 0

和开集 U ′，x ∈ U ′ 以及（可能是另外⼀个）Rn 中的开集（这个 Rn 中的坐标⽤ (zi) 表⽰）V ′ 以

及微分同胚

Φ′ : U ′ → V ′

使得

Φ′ : U ′ ∩M = V ′ ∩ (Rd
′ × {0}),

通过考虑 U ∩ U ′，我们可以要求 U = U ′。

6根据 Whitney 的定理，这个定义实际上包含了所有的微分流形。
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U

x

Φ(x)

V

xn

yn

y1, · · · , ydΦ

x1

Φ′
Ψ = Φ ◦ Φ−1

Φ′(x)

V ′

zn

z1, · · · , zd′

我们考虑映射

Ψ = Φ′ ◦ Φ−1 : V → V ′.

这是两个微分同胚的复合，所以还是微分同胚。特别地，如果我们把映射 Ψ 限制到 V ∩ (Rd×{0})
上⾯，我们就得到了微分同胚

Ψ : V ∩ (Rd
′ × {0}) → V ′ ∩ (Rd

′ × {0}).

这是 Rd 和 Rd′ 中的两个开集之间的微分同胚，我们上周已经利⽤复合映射的链式法则证明了

d = d′。
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33 子流形用坐标表示，子流形作为零点集来实现，反函数定理及证明，

反函数定理与坐标变换之间的关系

⼆零⼆零年⼆⽉⼆⼗七⽇，星期四，阴

子流形定义的一个注解

我们⾸先简单回顾⼀下⼦流形的定义：

定义 190 (d-维⼦流形). 假设 M ⊂ Rn 是非空⼦集。如果存在整数 d ⩾ 0，使得对任意的 x ∈ M，

存在开集 U ⊂ Rn，x ∈ U 以及 Rn 中的开集 V 以及微分同胚 Φ : U → V 使得 Φ : U ∩M =

V ∩ (Rd × {0})（后面 n− d 个坐标为 0），我们就称 M 是 Rn 的⼀个 d-维的（微分）子流形。

U

x

Φ(x)

V

x1

xn
yn

y1

Φ

注记. （⼦流形上的局部⾏为）

1) 由于 V ∩ (Rd × {0}) 是 Rd 中的开集，所以，U ∩M 与 Rd 中的⼀个开集是微分同胚的，所以

M 的每个点的附近（与 Rn 中的某个开集 U 的交）都与 Rd 中的某个开集是微分同胚的。我们通

常说，局部上 M 是 Rn，因为我们可以进⼀步取更小的邻域，使得 U ∩M 与 Rd 中的开球是微分

同胚的。

U

U ∩M

M
V

y1, y2, · · · , yd

Φ

2) 由于在 V ∩Rd 上可以选取 y1, · · · , yd 作为坐标，所以 {Φ∗yi}i⩽d 可以作为 M ∩U 上的⼀个局部

坐标。所以，我们可以局部上用 d 个坐标来标记 M 上的点。当然，我们可能有很多种不同的⽅式

来选取这样的坐标。

注记. （⼦流形局部上作为函数的公共零点）根据 Φ : U → V，在右边的 V 上有 n − d 个光滑函

数 yd+1, · · · , yd，它们的公共零点集合{
(y1, · · · , yn) ∈ V

∣∣yd+1 = yd+2 = · · · = yn = 0
}

恰好给出了 V ∩ Rd；所以，通过微分同胚 Φ，我们知道在左边的 U 上也存在 n − d 个光滑函数

Φ∗yd+1, · · · ,Φ∗yd，它们的公共零点集恰好是 M ∩ U。
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这是我们基本的⼏何直观：每⼀个 Φ∗yi = 0 给出了⼀个关系，使得空间的维数降低了恰好 1

维。我们在线性代数的课上很熟悉这样的例⼦：如果

Lk : V → R, x 7→ Lk(x)

是 n-维 R-线性空间 V 上的 s 个线性函数，那么它们的公共零点集

W = {x ∈ V
∣∣L1(x) = · · · = Ls(x) = 0}

是 n− s 维的线性空间。当然，我们必须要求这些 Lk 们是线性⽆关的。所谓的隐函数定理就是说

如果 U 上有 s 个“⽆关”的光滑函数，那么它们的公共零点集就是⼀个 n− s 维的⼦流形。

反函数定理

简单⽽⾔，反函数（和隐函数）定理说的是映射的线性化（微分）决定了映射的局部性质。我

们先看⼀个有意思的例⼦，它讲的是在⼀定条件下微分是线性同构这个代数事实保证了映射的逆具

有连续可微性这个分析的性质。

引理 191 (正则性引理). 给定开集 U ⊂ Rn 和开集 V ⊂ Rn，映射 f : U → V 是同胚，即 f 是双

射并且 f 和 f−1 都是连续的。如果 f ∈ C1(U, V )，那么如下两条是等价的：

1) f−1 是 C1 的；

2) 对任意的 x ∈ U，df(x) : TxU → Tf(x)V 是同构（即其 Jacobi 矩阵的⾏列式非零）。

注记. 当第⼆个条件不成立的时候，f−1 可能不是可微的，比⽅说，我们可以考虑

f : R → R, x 7→ x3.

此时，f 和 f−1 都是连续的，但是 f−1 在原点处不可微。

证明: 我们注意到 1) ⇒ 2) 是显然的，因为如果 g = f−1 也可微，所以对 g ◦f = IdU 和 f ◦g = IdV
求微分，我们就得到了 dg 的逆，这实际上在推倒逆映射的微分公式时我们已经证明过了，请参考

第⼆次课的笔记。

下⾯证明 2) ⇒ 1)。为了⾏⽂⽅便，我们先引⼊⼏个记号：对于给定的 x ∈ U，令 y = f(x) ∈ V，

f−1 = g，A = df(x)，B = A−1（我们假设了 A 可逆），我们要证明 g 在 y 处可微并且其微分恰为

B，即

lim
h→0

|∆(h)|
|h|

= 0,

其中

∆(h) = g(y + h)− g(y)−B(h).

由于 f 在 x 处是可微的，所以对任意的 k ∈ Rn，k → 0，我们有

f(x+ k) = f(x) +A(k) + δ(k),
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其中 δ(k) = o(k)。根据 g = f−1 的连续性，我们有

y + h = f
(
g(y + h)

)
= f

(
x+

o(1)︷ ︸︸ ︷
B(h) + ∆(h)

)
= y +A

(
B(h)︸ ︷︷ ︸
=h

+∆(h)
)
+ δ
(
B(h) + ∆(h)

)
.

左右两边消去相同的项，我们得到

0 = A
(
∆(h)

)
+ δ
(
B(h) + ∆(h)

)
.

作⽤上 A 的逆，我们得到∣∣∆(h)
∣∣ = ∣∣∣B (δ(B(h) + ∆(h)

)) ∣∣∣
⩽ C1|δ

(
B(h) + ∆(h)| ⩽ o(B(h)) + o(∆(h))

= o(h) + o(∆(h)).

从⽽，当 h 较⼩时，我们有∣∣∆(h)
∣∣ ⩽ o(h) + 0.01

∣∣∆(h)
∣∣ ⇒

∣∣∆(h)
∣∣ ⩽ 100

99
o(h) = o(h).

为了完成命题的证明，我们还需要说明 f−1 的微分是连续的。然⽽，根据逆映射的微分公式（现在

g 可微所以可以⽤这个公式了），我们有

dg(y) =
(
df
(
g(y)

))−1
.

由于 df 连续，g 连续并且矩阵的求逆也是连续的，所以 dg 连续。

我们现在可以证明反函数定理

定理 192 (反函数定理). Ω ⊂ Rn 是开集，f : Ω → Rn 是 C1 的。如果对于点 x0 ∈ Ω，f 在此点的

微分 df(x0) 是可逆的，那么 f 在 x0 的局部上是 C1 的微分同胚，即存在开集 U ⊂ Ω，x0 ∈ U 和

开集 V ⊂ Rn，使得 f 在 U 上的限制给出的 f : U → V 双射并且 f 与 f−1 均为 C1。

我们先回忆如下的不动点定理（已经证明，参考上学期第七课的讲义），这是我们证明的主要

⼯具：

定理 193 (Banach/Picard 不动点定理). (X, d) 是完备的距离空间，T : X → X 是⼀个压缩映射，

即存在正常数 γ < 1，使得对任意的 x, y ∈ X，都有

d
(
T (x), T (x′)

)
⩽ γd(x, x′).

那么，T 有唯⼀的不动点，即存在唯⼀的 x0 ∈ X，使得 T (x0) = x0。
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反函数定理的证明. 问题的证明分为三步，其难点在于局部上能构造出映射 f 的逆。我们不妨假设

x0 = 0，f(x0) = 0 并且 df(x0) = Id，也就是说作为 Rn → Rn 的线性映射可以⽤单位矩阵来表⽰。

事实上，我们可以考虑，映射

F : Rn → Rn, x 7→ df(x0)
−1
((
f(x0 + x)− f(x0)

))
.

⽤ F 来代替 f，那么 F 就满⾜上述要求。然⽽，如果考虑

df(x0) : Rn → Rn, x 7→ df(x0)(x),

和

τv : Rn → Rn, x 7→ x+ v,

那么，f = τf(x0) ◦ df(x0)−1 ◦ F ◦ τ−x0，这是 F 和⼀些微分同胚的复合，所以 f 局部上也是微分同

胚。

我们以下假定 f 满⾜这些要求。

第一步，翻译成不动点问题。先来证明局部上是满射，即对于 y ∈ V（某个 V，后⾯会有具体

的限制），要找 x ∈ Ω，使得

f(x) = y.

上⾯的式⼦等价于

x− f(x) + y = x

所以，我们定义 T (x) = x− f(x) + y，T 的不动点 x 即为所求。

第二步，验证映射的压缩条件。⾸先注意到

dT (0) = df(0)− Id = 0.

根据 df 的连续性，存在 r > 0，使得对任意的 x ∈ B(0, r)（这是中⼼在原点半径为 r 的⼩球）上，

我们有

∥dT (x)∥ < 1

10
.

其中，矩阵的范数 ∥dT (x)∥ 我们可以任意地事先取定。

⾸先考虑 T (x)− T (x′)，x, x′ ∈ B(0, r)。我们定义 x 与 x′ 连线上的函数，即

g(t) = f
(
tx+ (1− t)x′

)
− (x+ (1− t)x′).

请注意，这是向量值的函数，我们仍然可以定义积分（即在每个分量上定义）。根据 Newton-Leibniz
公式，我们有

T (x)− T (x′) =
(
f(x)− x

)
−
(
f(x′)− x′

)
= g(1)− g(0) =

ˆ 1

0
g′(t)dt

=

ˆ 1

0
df
(
tx+ (1− t)x′

)
(x− x′)− (x− x′)dt.
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从⽽，

∥T (x)− T (x′)∥ =

ˆ 1

0
∥T
(
tx+ (1− t)x′

)
(x− x′)∥dt

⩽
ˆ 1

0

1

10
∥(x− x′)∥dt

=
1

10
∥(x− x′)∥.

从⽽，T 是压缩的。

另外，为了利⽤压缩映像定理，我们要找到距离空间 X，使得 f(X) ⊂ X。实际上，我们取

X = B(0, r)。根据上⾯的不等式，对于 x′ = 0 和 x ∈ B(0, r)，按照定义，我们有

∥T (x)∥ ⩽ ∥T (x)− T (0)∥+ ∥T (0)∥

=
1

10
|x|+ |y|

< r.

其中，我们要求 y ∈ B(0,
r

2
)（实际上，这⾥就选取了 V）。这表明 T (x) ∈ B(0, r)。所以，对于

X = B(0, r)（这是 Rn 中的闭球所以完备），我们有

T : X → X.

根据不动点定理，对任意的 y ∈ B(0,
r

2
)，都存在唯⼀的 x ∈ B(0, r)，使得 f(x) = y，即 T (x) = x。

综合上⾯的讨论，我们令

U = B(0, r) ∩ T−1
(
B(0,

r

2
)
)
, V = B(0,

r

2
).

很明显，这是两个开集。按照我们的构造⽅式我们有满射

f : U → V.

这实际上是⼀个双射。为此，我们利⽤ df(x) 的连续性，对任意的 ε > 0，只要 r 实现选的⾜够⼩，

我们就有 ∥df(x)− Id∥ < 0.1。我们可以选 ε = 0.1，此时 r 也可以确定。如果 f(x) = f(x′)，令

h(t) = f
(
tx+ (1− t)x′

)
.

那么，我们通过对 h(t) ⽤ Newton-Leibniz 公式，就有

0 =∥f(x)− f(x′)∥ =

ˆ 1

0
df
(
tx+ (1− t)x′

)
(x− x′)dt

= x− x′ +

ˆ 1

0

(
df
(
tx+ (1− t)x′

)
− Id

)
(x− x′).

从⽽，

∥x− x′∥ ⩽
ˆ 1

0
0.1× ∥x− x′∥dt = 0.1× ∥x− x′∥.
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所以，x = x′。

第三步，正则性条件。为了利⽤正则性引理，我们需要说明 g = f−1 是连续的。任取 y, y′ ∈ V，

假设 g(y) = x，g(y′) = x′，按照构造，我们有

|g(y)− g(y′)| = |x− x′| = |T (x)− T (x′) + (y − y′)|

⩽ |T (x)− T (x′)|+ |y − y′|

⩽ 1

10
|x− x′|+ |y − y′|

=
1

10
|g(y)− g(y′)|+ |y − y′|.

从⽽

|g(y)− g(y′)| ⩽ 1.1× |y − y′|.

这表明 g 是连续的。

注记. 反函数定理对任意的（⽆限维）完备赋范线性空间都成立，建议有兴趣的同学可以查阅并对

比我们的证明。

我们还可以要求反函数定理中的映射有更⾼的正则性：

推论 194. 假设 k ⩾ 2 是整数。在反函数定理的假设中，如果我们进⼀步要求 f ∈ Ck(Ω)，那么得

到的逆映射 f−1 ∈ Ck(V )。

证明: 根据链式法则，f−1 的微分是 d(f−1)(y) = (df)−1(f−1(y))，其中 y ∈ V。令 g = f−1。我们

在 U 和 V 上任意选取坐标 (xi) 和 (yj)，假设 f 和 g 的 Jacobi 矩阵分别是 A 和 B，即

df(x) = A(x) = (Aij(x1, · · · , xn)), dg(y) = B(y) = (Bij(y1, · · · , yn)).

根据要求 Aij ∈ Ck−1(U)。然⽽，B(y) = A−1(g(y))。根据逆矩阵的计算，我们知道 Bij 形如

Bij(y) =
∑ Ai′j′(g(y))Ai′′j′′(g(y)) · · ·Ai′′′j′′′(g(y))

detA(y) .

在求 ℓ 次导数的时候，分母上只会出现 detA，⽽导数都出现在分⼦上⾯，⽽由链式法导致的 g 的

导数⾄多出现到 ℓ− 1 阶。据此，我们知道 Bij(y) 是 Ck−1 的，从⽽ g = f−1 是 Ck 的。

注记. 为了说明 f−1 是⾼阶光滑的，这个引理说只要验证 f 的⼀阶导数就可以做到这⼀点，这在

技术上提供了莫⼤的⽅便。

注记 (⼏何解释：坐标变换). 我们可以用选取坐标系的观点来解释反函数定理：

f

U

x1

x2

V

f2

f1

x1

xn

y1

yn
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为了描述 V 上的点，通过 f，我们实际上可以选取 (x, · · · , xn) 作为坐标系（⽽不是 (y1, · · · , yn)），
也就是说用 U 中的点（的坐标）来参数化 V。

368



33.1 习题课：拓扑空间

清华大学 19-20 春季学期，数学分析二，第一次习题课内容

拓扑空间的补充

关于拓扑空间的补充

定义 195 (拓扑空间). X 是集合，T = {U |U ⊂ X} 是 X 的某些⼦集所组成的集合。如果下面三

个条件成立

1) ∅ ∈ T，X ∈ T。

2) 对任意的 {Uα}α∈A ⊂ T，其中 A 为指标集合，我们有
∪
α∈A

Uα ∈ T。

3) 对任意有限个 U1, U2, · · · , Um ∈ T，我们有
∩

1⩽i⩽m
Ui ∈ T。

我们就称 T 是 X 上的⼀个拓扑，每个 U ∈ T 都被称作是（拓扑 T 下的）开集。我们把⼆元组

(X,T) 称作是⼀个拓扑空间。

给定拓扑空间 (X,T)，考虑⼦集 F ⊂ X，如果其补集 X − F 是开集（即 X − F ∈ T），我们

就称 F 是在拓扑 T 下的）闭集。对于闭集，我们有如下的性质：

1) ∅ 和 X 都是闭集。

2) 任意多闭集的交集是闭集。

3) 有限个闭集的并集是闭集。

例子 (距离空间). (X, d) 是距离空间，对任意的 x ∈ X，以 x 为中⼼以 r 为半径的开球我们记作

B(x, r) = {y ∈ X|d(y, x) < r}.

如果 U ⊂ X 是若⼲开球的并，我们就称 U 是 (X, d) 中开集。⼀个等价的说法是对任意的 x ∈ U，

都存在 δ > 0，使得 B(x, δ) ⊂ U。我们用 Td 表示按照这种特定⽅式所定义的开集所组成的集合。

我们上学期已经说明了 ∅ 和 X 都是开集；任意多开集的并集还是开集；有限个开集的交集还是开

集。换⽽⾔之，(X,Td) 是拓扑空间。我们将 Td 称作是由距离函数 d 所定义的标准拓扑。距离空间

的例⼦是我们唯⼀关⼼的拓扑空间。

我们引⼊两个拓扑空间之间的连续映射的概念。从范畴论的观点来看，连续映射是拓扑空间之

间最⾃然的映射，这个与我们学过的其它空间之间的映射⾮常相似：在线性空间之间应该考虑线性

映射，在群之间应该考虑群同态或者这个学期在两个微分⼦流形之间应该考虑光滑映射。
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定义 196 (连续映射：开集的逆像是开集). 假设 (X,T) 和 (X ′,T′) 是拓扑空间，f : X → X ′ 是映

射。如果对每个 U ′ ∈ T′，我们有 f−1(U ′) ∈ T，我们就称 f 是连续映射。

练习. 连续映射的复合是连续的，即若 (X,T)，(X ′,T′) 和 (X ′′,T′′) 是拓扑空间，f : X → X ′ 和

f ′ : X ′ → X ′′ 是连续映射，那么

f ′ ◦ f : X → X ′′

是连续映射。

练习. (X, d) 和 (X ′, d′) 是距离空间，Td 和 Td′ 分别是 X 和 X ′ 上由其距离函数所定义的拓扑。假

设 f : X → X ′ 是映射，那么下面两个概念是等价的：

1) f : (X, d) → (X ′, d′) 是距离空间之间的连续映射。（由点列的收敛定义的）

2) f : (X,Td) → (X ′,Td′) 是拓扑空间之间的连续映射。

我们引⼊拓扑子空间的概念。这学期课程中将要研究 Rn 中曲线与曲⾯等都是这样的例⼦。

练习. (X,T) 是拓扑空间，Y ⊂ X 是⼦集。我们考虑 X 上的开集与 Y 的交所构成的集合：

T
∣∣
Y
= {U ∩ Y

∣∣U ∈ T}.

1) 证明，T
∣∣
Y

是 Y 上的⼀个拓扑。我们称 (Y,TY ) 是 (X,T) 的子（拓扑）空间。

2) 证明，包含映射

ι : Y → X, y 7→ y

是 (Y,TY ) 与 (X,T) 之间的连续映射。

3) 假设 (Y, T̃) 是拓扑空间，即 T̃ 是 Y 上的拓扑，使得包含映射

ι : Y → X, y 7→ y

是连续的，那么 T̃ ⊃ TY。换⽽⾔之，TY 是使得包含映射为连续映射的最小的拓扑。

关于距离空间我们也有⼦空间的概念：若 (X, d) 是距离空间，Y ⊂ X 是⼦集，对任意的

y1, y2 ∈ Y，我们定义

dY (y1, y2) = d(y1, y2).

这个 dY : Y × Y → R⩾0 定义出了 Y 上的距离函数。我们将 (Y, dY ) 称作是 (X, d) 的子（距离）空

间

练习. (X, d) 是⼀个度量空间，(Y, dY ) 是 (X, d) 的⼦距离空间。那么，集合 Y 上有两种拓扑：

• 拓扑 Td
∣∣
Y
：先用 X 的距离函数给出 X 上的开集从⽽使得 X 成为⼀个拓扑空间 (X,Td)，然

后将这个拓扑限制到 Y 上。
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• 拓扑 TdY ：先用 X 上的距离函数限制到 Y 上使得 Y 成为距离空间，然后用个距离来定义拓

扑。

证明，Td
∣∣
Y
= TdY 。换⽽⾔之，为了得到距离空间的⼦集上的拓扑，我们可以先将它视作是距离空

间再取距离所诱导的拓扑，也可以先将全空间视作是拓扑空间然后取⼦空间拓扑，这两种操作是交

换的。

最后我们引⼊同胚的概念：

定义 197. 假设 (X,T) 和 (X ′,T′) 是拓扑空间，f : X → X ′ 是连续的双射。如果逆映射 f−1 :

X ′ → X 也是连续的，我们就称 f 是 (X,T) 与 (X ′,T′) 之间的同胚。此时，我们通常说 X 和 X ′

是同胚的。

同胚是拓扑空间之间的等价性。如果两个拓扑空间同胚，除⾮在某些特定的场合，我们将不再

区分它们。如果我们考虑的是距离空间之间的等价性，我们通常要求距离空间之间是等距同构的，

即若 (X, d) 与 (X, d) 是距离空间，如果存在双射 f : (X, d) → (X, d)，使得对任意的 x, y ∈ X，

d(ι(x), ι(y)) = d(x, y),

我们就称 f 是等距同构。

练习. 我们考虑⼏个拓扑空间之间的连续映射的例⼦：

1) R 和 (0, 1) 上我们给定最常见的绝对值定义的距离，证明，它们不等距同构但是它们是同胚

的。简单来说，拓扑同胚是比等距同构要松散的多的⼀个等价性。

2) 考虑单位圆周 S1 = {(x, y) ∈ R2
∣∣x2 + y2 = 1} 并将它视作是拓扑空间。证明，映射

f : [0, 1) → S1, x 7→ (cos(2πx), sin(2πx)),

是连续的双射但是不是同胚。

3) 证明，S1 不于任何⼀个 R1 的⼦集（作为拓扑⼦空间）同胚。
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33.2 作业：反函数和隐函数定理

清华大学 19-20 春季学期，数学分析二，作业 2

请⽤ A4 ⼤⼩的纸张正反面⽤钢笔，签字笔或者圆珠笔书写，并注明⾃⼰的姓名，年级和

作业的总页数。除定理公式所涉及的⼈名之外，请使⽤中文。本次作业的提交时间和地点

为 2 月 36 日上午的课堂上，逾期视作零分。

注记. 本次作业除了问题 C 之外，都与反函数定理相关。

A. 微分同胚与反函数定理的基本习题

A1) 考虑映射函数 f : R → R，其中

f(x) =

x+ x2 sin
(
π
x

)
, x ̸= 0;

0, x = 0.

证明，f 在 R 上可微分并且 df(0) ̸= 0 但是在 0 附近任意⼩的邻域上 f 都不是单射。请对⽐

反函数定理说明反函数定理中哪⼀个条件没有被满⾜。

A2) 考虑映射

f : R2 → R2, (x, y) 7→ (ex cos(y), ex sin(y)).

证明，f 在每个 (x, y) ̸= (0, 0) 处都满⾜反函数定理的要求但是 f 不是单射也不是满射。

A3) 我们考虑映射

f : R2 → R2, (x, y) 7→ (2x− y + x2y − 2y5, x+ 3y − 4x2y2).

– 证明，存在 0 的开邻域 U 和 V，使得 f : U → V 是微分同胚。

– 假设 W = f(R2) 为 f 的像，试问 f : R2 → R2 是否为微分同胚？

A4) 假设 f : Rn → Rn 是连续可微的。如果存在 a > 0，使得对任意的 x, y ∈ Rn，我们都有

|f(x)− f(y)| ⩾ a|x− y|,

那么，f : Rn → Rn 是 C1 的微分同胚。（注意：反函数定理只给出局部的同胚）

A5) 假设 f : R → R 是 C∞ 的并且存在 0 ⩽ α < 1，使得 |f ′(x)| ⩽ α。定义

F : R2 → R2, (x, y) 7→ (x+ f(y), y + f(x)).

– 证明，F 是 C∞ 的映射并且对任意的 (x, y) ∈ R2，dF (x, y) 可逆。
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– 证明，对任意的 (a, b) ∈ R2，映射

ga,b : R2 → R2, (x, y) 7→ (a− f(y), b− f(x))

是压缩映像。（提⽰：请仔细研究反函数定理的证明）

– 证明，F : R2 → R2 是微分同胚。

B. 从局部微分同胚到整体微分同胚

B1) f, g ∈ C1(R) 是实值函数，我们假设对任意的 x, y ∈ R，都有 f ′(x) ̸= g′(y)。我们定义

F : R2 → R2：

F : (x, y) 7→ (x+ y, f(x) + g(y))

– 证明，F 的像 U = F (R2) ⊂ R2 是开集。

– 证明，F : R2 → U 是微分同胚。

B3) Ω = {(x, y) ∈ R2|x > 0} ⊂ R2 是开集，(x0, y0 ∈ Ω)，p : Ω → R 是 C1 的函数，p0 = p(x0, y0)。

我们定义函数

F : Ω → R, (x, y) 7→ y − y0 +
p(x, y) + p0

2

(1
x
− 1

x0

)
.

– 证明，存在 p0 点处的⼀个开邻域 U 以及 U 上的 C1 函数 ϕ，使得

F (x, y) = 0 等价于 y = ϕ(x).

– 假设 p(x, y) = αxy，α > 0。证明下⾯极限的存在性并计算它（这个极限的⼏何意义是

什么？）：

lim
x→x0

p(x, φ(x))− p0
x− x0

.

B3) 考虑映射

φ : R2 → R2, (x, y) 7→
(
sin
(y
2

)
− x, sin

(x
2

)
− y
)

1) 证明，这是⼀个光滑的单射。

2) 计算并证明在任何⼀个 (x, y) ∈ R2 处，映射的 Jacobi 矩阵 Jac(φ)(x, y) 都是可逆的。

3) 证明，对任意的 (x, y) ∈ R2，总能开集 U 和 V，使得 (x, y) ∈ U，f(x, y) ∈ V，f : U → V

是光滑的微分同胚。

4) 证明，φ 的像是闭集。（提⽰：假设 {φ(xn, yn)}n⩾1 是⼀个收敛的点列，证明可以找到

{(xn, yn)}n⩾1 的⼦列也收敛）。

5) 证明，φ 是光滑的微分同胚。
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6) 证明，φ−1 是 Lipschitz 的映射，即存在 C > 0，使得对任意的 (x, y), (x′, y′) ∈ R2，我

们有 ∣∣φ−1(x, y)− φ−1(x′, y′)
∣∣ ⩽ C

√
(x− x′)2 + (y − y′)2.

（提⽰：先证明 dφ−1 是有界的）

C. 实数上 C1 群结构的分类

对于实数集 R，我们考虑上⾯的⼀个 C1 的群结构 (R, ⋆)。按照定义，所谓的群结构指的是存

在 e ∈ R 和 C1 的映射

f : R× R → R, (x, y) 7→ x ⋆ y,

满⾜

a) 对任意的 x ∈ R，都有 e ⋆ x = x ⋆ e = x；

b) 对任意的 x, y, z ∈ R，都有 (x ⋆ y) ⋆ z = x ⋆ (y ⋆ z)；

c) 对任意的 x ∈ R，存在唯⼀的 y ∈ R，使得 x ⋆ y = y ⋆ x = e。

我们习惯上把 e 称作是单位元并且把 c) 中的 y 记作是 x−1（请不要和倒数搞混）。我们在 R×R 上

⽤ (x1, x2) 作为坐标并⽤ ∂1f 和 ∂2f 来简记 f 的偏导数。另外，在 R 上我们所熟知的加法和乘法

我们⽤符号 + 和 × 来表⽰。

1) 证明，对任意的 x, y, z ∈ R，我们有

(∂2f)(x ⋆ y, e) = (∂2f)(x, y)× (∂2f)(y, e)

2) 证明，对任意的 x ∈ R，(∂2f)(x, e) > 0。

3) 假设 φ 是 (R, ⋆) 和 (R,+) 这两个群之间的 C1-群同态，即

φ : R → R

是 C1 的并且对于任意的 x, y ∈ R，我们都有

φ(x ⋆ y) = φ(x) + φ(y).

证明，存在常数 a ∈ R，使得

φ(x) = a

ˆ x

e

dτ

(∂2f)(τ, e)
.
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4) 证明，对任意的 a ̸= 0，映射

φa : R → R, x 7→ a

ˆ x

e

dτ

(∂2f)(τ, e)
,

从 (R, ⋆) 到 (R,+) 的 C1-群同构，即 φ 是群同态并且是 C1-的微分同胚（它的逆仍然是群同

态）。

5) 证明，R 上任何⼀个 C1 的群结构 (R, ⋆) 都是交换的，即对任意的 x, y ∈ R，x ⋆ y = y ⋆ x。

6) 证明，映射

f : R2 × R2 → R2,
(
(x1, y1), (x2, y2)

)
7→ x ⋆ y = (x1 + x2, y1 + ex1y2),

是 R2 上的 C1 的群结构 (R, ⋆)，它并不交换。

D. 一个矩阵问题的研究

假设 Mn 为 n× n 的实系数矩阵的全体。对于 A ∈ Mn，我们定义

∥A∥ = sup
x∈Rn,x ̸=0

|A · x|
|x|

.

其中 |x| =
√

|x1|2 + · · ·+ |xn|2。假设 λ1, · · · , λn 是 A 的特征值。

D1) 试证明，∥A∥ = supk=1,··· ,n |λk|。进⼀步证明这是⼀个范数并且和之前定义的 ∥ · ∥1，∥ · ∥2 和

∥ · ∥∞ 都等价。

D2) 令 GLn(R) 是 Mn 中可逆矩阵的全体。证明，GLn(R) 是 Mn（这是⼀个 Rn2
）中的开集并

且映射

inv : GLn(R) → GLn(R), A 7→ A−1

是 C1 的映射。进步⼀证明，对于 X ∈ Mn，

d inv(A)(X) = −A−1 ·X ·A−1,

（你可以将 d inv(A) 想象成是 n2 × n2 的矩阵，为什么）

D3) 我们定义⽴⽅运算 C : Mn → Mn, A 7→ A3。证明 C 是连续可微的并计算它的微分 dC(A)。

将 dC(A) 视为是 n2 × n2 的矩阵，进⼀步证明

∥dC(A)− In2×n2∥ ⩽ 6∥A− In×n∥+ 3∥A− In×n∥2.

D4) 令 B 1
3
(In×n) = {X ∈ Mn|∥X − In×n∥ <

1

3
}。证明，C

(
B 1

3
(In×n)

)
是 Mn 中的开集并且

C : B 1
3
(In×n) → C

(
B 1

3
(In×n)

)
是微分同胚。（提⽰：为了证明 C 是单射，可以考虑 D(A) = C(A)−3A并证明 ∥D(A)−D(B)∥ ⩽
7

3
∥A−B∥）
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D5) 我们定义平⽅运算 Θ : Mn → Mn, A 7→ A2。证明 Θ 是连续可微的并计算它的微分 dC(A)。

据此证明，存在 ε > 0，当 ∥B − In×n∥ < ε 时，存在 A ∈ Mn，使得 A2 = B。

D6) 假设 n = 2，U =
(−1 0

0 1

)
，是否存在 I2×2 的邻域 I ⊂ M2，U 的邻域 U ⊂ M2 以及连续可微

的映射 Ψ : I → U，使得 Ψ(I2×2) = U 并且对任意的 A ∈ I，都有 Ψ(A)2 = A？（提⽰：考虑

H =
(
0 1
1 1

)
并计算 dΘ(U)H）

E. 利用反函数定理来证明一个和隐函数定理相关的命题

令 E = Rm，F = Rn，其中 m,n ⩾ 1。我们考虑如下的连续可微的映射

f : F × E → E, (λ, x) 7→ f(λ, x).

我们假设存在⾮负常数 k < 1，使得对任意的 (λ, x) ∈ F ×E，我们都有 ∥d2f(λ, x)∥ < k，其中，我

们认为 λ 是固定的，d2 代表对后⾯ E 的变量求微分。

E1) 利⽤ Banach 不动点定理证明，对任意的 λ ∈ F，存在唯⼀的 xλ ∈ E，使得 f(λ, xλ) = xλ。

这定义出映射：

φ : F → E, λ 7→ xλ.

E2) 选定 λ0 ∈ F，令 x0 = φ(λ0)，证明，存在 λ0 在 F 中的邻域 U 和 C1 的映射 ψ : U → E，使

得对任意的 λ ∈ U，我们都有 f(λ, ψ(λ)) = ψ(λ)。（提⽰：考虑映射 g : F ×E → E, (λ, x) 7→
x− f(λ, x)。）

E4) 证明，第⼀步定义的 φ 是 C1 的并计算它的微分。

E5) 证明，对任意的 t ∈ R，存在唯⼀的 C1 映射 t 7→ (x(t), y(t)) ∈ R2，使得x = 1
2 sin(x+ y) + t− 1,

y = 1
2 cos(x− y)− t+ 1

2 .

进⼀步证明 (x(t), y(t)) = (0, 0) 当且仅当 t = 1 并计算 x′(1) 和 y′(1)。

———————————————————-
Technical skill is mastery of complexity while creativity is mastery of simplicity.

E.C. Zeeman, Catastrophe Theory, 1977.
———————————————————-
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34 隐函数定理，隐函数定理的子流形叙述，子流形的判定：光滑曲线，光

滑曲面超曲面的例子，子流形的参数化表示，Möbius 带的研究

⼆零⼆零年三⽉⼆⽇，星期⼀，晴

隐函数定理

我们假设 Ω ⊂ Rn+p 是开集。为了定理的叙述⽅便，我们将 Rn+p 写成乘积结构 Rn × Rp。在

Rn 上⾯我们⽤坐标 x = (x1, · · · , xn)，在 Rp 上⾯我们⽤坐标 y = (y1, · · · , yp)。对于 Ω 上的映射

／函数 f，我们⽤ f(x, y) 这样的⼆元函数来表⽰，其中 x ∈ Rn，y ∈ Rp。为了⾏⽂⽅便，我们引

⼊下⾯（不标准的）符号：将 y 固定，我们就可以将 f(x, y) 看作是 x 的函数，即

f(·, y) : Rn → Rm,

从⽽我们可以对 x 的微分，我们将这个微分记作 dxf(x, y)；类似地，我们可以定义 dyf(x, y)。

我们⾸先给出隐函数定理的经典叙述（和证明），然后⽤⼦流形的语⾔就可以有更清晰的⼏何

表述。

定理 198 (隐函数定理). 给定正整数 n 和 p 和非空开集 Ω ⊂ Rn ×Rp，映射 f : Ω → Rp 是连续可

微的（C1 的）。

假设 (x∗, y∗) ∈ Ω，使得 f(x∗, y∗) = 0，其中 x∗ ∈ Rn，y∗ ∈ Rp，0 ∈ Rp。如果
(
dyf
)
(x∗, y∗) 是

可逆的，即 Jacobi 矩阵
(∂fi
∂yj

)
1⩽i,j⩽p

在 (x∗, y∗) 点是可逆的。那么，存在开集 U ⊂ Rn，x∗ ∈ U，

存在开集 V ⊂ Rp，y∗ ∈ V，存在连续可微的映射 ϕ : U → V，使得对任意的点 (x, y) ∈ Ω，如下两

条是等价的：

• (x, y) ∈ U × V 并且 f(x, y) = 0；

• x ∈ U 并且 y = ϕ(x)。

我们进⼀步还有 dϕ(x) = −(dyf(x, y))
−1 ◦ dxf(x, y)。

注记. ” 隐” 函数说的是⽅程 f(x, y) = 0 实际上隐含地将 y 定义成 x 的函数，定理具体地将这个

函数构造了出来：y = ϕ(x)。当 p = 1 时，f(x, y) = 0 在空间中所定义的曲面局部上就可以表达成

y = ϕ(x) 的形式，也就是说它局部上可以看成是函数的图像，从⽽是 Rn+1 中余 1 维的⼦流形，下

面的图很好的总结了这个情形：

f(x, y) = 0

U

V

y

x

φ(x)
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例子. 隐函数定理的叙述乍看起来晦涩难懂。最简单的就是如下的情形：Ω = Rn×Rp，f 是投影映

射：

f : Rn × Rp → Rp, (x1, · · · , xn, y1, · · · , yp) 7→ (y1, · · · , yp).

此时，U = Rn，V = Rp ⽽

ϕ : Rn → Rp, x 7→ 0.

这显然满⾜定理的要求，因为 f(x, y) = 0 ⇔ y = 0。隐函数定理本质上说只要选取适当的坐标系这

是唯⼀的例⼦。

证明: 我们利⽤反函数定理来证明隐函数定理。为此，我们通过把 f 的值域空间加⼀些维数来定义

⼀个新的映射。注意到，对于 x ∈ Rn, f(x, y) ∈ Rp（如果 (x, y) 落在 f 的定义域⾥的话）。所以，

以下的映射是良好定义的：

F : Ω → Rn × Rp, (x, y) 7→ F (x, y) = (x, f(x, y)).

很明显，F 是连续可微的（因为它的每个分量都是连续可微的）。我们可以计算 F 在 (x, y) 处微分，

⽤ Jacobi 矩阵来显然可以表达成：

dF =

(
id 0

dxf dyf

)
, (1)

这是⼀个 (n+ p)× (n+ p) 的⽅阵。由于 (dyf)(x
∗, y∗) 可逆，所以分块矩阵 (dF )(x∗, y∗) 也是可逆

的。所以，我们可以对映射 F 在 (x∗, y∗) 处⽤反函数定理：存在开集 Ũ ⊂ Ω，(x∗, y∗) ∈ Ũ，存在

开集 Ṽ ⊂ Rn+p 并且通过将它缩⼩我们可以假设它具有乘积结构 Ṽ = Ṽ1 × Ṽ2 以及连续可微的映射

G : Ṽ → Ũ（这是 F 的逆），使得

G ◦ F = id
Ũ
, F ◦G = id

Ṽ
.

我们可以参考下⾯的⽰意图：

x

y

x∗

y∗ Ũ

x′

y′

x∗

f(x∗, y∗)

Ṽ1

Ṽ1

Ṽ

F

G

我们将 F 的值域（即 G 的定义域）上的坐标⽤ (x′, y′) 来表⽰。按照分量的记法，可以将 G 写成

G(x′, y′) = (

∈Rn︷ ︸︸ ︷
G1(x

′, y′),

∈Rp︷ ︸︸ ︷
G2(x

′, y′)).
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我们把反函数定理给出的两个等式⽤分量写出来，就有

G ◦ F = id
Ũ

⇒ G1(x, f(x, y)) = x, G2(x, f(x, y)) = y;

F ◦G = id
Ṽ

⇒ G1(x
′, y′) = x′, f(x′, G2(x

′, y′)) = y′.

总结⼀下，我们得到了 
G(x′, y′) = (x′, G2(x

′, y′)),

G2(x, f(x, y)) = y,

f(x′, G2(x
′, y′)) = y′.

按照 F 和 G 的定义，对于给定的 (x, y) ∈ Ũ，我们有如下的等价关系

f(x, y) = 0 ⇔ F (x, y) = (x, 0) ⇔ (x, y) = F−1(x, 0) = G(x, 0) = (x,G2(x, 0)).

所以，如果我们令 ϕ(x) = G2(x, 0) : V → Rp，那么，给定的 (x, y) ∈ Ũ，我们有如下的等价关系

f(x, y) = 0 ⇔ y = ϕ(x).

所以，我们可以取 U = Ũ，V = Ṽ1，这就证明了隐函数定理的主要论述。

最终，为了计算微分，我们对 f(x, ϕ(x)) = 0 求微分，即对映射

U → Rp, x 7→ f(x, ϕ(x))

求微分。我们得到

dfx(x, y) + dfy(x, y) · dϕ(x) = 0, 其中 y = ϕ(x).

在 (x∗, y∗) 的附近，dfy(x, y) 是可逆的，所以 dϕ(x) = −(dyf(x, y))
−1 ◦ dxf(x, y)。

注记. 如果我们把反函数定理条件中映射改为 C∞ 的，那么结论中的函数和映射也是 C∞，这从反

函数定理的叙述就可以看出来。

隐函数定理的子流形叙述

利⽤⼦流形这个概念，我们可以更形象地理解隐函数定理。反过来，隐函数定理给出了⼀种⾮

常实⽤的判断⼦流形的⽅法。

假设 M ⊂ RN 是⼀个 d-维的⼦流形，所以对任意的 x ∈ M，存在开集 U ⊂ RN 包含 x，Rn

中的开集 V 以及微分同胚 φ : U → V 使得

φ : U ∩M = V ∩ (Rd × {0}),

我们现在沿⽤隐函数定理中的符号。我们令

M =
{
(x, y) ∈ Rn × Rp

∣∣f(x, y) = 0
}
.
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由于 f(x, y) = 0 实际上是 p 个⽅程（以为 f : Rn+p → Rp），所以，我们将上述集合是 Rn+p 中由

p 个⽅程的零点集合。如果 f 的某些导数为⾮退化的（参考隐函数定理的叙述），那么局部上这个

M 可以表达成映射的图像的形式，即对任意的 (x, y) ∈ M，局部上都等价于 y = ϕ(x)。从另外⼀

种观点来看，M 可以被 x 参数化，即给定 x，就唯⼀地确定了 M 上的⼀个点。

为了说明 M 实际上是微分⼦流形，我们需要构造⼀个映射 Φ : Rn+p → Rn+p，使得 φ 是微分

同胚（局部上）并且将 M 映射成右边 Rn+p 上的由 y1 = · · · = yp = 0 所给出来的线性⼦空间。这

个映射就是定理证明中的 F：

F (x, y) = (x, f(x, y)) = (x, 0), 其中 (x, y) ∈M.

这样，我们就证明了 M 实际上（局部上）是⼀个微分⼦流形。

我们把上⾯的讨论总结为如下的定理：

定理 199 (隐函数：⼦流形版本). 给定正整数 n′ 和 p（n = n′ + p）和非空开集 Ω ⊂ Rn′+p = Rn，
映射 f : Ω → Rp 是光滑的。令

M =
{
(x, y) ∈ Rn × Rp

∣∣f(x, y) = 0
}
.

假设 (x∗, y∗) ∈M 使得 Jacobi 矩阵
(∂fi
∂yj

)
1⩽i,j⩽p

在 (x∗, y∗) 点是可逆的。那么，存在开集 U ⊂ Rn

使得 U ∩M 是 Rn 中的 n′ 维⼦流形。

这个版本有如下重要的推论：

推论 200 (⼦流形的判断准则). 假设 f : Ω → Rp 是光滑映射，其中 Ω ⊂ Rn 是开集，n ⩾ p。对于

c ∈ Rp，我们把 c 上纤维定义为的 c 在 f 下的逆像：

f−1(c) = {x ∈ Rn+p|f(x) = c}.

如果对任意的 x ∈ f−1(c)，Rankdf(x) = p。那么，纤维 f−1(c) 是余维数为 p 的⼦流形。

证明: 我们要在 Rn 上的选取坐标系 x1, · · · , xn。根据 Rank df(x) = p，通过调整 x1, · · · , xn 的标

号，我们可以使得后⾯ p 个坐标 xn−p+1, · · · , xn 满⾜( ∂fi
∂xn+1−j

)
1⩽i,j⩽p

(x) ̸= 0,

其中 x 是任意选定的 x ∈ f−c 上的点。我们选取函数 f − c 并且将后 p 个坐标⽤ y1, · · · , yp 来表⽰，

这就化成了隐函数定理的情况。特别地，纤维 f−c 在任意⼀点附近都是 p 维⼦流形，所以 f−1(c)

是 p-维⼦流形。

注记. 我们注意到定理本身的叙述不需要任何的坐标系，⽽证明本身很好地解释了不依赖于坐标和

选取坐标系之间的关系。

我们应该和线性代数的情况做类比：给定 n 维线性空间上的 p 个齐次线性⽅程，它们的公共

零点是 n− p 的线性⼦空间当且仅当这 p 个线性⽅程的秩是 p。
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注记 (⼏何图像). 我们可以用下图形象地记忆并表示这个命题，这是关于隐函数定理最⼲净最形象

的表述：

y1

y2

x1

x2

x3

cc′c×

f−1(c×) f−1(c)

Ω

f

y1

y2

x1

x2

x3

c

f−1(c)

Ω

f

c′

左图代表是余维数为 2 的情形。我们假设 f : Ω → f(Ω)，其中 f(Ω) 是下面灰⾊的区域。对于每个

c ∈ Ω，我们可以把它的原像想象成插在这个点上面的⼀个纤维。特别地，Ω 可以被写成这些纤维

的⽆交并：

Ω =
⨿

c∈f(Ω)

f−1(c).

然⽽，我们需要在每个 x ∈ f−1(c) 点处要求⼀个非退化的条件才能保证 f−1(c) 是光滑的⼦流形。

上面的图形表示，在 c 的纤维如果满⾜这个非退化的条件，那么它附近的 c′ 处的纤维 f−1(c) 也是

光滑的⼦流形：实际上，我们需要对 f−1(c) 限制才可以（比如纤维是紧的），但是很多情况下这⼀

点都成立，⼤概的原因是 Rank df(x) = p 如果成立，就在附近的⼀个开集上面成立。然⽽，离着

c 比较远的点，这个条件就可能退化，比如说上面的蓝⾊ c× 点，它的纤维就“打折”了。

左图代表是余维数为 1 的情形，对于每个 c，我们形象的认为纤维是 Ω 的⼀个“切片”。事实上，

为了研究⾼维⼦流形的结构，我们经常通过这种切片化成低维数⼦流形的情况来研究。在后面的课

程和作业中，我们会用这个⽅法研究⼏个重要的例⼦。

下⾯的命题是隐函数定理⼏何版本的逆命题：⼦流形总是可以（在局部上）由 codimM =

n− dimM 个⽅程的零点来定义。我们已经在第四次课的开始证明了这个结论，为了完备起见（也

为了再次复习⼦流形的定义），我们概述⼀下证明。

命题 201. 假设 Md ⊂ Rn 是 d 维的⼦流形。那么，对任意的 p ∈ M，存在开集 U ⊂ Rn，p ∈ U

和 n− d 个光滑函数 f1, · · · , fn−d ∈ C∞(U)，使得

Md = {x ∈ U
∣∣f1(x) = · · · = fn−d(x) = 0}.

特别地，映射的微分

f : U → Rn−d, x 7→ (f1(x), · · · , fn−d(d))

在每个点 x ∈M 处的秩都是 n− d。
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证明: 按⼦流形的定义，存在开集 U ⊂ Rn 包含 p，Rn 中的开集 V 以及微分同胚 φ : U → V，使得

φ : U ∩M = V ∩ (Rd × {0}).

我们⽤ y1, · · · , yn 表⽰ V 上的坐标函数，那么我们选取 fi = φ∗yi = yi ◦ φ 即可，其中 i =

d+ 1, · · · , n。

注记. 我们沿用命题中的记号，如果令

Md+k = {x ∈ U
∣∣f1(x) = · · · = fn−d−k(x) = 0},

那么，Md+k 是 d + k 维的⼦流形（作业中会证明）。换句话说，每次加上⼀个 fj(x) = 0 的限制，

⼦流形的维数恰好降低 1 维。

我们现在给出隐函数定理的⼏个应⽤，⾸先是⽤来判定⼦流形，现在我们只需要做⼀些简单的

代数计算即可：

1) Rn 中的球⾯ Sn−1 = {x ∈ Rn|x21 + · · ·+ x2n = 1} 是⼀个 n− 1 维的⼦流形。

球⾯可以被视作是函数

f(x1, · · · , xn) = (x1)
2 + (x2)

2 + · · ·+ (xn)
2 − 1

的零点集。所以，只要验证它的微分 df(x) 的秩为 1 即可。然⽽，⽤矩阵来写

df(x) =

(
∂f

∂x1
(x), · · · , ∂f

∂xn
(x)

)
= 2(x1, · · · , xn).

由于在 Sn−1 上，|x| = 1，上⾯的向量显然⾮零，所以这是光滑⼦流形。这⽐之前我们把球⾯

S2 拆成六块（参见第三课讲义）并且将每块写成函数的图像要⽅便很多。

2) 我们考虑 R4 = C2 中的曲⾯

T2 =
{
(z1, z2)

∣∣|z1| = 1, |z2| = 1
}
.

如果我们⽤ (x, y, z, w) 作为坐标，那么这个曲⾯实际上是

f(x, y, z, w) = x2 + y2 − 1, g(x, y, z, w) = z2 + w2 − 1

这两个⽅程的公共零点集。我们需要计算

R4 → R2, (x, y, z, w) 7→
(
f(x, y, z, w), g(x, y, z, w)

)
,

的 Jacobi 矩阵并判断它的秩。这个矩阵显然是(
2x 2y 0 0

0 0 2z 2w

)
.

由于在 T2 上⾯，x2 + y2 = 1，z2 +w2 = 1，所以上⾯这个矩阵的秩是 2，从⽽ T2 是 2 维的

⼦流形。它实际上是⼀个环⾯（甜甜圈）：
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R3 中由方程定义的曲线和曲面

在经典的微积分课程中，R3 中由⼀个⽅程或者两个⽅程定义的曲线和曲⾯是最基本的⼏何对

象。我们⾸先引⼊如下的定义：

定义 202. 假设 M ⊂ Rn 是⼦流形。如果 dimM = 1，我们就称之为 Rn 中的⼀条光滑曲线；如果

dimM = 2，我们就称之为 Rn 中的⼀个光滑曲面；如果 dimM = n− 1，我们就称之为 Rn 中的

⼀个光滑超曲面。

注记. 这里曲线的概念和上个学期所讲的曲线略有不同：之前是所谓的参数化曲线，即曲线是⼀个

映射 γ : I → Rn，其中 I ⊂ R 是⼀个区间。这里的曲线只是 Rn 中的⼀个⼦集，然⽽根据隐函数

定理的结论，我们在局部上可以给它⼀个参数化。

我们关⼼的是如下的对象，他们有着更特殊的要求：

引理 203. 假设 f : Rn → R 是光滑函数，如果对于任意的 x0 ∈ f−1(0)，df(x0) ̸= 0，那么 f−1(0)

是超曲面。我们把这种超曲面称为由⼀个⽅程整体定义的光滑超曲⾯。

我们把（显然的）证明留作作业。特别地，在 R3 中，我们有

引理 204. 假设 f(x, y, z) 是 R3 上的光滑函数，如果对于任意满⾜ f(x0, y0, z0) = 0 的点 (x0, y0, z0)，

我们有 (
∂f

∂x
,
∂f

∂y
,
∂f

∂z

)
(x0, y0, z0) ̸= 0,

那么 {
(x, y, z) ∈ R3

∣∣f(x, y, z) = 0
}

是光滑曲面。我们把这种超曲面称为由⼀个⽅程整体定义的光滑曲⾯。

例子. R3 中的柱面由如下⽅程

x2 + y2 = 1

定义，这是⼀个光滑曲面：我们取 f(x, y, z) = x2 + y2 − 1，此时，(
∂f

∂x
,
∂f

∂y
,
∂f

∂z

)
= (2x, 2y, 0) ̸= 0,

我们还有⽤两个⽅程定义的曲线：

383



引理 205. 假设 f(x, y, z) 和 g(x, y, z) 是 R3 上的光滑函数，如果对于任意同时满⾜ f(x0, y0, z0) = 0

和 g(x0, y0, z0) = 0 的点 (x0, y0, z0)，如果如下两个向量线性不相关：(
∂f

∂x
,
∂f

∂y
,
∂f

∂z

)
(x0, y0, z0),

(
∂g

∂x
,
∂g

∂y
,
∂g

∂z

)
(x0, y0, z0),

那么 {
(x, y, z) ∈ R3

∣∣f(x, y, z) = 0, g(x, y, z) = 0
}

是光滑曲线。我们把这种曲线称为由两个⽅程整体定义的光滑曲线。

我们把（显然的）证明留作作业。

在结束关于隐函数定理的⼏何讨论之前，我们给出隐函数定理的⼀个对偶版本。这个版本本⾝

和隐函数是⽆关的，之所以是对偶的，是因为赢函数定理研究从 Rn 到 Rp 的映射，其中 n ⩾ p，其

结论说映射的逆项或者纤维是⼦流形。⽽这个定理（证明⾮常简单，只要验证定义）研究从 Rn 到

Rp′ 的映射，其中 n ⩽ p，其结论说映射的像是⼦流形。

定理 206 (参数化⼦流形). Ω ⊂ Rn 是开集，f : Ω → Rn+p 是光滑映射。假设对于点 x∗ ∈ Ω，有

rank df(x∗) = n，那么，存在开集 U ⊂ Rn，x∗ ∈ U，使得 f(U) ⊂ Rn+p 是 n 维的⼦流形。

证明: 在 Ω 上选取坐标系统 x1, · · · , xn，在 Rn+p 上选取坐标坐标系统 y1, · · · , yn, z1, · · · , zp。我们

把 f ⽤坐标分量写成

f(x) = (f1(x), · · · , fn+p(x)),

其中每个 fi(x) 都是 Ω 上的光滑函数。由于有 rank df(x∗) = n，通过调换 {xi} 坐标的指标，我们

不妨假设

det
(
∂fi
∂xj

)
i,j⩽n

(x∗) ̸= 0.

我们现在考虑 F = πy ◦ f，其中 π : Rn+p → Rn 是取前 n 个坐标，即

Ω Rn+p

Rp

f

F πy

换句话说，我们定义了 F (x) = (f1(x), f2(x), · · · , fn(x))。根据上述⾏列式⾮零的条件，F 为局部微

分同胚（反函数定理）。令 U 为 x 在 Ω 中的开集，F : V → F (U) 为这个微分同胚并令 V = F (U)。

此时，我们考察 f(U) ⊂ Rn+p。对于 x ∈ U，令 y = F (x)，f(x) ∈ Rn+1 可以写成

(f1(x), · · · , fn(x); fn+1(x), · · · , fn+p(x)) = (y; fn+1(x), · · · , fn+p(x))

= (y, fn+1(F
−1(y), fn+2(F

−1(y)), · · · , fn+p(F−1(y)).

所以，它可以被视作是 V 上定义的向量值函数 y 7→ fn+1(F
−1(y), fn+2(F

−1(y)), · · · , fn+p(F−1(y))

的图像，这是⼀个⽤ y 做为坐标来参数化的⼦流形（在本次作业中证明）。
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在 R3 还有⼀个经典曲⾯：Möbius 带。我们⽤参数的⽅式可以把它写作

M =

(x, y, z) ∈ R3
∣∣


x = (1 + r cos θ2) cos θ,

y = (1 + r cos θ2) sin θ,

z = r sin θ
2

θ ∈ [0, 2π], r ∈ (−1, 1)

 .

适当改变⼀下书写⽅式更有启发：

(x, y, z) = (cos θ, sin θ, 0) + (r cos θ
2
cos θ, r cos θ

2
sin θ, r sin θ

2
).

当 r = 0 时，我们得到⼀个⽤ θ 来参数化的基本圆周 (cos θ, sin θ, 0)。给定 ϑ，就给定了这个圆周

上的⼀个点 (cos θ, sin θ, 0)。固定这个 θ，当 r 在 (−1, 1) 之间变化的时候，我们就在这个点插上了

⼀个⼩线段并且这个线段的⽅向的变化是 θ 的⼀半。所以，当 θ 从 0 变化到 2π，基本圆周上的点

旅⾏了⼀周又回到了原来的点，但是它上⾯所插的⼩线段只转动了 180◦。

我们下⾯证明⼀个不明显的命题，为此，我们先选择好的记号：把 r = 0 光滑圆周写成参数形式：

γ : [0, 2π] → R3, θ 7→ (cos θ, sin θ, 0).

给定 θ 处，我们⽤ e0 表⽰ γ 在 γ(θ) 处的切⽅向 γ′(θ)，即令 e0 = (− sin θ, cos θ, 0)。和 e0 垂直的

⽅向有两个，我们分别记作

e1(θ) = (cos θ, sin θ, 0), e2(θ) = (0, 0, 1).

据此，我们把 M 的参数化写成：

M =

{
(x, y, z) = (cos θ, sin θ, 0) + r cos θ

2
e1(θ) + r sin θ

2
e2(θ), θ ∈ [0, 2π], r ∈ (−1, 1)

}
.

根据刚刚证明的定理，这是 R3 中的⼀个光滑曲⾯（参见本次作业）。

命题 207. 不存在光滑函数 f ∈ C∞(R3)，使得

M =
{
(x, y, z)

∣∣f(x, y, z) = 0
}

且 df(x, y, z) 在 M 上的每点处不为零，即 M 不能只用⼀个⽅程零点来整体定义。
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注记. 我们需要运用关于由⼀个⽅程定义的光滑曲面的特殊性质（基于连续函数的介值定理）：给

定 f ∈ C∞(R3)，假设对任意的 x ∈ Ω，df(x) ̸= 0，f−1(0) ⊂ Ω 是光滑⼦流形并且由⼀个⽅程定

义。任意选定 x ∈ Ω，考虑 x 处的邻域 U（⾜够小）。由于 df(x) ̸= 0，我们不妨选 v ∈ Rn，使得

∇vf(x) = df(x)(v) > 0.

从⽽，在当 ε > 0 ⾜够小时，p± = x± εv ∈ U 并且 f(p+) > 0，f(p−) < 0。我们声明，任何⼀条

连接 p+ 和 p− 的曲线都要经过 f−1(0)，即对任意的连续映射 γ : [0, 1] → X，其中起点 γ(0) = p−

和终点 γ(1) = p+），⼀定存在 t0 ∈ (0, 1)，使得 γ(t0) ∈ f−1(0)（等价于说 f(γ(t0)) = 0）。实际上，

f(γ(t)) 为连续函数，按照 p± 的选取⽅式，我们有

f(γ(0)) = f(p−) < 0, f(γ(1)) = f(p+) > 0,

所以连续函数的介值定理就给出了 t0。

我们现在证明关于 Möbius 带的命题：

证明: 我们给出证明的梗概，证明的细节留给同学们在作业中完成。如若不然，假设 f 是 M 的定

义⽅程。任选 p = (cos θ, sin θ, 0) ∈ M，直观上（实际上也是）这个附近的⼩邻域 U 被 f 的图像分

成了两个部分：在⼀部分中，f > 0；在另⼀部分中，f < 0。我们选取在 p 点处和整个曲⾯垂直的

法向量

ν(θ) = cos θ
2
e2(θ)− sin θ

2
e1(θ)

我们考虑曲线

β : [0, 2π] → R3, (cos θ, sin θ, 0) + εν(θ).

我们可以适当的选取⽐较⼩的 ε（可正可负），使得 f(β(0)) > 0。然⽽，β(2π) = β(0)，曲线所对

应的 ε 却变换了符号，从⽽，f(β(2π)) < 0。很明显，这条曲线与曲⾯ M 不相交，⽭盾。

386



35 子流形的原像定理，切空间的定义，超曲面的切空间与法向量，

⼆零⼆零年三⽉五⽇，星期四，晴

上次课我们证明了隐函数定理并给出了它的⼏何叙述。

———————————————————-
Equations are just the boring part of mathematics. I attempt to see things in terms of geometry.

Stephen Hawking.
———————————————————-
我们已经证明如果 f : Rn → Rm 满⾜正确的⾮退化条件，那么反函数定理等价于说对于

0 ∈ Rm，它的逆像 f−1(0) 是 Rn 中的⼦流形，其中，codim f−1(0) = m。我们注意到，0 ∈ Rm 是

0-维的⼦流形，它在 Rn 中的余维数是也是 m。如果 S ⊂ Rm 是⼦流形，我们同样地可以考虑它的

逆像

f−1(S) =
{
x ∈ Rn

∣∣f(x) ∈ S
}
.

我们有如下漂亮的定理：

命题 208 (⼦流形的原像). 给定开集 Ω ⊂ Rn 和光滑映射 f : Ω → Rm，S ⊂ Rm 是⼦流形。如果

对任意的 x ∈ f−1(S)，rank df(x) = m，那么 f−1(S) ⊂ Ω 是余维数为 codim S 的⼦流形。

证明: 假设 dimS = s。利⽤隐函数定理，这个命题的证明⾮常简单：任取 y ∈ S，S 在 y 的附近

可以被 n− s 个函数定义：存在 V ⊂ Rm 以及 V 上的 m− s 个光滑函数 g1, · · · , gm−s，使得1) S ∩ V = g−1
1 (0) ∩ · · · ∩ g−1

s (0);

2) 对任意 y′ ∈ S ∩ V，dg1(y
′), · · · , dgm−s(y

′) 线性⽆关.

现在对于任意的 x ∈ f−1(S)，假设 y = f(x) ∈ S，我们要证明 f−1(S) 在 x 附近是⼀个⼦流

形。我们可以选取包含 x 的开集 U = f−1(V )，利⽤上⾯对 S 的描述，我们也可以⽤⽅程的零点来

描述 f−1(S)：

f−1(S) ∩ U =
{
x ∈ Ω

∣∣f(x) ∈ S ∩ V
}

=
{
x ∈ Rn

∣∣g1(f(x)), · · · , gm−s(f(x)) = 0
}

=
(
g1 ◦ f

)−1
(0) ∩ · · · ∩

(
gm−s ◦ f

)−1
(0).

所以 f−1(S) ∩ U 是函数 f∗g1, · · · , f∗gm−s 的公共零点集。为了说明这是⼦流形，只要验证这些

f∗g1, · · · , f∗gm−s 的微分在 x 处秩是 m− s 即可。这就是链式法则的简单应⽤：我们考虑如下两个

映射的复合：

U V

Rm−s

f

f∗G G ,

387



其中 G : V → Rm 就是函数映射 G(y) = (g1(y), · · · , gm−s(y))。所以，要求的微分的秩就是映射

d(f∗G)(x) = df(x) ◦ dG(y)

的秩。根据 rank df(x) = m 以及 rank dG(x) = m− s，所以 rank d(f∗G)(x) = m− s。命题得到

证明。

隐函数定理的其它经典应用举例

最著名的例⼦是考虑多项式的解对多项式系数的光滑依赖性。给定 c = (c1, · · · , cn) ∈ Rn，考虑

实系数多项式 Pc(X) = Xn+ c1X
n−1+ · · ·+ cn = 0。我们假设 c = (c∗1, · · · , c∗n) ∈ Rn，使得 Pc∗(X)

恰好有 n 个两两不同的实根 z1(c
∗
1, · · · , c∗n) < · · · < zn(c

∗
1, · · · , c∗n)。那么，存在 (c∗1, · · · , c∗n) ∈ Rn

的开邻域 Ω 和 Ω 上的光滑函数 z1, · · · , zn，使得对任意的 (c1, · · · , cn) ∈ Ω，我们有

z1(c1, · · · , cn) < z2(c1, · · · , cn) < · · · < zn(c1, · · · , cn)

并且

P (z1(c1, · · · , cn), z2(c1, · · · , cn), · · · , zn(c1, · · · , cn)) = 0.

类似地，如果⼀个实数系数的矩阵的特征值都是实数且两两不同，那么，这些特征值也是光滑地依

赖于矩阵的系数的。

请参考本周的习题。

子流形的切空间

我们⼀下总是假定 Md ⊂ Rn 是⼀个 d 维光滑⼦流形。我们要发展⼦流形上的微分学，这是我

们对多元微分学的⾃然推⼴，在实际中有着重要的应⽤。为此，⾸先定义最重要的⼀个⼏何对象：

切空间。我们应该做如下的类⽐：所谓的微分，是映射在⼀点处的线性逼近，反函数／隐函数定理

讲的是映射在⼀点处的线性逼近决定了映射⾃⾝的若⼲性质。我们应该把切空间视作是流形在⼀点

处⽤“线性”⼦流形进⾏逼近。

⾸先，我们要考虑的是通过⼀点 p ∈M 的参数化的 C∞-曲线（可以要求是 C1 的），即

γ : (−ε, ε) → Rn, t 7→ γ(t), ε > 0, γ(0) = p.

我们将

γ′(0) =
d

dt
γ
∣∣
t=0

称作该曲线在 p 处的切向量。如果 γ
(
(−ε, ε)

)
⊂M，我们就说 γ 是M 上的参数）曲线。所谓的 M

在 p 的切空间，就是由在 M 上的通过 p 曲线的曲线的切向量所构成的空间：

定义 209. 微分⼦流形在 p ∈M 处的切空间 TpM 是 Rn 的⼦空间，它的定义如下：

TpM = {γ′(0) ∈ Rn
∣∣γ 是经过 p 点的 M 上的⼀条参数曲线}.
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v = γ′(0)

γ

p

M

我们⾸先来看⼀个“线性”的例⼦：

例子. 假设 M 由 xd+1 = xd+2 = · · · = xn = 0 定义，即

M =
{
(x1, · · · , xd, 0, · · · , 0)

∣∣xi ∈ R, 1 ⩽ i ⩽ d
}
.

那么，对于 p = (p1, · · · , pd)，我们来计算 TpM。实际上，我们有

TpM = Rd × 0 = {(x1, · · · , xd, 0, · · · , 0)}

按照定义，我们选取特殊的曲线

γi : (−1, 1) → Rn, t 7→ (0, · · · , t, 0, · · · ),

其中，t 出现在第 i 个位置，i ⩽ d。这条曲线自然落在 M 中，所以，通过求导数，我们就知道

(0, · · · , 1, · · · , 0) ∈ TpM，其中，1 出现在第 i 个位置。所以，Rd × {0} ⊂ TpM。

为了说明 Rd × {0} ⊂ TpM，我们考虑任意⼀条曲线落在 M 中的曲线 γ。按照 M 的定义，它

可以写成

γ : (−ε, ε) → Rn, t 7→ γ(t) = (γ1(t), · · · , γd(t), 0, · · · , 0),

对 t 求导数，我们得到

γ′(0) = (γ′1(0), · · · , γ′d(0), 0, · · · , 0).

这显然是 Rd × {0} 中的⼀条曲线。

我们要强调关于这个例⼦的⼀个事实：上面的计算表明，TpM 作为 Rn 的线性⼦空间是不依

赖于 p 的，这只是（混淆视听的）巧合。

命题 210. 切空间在微分同胚下不变，即若 Φ : U → V 是微分同胚，M ⊂ U 是⼦流形，p ∈ U，其

中 U 和 V 是 Rn 中的开集。那么，Φ(M) 是⼦流形并且 Φ(p) 的切空间为

TΦ(p)Φ(M) = dΦ
∣∣∣
x=p

(TpM).

v = γ′(0)

γ

p

M
dΦ|p(v) = (Φ ◦ γ)′(0)Φ(γ(t))

Φ(p)

Φ(M)

Φ
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证明: Φ(M) ⊂ V 是⼦流形是平凡的，请参考本周的作业。为了说明 TΦ(p)Φ(M) = dΦ
∣∣∣
x=p

(TpM)，

我们考虑经过 p 点的 M 上的⼀条参数曲线

γ : (−ε, ε) →M, t 7→ γ(t).

通过与 Φ 复合，我们得到了 V 中的曲线 Φ ◦ γ。按照定义，这是⼦流形 Φ(M) 上的通过 Φ(p) 点曲

线。很明显，（通过考虑 Φ−1 ◦α）Φ(M) 上的任何⼀条曲线通过 Φ(p) 点的曲线都可以通过这种⽅式

得到。所以，我们可以通过复合 Φ，M 上通过 p 点曲线与 Φ(M) 通过 Φ(p) 点曲线是⼀⼀对应的。

现在可以对曲线求导数来计算 TΦ(p)Φ(M)。假设 v ∈ TpM，按照定义，这意味着存在 M 上过

p 点的曲线 γ，使得 γ′(0) = v。我们现在证明：

dΦ
∣∣
x=p

(v) =
d

dt

∣∣∣
t=0

Φ(γ(t)),

即 Φ : U → V 的微分将 γ 的切向量映射成 Φ ◦ γ 的切向量。按照微分定义，我们有

γ(t) = p+ tγ′(0) + o(t)

以及

Φ(p+ h) = Φ(p) + dΦ(p)(h) + o(h),

所以

(Φ ◦ γ)(t) = Φ
(
p+ tγ′(0) + o(t)

)
= Φ(p) + dΦ(p)(tγ′(0) + o(t)) + o(γ′(0)t+ o(t))

= Φ(p) + tdΦ(p)(γ′(0)) + o(t).

所以，

(Φ ◦ γ)′(0) = dΦ(p)(γ′(0)).

这就是要证明的等式。这个式⼦表明 dΦ
∣∣∣
x=p

(TpM) ⊃ TΦ(p)Φ(M)。由于 Φ(M) 中的每条曲线都是

这么来的，所以 dΦ
∣∣∣
x=p

(TpM) = TΦ(p)Φ(M)。

定理 211. TpM 是 Rn 的⼀个 d 维线性⼦空间。

进⼀步，按照 M 的（局部）定义⽅式，我们有如下两种⽅式刻画切空间：

1) 按⼦流形的定义，存在开集 U ⊂ Rn 包含 p 和 Rn 中的开集 V 以及微分同胚 Φ : U → V 使

得 Φ : U ∩M = V ∩ (Rd × {0})。那么，

TpM = (dΦ)−1
∣∣∣
Φ(p)

(Rd × {0}).

2) 假设 M 在 p 的局部上由 n− d 个光滑函数 f1, · · · , fn−d 的零点定义，即存在开集 U ⊂ Rn，
使得 p ∈ U，满⾜

M =
{
x ∈ U

∣∣f1(x) = · · · = fn−d(x) = 0
}
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并且对任意的 x ∈M，n− d 个线性函数 f1, · · · , fn−d 是线性⽆关的，那么

TpM =

n−d∩
k=1

ker dfi
∣∣
x=p

= ker df
∣∣
x=p

.

其中 f = (f1, · · · , fn−d)。

证明: 我们⾸先看 1)，由于 Φ(M) 为 Rd × {0} 中的开集，根据前⾯的命题以及线性情况的计算，

我们有

Rd × {0} = TΦ(p)Φ(M) = dΦ
∣∣∣
x=p

(TpM).

两边同时取 dΦ
∣∣∣
x=p

的逆就完成了证明。特别地，TpM 具有线性⼦空间的结构，就是通过这个映射：

TpM Rd × {0}

Rn Rn

dΦ

dΦ

,

因为我们可以把 TpM 与 Rd × {0} 等同，所以我们就⽤ Rd × {0} 上的线性空间结构作为 TpM 上

的线性空间结构就好。特别地，因为 Rd × {0} 的维数是 d，所以 TpM 的维数也是 d。7

现在证明 2)，我们任取 v ∈ TpM，按照定义，存在 M 上的过 p 点的曲线 γ，使得 γ′(0) = v。

由于 M 是 fi 的零点集，所以

fi(γ(t)) ≡ 0, 对任意的 t.

对 t 求导数，链式法则给出我们

dfi(p)
(
γ′(0)

)
= 0, ⇔ dfi(p)

(
v
)
= 0.

这表明 TpM ⊂
n−d∩
k=1

ker dfi。另外，由于 dim
n−d∩
k=1

ker dfi ⩾ d，通过⽐较维数，我们就知道这两个空

间是⼀致的。

注记. （重要） 切空间是内蕴定义的，完全不依赖于坐标系，因为在定义中我们是用 M 上的曲线

来定义的。上面定理中对切空间的描述或者依赖于坐标 φ 的选取或者依赖于 M 的定义函数 fi 的

选取。然⽽，因为切空间是内蕴定义的，所以我们可以用任意的坐标或者定义函数来计算（我们在

应用的时候总是选最容易计算的坐标或函数）。

例子 (超曲⾯的切空间与法向量的概念). 假设 M 是 Rn 中由⼀个函数 f 整体定义的超曲面（R3

中的曲面是我们最常见的例⼦），它的定义函数为 f ∈ C∞(Rn)。此时，我们在 Rn 选定坐标系。按

照定义，对于 p = (x1, · · · , xn)，那么

TpM = ker df(p) =
{
v ∈ Rn

∣∣df(p)(v) = 0
}
.

7这⾥线性空间的结构的定义依赖于 Φ : U → V 的选取，我们将在习题课中说明这个选取实际上不依赖于 Φ 的选取。
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用坐标系（矩阵的语⾔）来写，我们有

v = (v1, · · · , vn), df(p) =

(
∂f

∂x1
,
∂f

∂x2
, · · · , ∂f

∂xn

)
(p),

所以，

df(p)(v) = 0 ⇔
n∑
i=1

vi
∂f

∂xi
(p) = 0.

我们假定在 Rn 中取定⼀个 Euclid 内积 ⟨·, ·⟩，使得
{ ∂

∂xi

}
i⩽n

恰好是标准正交基。此时，我们用

如下的符号表示上述向量

∇f(p) =
(
∂f

∂x1
,
∂f

∂x2
, · · · , ∂f

∂xn

)
(p).

那么，上面的关系就可以表达为

⟨v,∇f(p)⟩ = 0.

换句话说，∇f(p) 是切平面的法向量。由于 ∇f(p) ̸= 0，我们经常把这个向量正规化成长度为 1 的

向量：
∇f(p)
|∇f(p)|

.

我们习惯上把 ∇f(p) 称作 f 在 p 处的梯度。在绝⼤多数的应用中，我们都（⽆意识地）自动假定在

Rn 中有上述 Euclid 内积。8

利⽤上⾯的讨论，我们很容易计算 R3 中曲⾯的切空间，⽐如说，我们来看柱⾯的例⼦：

例子. 柱面的定义⽅程是 f = 0，其中

f(x, y, z) = x2 + y2 − 1

对任意给定的 (x, y, z)，很容易算出

∇f(p) = (2x, 2y, 0)

所以，我们知道 (−x, y, 0) 和 (0, 0, 1) 都和这个点垂直，所以，这两个向量就张成的切空间。特别

地，我们也可以从图形或者这个计算上清楚的看出，切空间 TpM 是依赖于它的基准点 p。和之前

线性⼦空间的切空间的例⼦对比，我们强调说不同点的切空间是不同的。我们之所以认为它们有时

候是⼀样的，是因为我们把它们都看成了 Rn 的⼦空间所以它们有可能相同。

8从微分⼏何的观点，这⼀点有待商榷，有兴趣的同学可以在学习 Riemann ⼏何的时候回头思考这个问题。
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35.1 作业：隐函数与反函数定理，隐函数定理在多项式和矩阵上的一个重要应用，经典

群的子流形结构

清华大学 19-20 春季学期，数学分析二，作业 3

请⽤ A4 ⼤⼩的纸张正反面⽤钢笔，签字笔或者圆珠笔书写，并注明⾃⼰的姓名，年级和

作业的总页数。除定理公式所涉及的⼈名之外，请使⽤中文。本次作业的提交时间和地点

为 2 月 43 日上午的课堂上，逾期视作零分。

A. 子流形的基本习题（课堂相关）

A1) M ⊂ Rn 和 N ⊂ Rm 是光滑⼦流形。证明，M ×N ⊂ Rn+m 也是光滑⼦流形。

A2) M ⊂ Rn 是光滑⼦流形，φ : Rn → Rn 是微分同胚。证明，M 在改映射下的像 φ(M) 也是光

滑⼦流形。

A3)（光滑超曲⾯的判定）假设 f : Rn → R 是光滑函数，如果对于任意的 x0 ∈ f−1(0)，存在某个

i ⩽ n（指标 i 可能依赖于 x0），使得
∂f

∂xi
(x0) ̸= 0，那么 f−1(0) 是光滑超曲⾯。

A4) 假设 Ω ⊂ Rn 是开集，f1, · · · , fk 是给定的 k 个光滑函数，其中 k ⩽ n。令

Zi = {x ∈ Ω|fi(x) = 0}.

假设 x ∈
∩
i⩽k

Zi 并且 df1(x), · · · , dfk(x) 线性⽆关。证明，存在 x 附近的开集 U，使得对任意

的 ℓ ⩽ k，
∩
i⩽ℓ

Zi 是维数为 n− ℓ 的⼦流形。

A5) 假设 f(x, y, z) 和 g(x, y, z) 是 R3 上的光滑函数，如果对于任意同时满⾜ f(x0, y0, z0) = 0 和

g(x0, y0, z0) = 0 的点 (x0, y0, z0)，如果如下两个向量线性不相关：(
∂f

∂x
,
∂f

∂y
,
∂f

∂z

)
(x0, y0, z0),

(
∂g

∂x
,
∂g

∂y
,
∂g

∂z

)
(x0, y0, z0),

证明， {
(x, y, z) ∈ R3

∣∣f(x, y, z) = 0, g(x, y, z) = 0
}

是光滑曲线。

A6) Ω ⊂ Rn 是开集，f : Ω → Rm 是光滑映射。证明，f 的图像

Γf =
{
(x, y) ∈ Rn+m

∣∣x ∈ Rn, y ∈ Rm, y = f(x)
}

是 Rn+m 中的 n 维光滑⼦流形。

A7) 完整证明课堂上的命题：Möbius 带 M 不能⽤⼀个光滑函数的零点定义（要求函数的微分在

M 上⾮零）。
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A8) 假设M ⊂ Rn 是 0-维⼦流形。证明，对任意的 x ∈M，存在开集 U ⊂ Rn，使得 U∩M = {x}。（零

维⼦流形局部上就是单点集）

A9) 假设 M ⊂ Rn 是 n-维⼦流形。证明，M 是 Rn 中的开集。

B. 隐函数与反函数定理的习题

B1) 实值函数 f ∈ C∞(R) 满⾜下⾯的的性质：存在 δ > 0，使得对任意 x ∈ R，都有

f ′(x) ⩾ δ

证明，f : R → R 是微分同胚。如果 δ = 0，试举⼀个反例。

B2) a 和 b 是实数，我们定义映射

f : R2 → R2, (x, y) 7→ (x+ a sin y, y + b sinx).

证明：f 是 R2 到⾃⾝的微分同胚当且仅当 ab ∈ (−1, 1)。

B3)（隐函数定理的经典练习）假设 f : Rn → Rn 是光滑映射，0 是 f 的不动点，即 f(0) = 0。假

设 1 不是 f 在 0 处的微分

df(0) : T0Rn︸ ︷︷ ︸
Rn

−→ T0Rn︸ ︷︷ ︸
Rn

的特征值。

– 证明，0 是⼀个孤⽴的不动点，即存在开集 U，使得 0 ∈ U，f 在 U 有且仅有 0 为其不

动点。

– 任意给定 g ∈ C1(Rn,Rn)。对任意的 λ ∈ R，我们定义映射

fλ : Rn −→ Rn, x 7→ f(x) + λg(x),

证明，存在 ε > 0，存在 0 在 Rn 的开邻域 U 以及 C1 的映射

ω : (−ε, ε) → V, λ 7→ ω(λ),

使得对任意的 λ ∈ (−ε, ε)，fλ 在 V 中恰好有⼀个不动点 ω(λ)。

B4) 证明，对任意的 t ∈ (−0.5, 0, 5)，⽅程

sin(tx) + cos(tx) = x

存在唯⼀⼀个解 x = φ(t) ∈ R。进⼀步证明 φ(t) 是 t 的光滑函数并计算 φ′′(0)。
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B5) 证明，如下两个⽅程定义出 R3 中的⼀条光滑曲线：

x2 + y2 + z2 = 14, x3 + y3 + z3 = 36.

对于曲线上的每⼀点，计算它的切空间。

B6) 在 R2 中考虑如下的集合

M =
{
(x, y)

∣∣x3 + y3 − 3xy = 1
}
.

– 证明，在 (0, 1) ∈M 附近，存在 R 上 0 的邻域 Ω 以及 Ω 上的光滑函数 ϕ ∈ C∞(Ω)，使

得 M 是 ϕ 的图像并且 ϕ(0) = 1。

– 试计算 ϕ′(0) 和 ϕ′′(0)。

– 证明，M 是光滑曲线。

– 任意给定 (x0, y0) ∈M，试计算 M 在此点处的切空间。

B8) 证明，如下两个⽅程定义的集合 Σ x2 + 2y2 + 3z2 + 4t2 = 4

x+ y = z + t

是 R4 中的光滑曲⾯。

B9)（承接上⼀问题）对那⼀些 t（t 固定），如下集合

Σt =
{
(x, y, z) ∈ R3

∣∣x2 + 2y2 + 3z2 + 4t2 = 4, x+ y = z + t
}

是 R3 中的光滑曲线？（我们⽤时间把 Σ 切成曲线“⽚”）

C 子流形上生活着很多曲线

C1) 假设 M ⊂ Rn 是⼦流形并且 dimM ⩾ 1，p ∈M。那么，存在光滑曲线（作为映射）

γ : (−1, 1) → Rn,

使得 γ(0) = p，γ′(0) ̸= 0 并且 γ
(
(−1, 1)

)
⊂M。

C2) 令 V =
{
(x, y) ∈ R2

∣∣ y = |x|
}

为 R2 中的 V -型，它在原点处有⼀个尖，看起来不光滑。证明，

V 不是 R2 的光滑⼦流形。

注记. 实际上我们是利用切空间的概念证明 V 不是⼦流形。
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V

C

C3) 考虑 R3 中的锥

C =
{
(x0, x1, x2)

∣∣− x20 + x20 + x2 = 0
}
.

令 O = (0, 0, 0)，证明，C − {O} 是⼦流形。

C4) 证明，C 不是（光滑）⼦流形。

D 隐函数定理在多项式和矩阵上的一个重要应用（熟记）

D1) 对任意的 c ∈ Rn，我们可以定义⼀个为 n 的实系数多项式 Pc，即我们有映射

Rn+1 → R[X], c 7→ Xn + c1X
n−1 + · · ·+ cn.

给定 b ∈ Rn，我们假设 Pb 有⼀个实数根 xb ∈ R 并且这个根的重数是 1。证明，存在 b 在 Rn

中的开邻域 U 和 xb 在 R 中的开邻域 V，使得对任意的 c ∈ U，Pc 在 V 中恰有⼀个根 z(c)

并且重数是 1。进⼀步证明映射

V → R, c 7→ z(c)

是光滑的。

D2)（根对系数的光滑依赖性）考虑实系数多项式 P (X) = Xn + c1X
n−1 + · · · + cn = 0。如果对

(c∗1, · · · , c∗n) ∈ Rn, P (X) 恰好有 n 个两两不同的实根 z1(c
∗
1, · · · , c∗n) < · · · < zn(c

∗
1, · · · , c∗n)。

证明，存在 (c∗1, · · · , c∗n) ∈ Rn 的开邻域 Ω 和 Ω 上的光滑函数 z1, · · · , zn，使得对任意的

(c1, · · · , cn) ∈ Ω，我们有

z1(c1, · · · , cn) < z2(c1, · · · , cn) < · · · < zn(c1, · · · , cn)

并且

P (z1(c1, · · · , cn), z2(c1, · · · , cn), · · · , zn(c1, · · · , cn)) = 0.

D3*) 你是否能将上⾯的结论推⼴到复系数的多项式上去？

D4) 考虑 n × n 的实矩阵 A = (Aij)i,j⩽n，假设 A 有 n 个不同的实特征值 λ1 < λ2 < · · · < λn。

证明，存在 ε > 0，使得对任意的 n × n 的实矩阵 B = (Bij)i,j⩽n，如果对每对指标 (i, j)，

|Aij −Bij | < ε，那么 B 有 n 个不同的实特征值 λ1(B) < λ2(B) < · · · < λn(B)。进⼀步证明，

如果将每个 λi 看做是 B 的系数 Bij 的函数，这些函数在区域 |Bij −Aij | < ε（其中 i, j ⩽ n）

中是光滑函数。
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D5*) 你是否能将上⾯的结论推⼴到复系数的矩阵上去？

E 经典群的子流形结构

Mn(R) 是全体 n× n 的实系数矩阵。我们定义特殊线性群

SLn(R) = {A ∈ Mn(R)
∣∣detA = 1},

和正交群

O(n) = {A ∈ Mn(R)
∣∣A · tA = In},

其中 In 是单位矩阵。

E1) 证明，在矩阵乘法下，上⾯两个对象都是群。

E2) 证明，SLn(R) 是 Mn(R) = Rn2
中的光滑⼦流形并计算它的维数。（提⽰：将⾏列式映射

A 7→ det A 视作是 Rn2
上的光滑函数）

E3) 证明，SLn(R) 在 In 处的切空间是

sln(R) := {a ∈ Mn(R)
∣∣tra = 0.}

E4) 证明，O(n) 是 Mn(R) = Rn2
中的光滑⼦流形并计算它的维数（提⽰：令 Symn(R) 是全体对

称的 n× n 的实系数矩阵，考虑映射 f : Mn(R) → Symn(R), A 7→ A · tA− In）。

E5) 证明，On(R) 在 In 处的切空间是

o(n) := {a ∈ Mn(R)
∣∣a+ ta = 0.}

E6) 令 G = SLn(R) 或者 O(n)。证明，映射

G→ G, g 7→ g−1

是光滑的。

E7) 回忆⼀下，G×G 可以被视作是 Mn(R)×Mn(R) 的⼦流形。证明，映射

G×G→ G, (g1, g2) 7→ g1 · g2

也是光滑的。（⾄此，证明了 SLn(R) 和 O(n) 是 Lie 群）

E8) 令 G = SLn(R)（或 O(n)），g = sln(R)（或 o(n)），证明，指数映射 exp 把 g 映射到 G 中去。

———————————————————-
The knowledge of which geometry aims is the knowledge of the eternal.

—– Plato
———————————————————-
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36 子流形之间的光滑映射，子流形之间光滑映射的微分，切向量场的定

义（̸= 向量值函数），切丛，切丛是光滑子流形，子流形上的微分学与

极值问题：Lagrange 乘子法，子流形上的反函数定理和隐函数定理

⼆零⼆零年三⽉九⽇，星期⼀，晴

子流形之间的映射

给定两个⼦流形 M ⊂ Rm 和 N ⊂ Rn，其中，M 和 N 的维数是任意的，我们定义它们之间的

光滑映射 f : M → N 和以及 f 的微分 df。最常见的例⼦中通常 N = R，这实际上是 M 上的光

滑函数。

定义 212. M ⊂ Rm 和 N ⊂ Rn 是⼦流形，f :M → N 是映射。如果 f 满⾜如下任意⼀个条件：

1)（f 局部上是 Rm 上的映射的限制）对任意 p ∈ M，存在包含 p 的开集 U ⊂ Rm，存在 C∞

的映射 F : U → Rn，使得

f
∣∣
U∩M = F

∣∣
U∩M .

2) 对任意 p ∈M，按⼦流形的定义，存在包含 p 的开集 U ⊂ Rm，Rm 中的开集 V 以及微分同

胚 Φ : U → V 使得 Φ(U ∩M) = V ∩ (Rd × {0})。那么，映射

fΦ =
(
Φ−1

)∗
f = f ◦ Φ−1

是在 V ∩ (Rd × {0}) ⊂ Rd 上定义并在 Rn 中取值的 C∞ 映射：

V ∩ (Rd × {0}) M ∩ U

N ⊂ Rn

Φ−1

fΦ f

我们就称 f 是 M 与 N 之间的 C∞ 的映射并且将所有这样的映射的全体记作 f ∈ C∞(M,N)。

注记. 在严格的证明上述定义是规范的之前，我们先指出这个定义最经常地以如下的⽅式出现：

M ⊂ Rm 和 N ⊂ Rn 是⼦流形，F : Rm → Rn 是光滑映射，如果 F (M) ⊂ N，那么，根据定义中

的第⼀条，f 在 M 上的限制就给出了⼦流形之间的光滑映射：

F
∣∣
M

:M → N.

例子. 考虑 M = N = S2，这是 R3 中的单位球面。考虑正交矩阵 A ∈ O(3)，即 3× 3 的⽅阵 A，

使得 tA ·A = I，其中 I 是单位矩阵。我们可以将 A 看作是 R3 上的线性（光滑）映射：

A : R3 → R3, x 7→ A · x.
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由于正交矩阵 A 保持向量的长度，所以

A : S2 → S2.

这是 S2 到自身的光滑映射，我们通常把它称为是 S2 上的⼀个旋转。

我们需要说明上述定义是规范的，这包含了如下两个内容：

a) 定义 2) 中我们⽤了⼦流形的定义，然⽽，⼦流形定义中所选取的局部微分同胚 Φ 不是唯⼀

的。对 p ∈ M，可以存在另外的包含 p 的开集 U ′ ⊂ Rm，Rm 中的开集 V ′ 以及微分同胚

Φ′ : U ′ → V ′，使得 Φ(U ′ ∩M) = V ′ ∩ (Rd × {0})。那么，映射

fΦ′ =
(
Φ′−1

)∗
f = f ◦ Φ′−1

是否是在 V ∩ (Rd × {0}) ⊂ Rd 上的 C∞ 映射？

V ′ ∩ (Rd × {0}) M ∩ U ′

N ⊂ Rn

Φ′−1

光滑?
f

对任意的 p，我们考虑 Ũ = U∩U ′，此时，上述的 Φ 和 Φ′ 在 Ũ 上都能定义，我们令 Ṽ = Φ(Ũ)，

Ṽ ′ = Φ′(Ũ)，我们就有如下的交换图表：

Ṽ ∩ (Rd × {0}) M ∩ Ũ Ṽ ′ ∩ (Rd × {0})

N ⊂ Rn

Φ−1

Ψ=Φ′−1◦Φ

fΦ
f

Φ′−1

fΦ′

很明显，fΦ′ 是 fΦ 与 Ψ 的复合，⽽ Ψ 是两个微分同胚的复合也光滑，所以 fΦ′ 光滑。

b) 我们要说明 1) 和 2) 是等价的。

1) ⇒ 2). 我们考虑如下的交换图表：

V ∩ (Rd × {0}) M ∩ U U

N ⊂ Rn

Φ−1

fΦ
f

ι

F

其中，映射 ι 是包含映射，即

ι :M ∩ U → U, x 7→ x.

按照 1) 的要求，F 是光滑的。所以，fΦ = F ◦ ι ◦ Φ−1 是光滑的。
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2) ⇒ 1). 我们考虑如下的交换图表：

V U

V ∩ (Rd × {0}) M ∩ U

N ⊂ Rn

Φ−1

F̊

FΦ−1

ι

fΦ
f

ι

按照 2) 的要求，下⾯的三⾓形的图表中的映射都是光滑的。特别地，fΦ ⽤坐标来表达（R2×{0}
上⽤ x1, · · · , xd 作为坐标）可以写成

V ∩ Rm × {0} → Rn, (x1, · · · , xd) 7→ fΦ(x1, · · · , xd).

我们可以把 fΦ 拓展成 V 上的函数：

F̊ : V → Rn, (x1, · · · , xd, xd+1, · · · , xn) 7→ fΦ(x1, · · · , xd).

很明显，F̊ 在 V ∩ Rm × {0} 上的限制就是 fΦ。根据上⾯的图表，我们令 F = F̊ ◦ Φ 即可。

注记. 当 N = R 时，我们就定义了 M 上的光滑函数 C∞(M)。与 Rn 中⼀个区域上的光滑函数类

似，我们有（请参考本次作业作业）

1) C∞(M) 是⼀个 R-代数，即对任意的 f, g ∈ C∞(Ω1)，它们的任意实线性组合以及乘积都是

光滑函数。

2) 假设 f ∈ C∞(M)。如果对任意的 x ∈M，f(x) ̸= 0，那么
1

f
也是光滑函数。

另外，对于⼀般的 N ⊂M，Ck(M,N) 通常不是线性空间，因为对于任意的 f, g ∈ Ck(M,N)，

x ∈M，点 f(x) + g(x) 不见得在 N 上。

注记. 我们所定义光滑函数的⽅式不是内蕴的：第⼀个定义要求⼦流形上的光滑函数是背景空间

（Rm）上的光滑函数的限制，这依赖于背景空间；第⼆个要求光滑函数在某个局部的模型下是光滑

函数，这依赖于微分同胚的选取（我们当然已经证明了这个选取不重要）。然⽽，我们要强掉能够

在⼦流形上定义光滑函数是⼦流形理论最核⼼的⼀点，比如说，通过上次的作业，我们知道如下的

V -形不是 R2 中的⼦流形：

V =
{
(x, y) ⊂ R2

∣∣y = |x|
}
.

实际上，这是⼀个所谓的拓扑⼦流形，即我们可以定义如下的同胚（参考第⼀次习题课）

Φ : R2 → R× R, (x, y) → (x, y − |x|).

这个映射是连续的但是不光滑（在 (0, 0) 处）。我们可以在背景空间上选取函数 f : R2 → R, (x, y) 7→
y 是光滑的，但是它所对应的 fΦ 用我们的第⼆个定义就不是光滑的。
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从函数论的观点，⼦流形的定义要求局部上的同胚 Φ 是可微的原因就是容许我们在⼦流形上

面定义光滑函数。

在我们的课程中不再会进⼀步的深⼊到如何完全内蕴地定义⼏何对象的层次，我们总是借助于

背景空间（Rn）来讨论。下面将要定义的光滑向量场就是⼀个很好的例⼦。

对于⼦流形之间的光滑映射，我们可以定义微分：

定义 213. 假设 M ⊂ Rm，N ⊂ Rn 是⼦流形，f : M → N 是光滑映射。对任意的 v ∈ TpM，按

定义，存在（不⽌⼀条）参数化的曲线

γ : (−ε, ε) → Rm,

使得 γ(0) = p 且 γ′(0) = v。通过和 f 复合，我们得到 N 上过 f(p) 点的曲线：

f ◦ γ : (−ε, ε) → Rn, t 7→ f(γ(t)).

我们把这条曲线的在 f(p) 处切向量定义为

df(p)(v) :=
d

dt

∣∣∣
t=0

f(γ(t)) ∈ Tf(p)N.

从⽽，我们定义了

df(p) : TpM → Tf(p)N.

v = γ′(0)

γ

p

M

df(p)(v) = (f ◦ γ)′(0)

f(γ(t))

f(p)

N

f

注记. 如果⼦流形之间的映射 F 是由某个全空间上的 F : Rm → Rn 所诱导的，即 F
∣∣
M

= f：

Rm Rn

M N

F

ι

f

ι

那么，df(p) : TpM → Tf(p)N 就是 dF (p) : Rm → Rn 在 TpM 上的限制（TpM 是 Rm 的线性⼦空

间），即

TpRm Tf(p)Rn

TpM Tf(p)N

dF (p)

ι∗

df(p)

ι∗
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特别地，这个观察还说明了上面定义中的映射不依赖于曲线 γ 的选取。当然，我们还可以直接证

明，其参考下面的习题：

练习. 证明，上述定义不依赖于 γ 的选取，即 λ(t) 是过 p 的 M 上的参数曲线且 λ′(0) = v，那么

d

dt

∣∣∣
t=0

f(γ(t)) =
d

dt

∣∣∣
t=0

f(λ(t)).

命题 214. 假设 M ⊂ Rm，N ⊂ Rn 是⼦流形，f :M → N 是光滑映射。那么，对任意的 p ∈M，

微分

df(p) : TpM → Tf(p)N

是线性映射。

证明: 这是显然的，因为 df(p) 是线性映射 dF (p) 的限制，其中我们假设了 f 是背景空间上某个光

滑映射 F : Rm → N ⊂ Rn 的限制。

在微分学这⼀部分，我们最后引进的⼀个对象叫做向量场，向量场在经典的物理中有着⽆⽐重

要的应⽤，我们在后⾯的课程中会逐步展⽰这些相关的例⼦。我们来定义⼀个⼦流形上全体切向量

的集合：

定义 215 (向量场与切丛). 假设 M ⊂ Rn 是⼦流形。对任意的 p ∈M，TpM 是在这⼀点处的 M 的

切向量的全体。我们把这些不同点的切向量放在⼀起定义为 M 的切丛，我们强调这是所有的 TpM

的⽆交并集，即不同点处的切向量是不同的：

TM =
⨿
p∈M

TpM.

我们有自然的投影映射 π : TM →M，对于 p ∈M，这个映射把 TpM 中的元素全部映射成 p，即

TpM = π−1(p)。

如果对于每个点 p ∈M，我们都指定⼀个切向量 X(p) ∈ TpM，我们就得到了⼀个映射

X :M → TM, p 7→ X(p),

我们把这样⼀个映射称作是 M 上的⼀个（切）向量场。

按照定义，切向量场满⾜满⾜ π ◦X = idM：

M TM

M

X

id π

注记 (向量场光滑性的⼀种折衷的定义). 由于所讨论的⼦流形 M 在 Rn 中，对任意的 p，我们总可

以将 X(p) 看作是 Rn 中的向量，所以我们可以 X 看作是映射 X :M → Rn（要求 X(p) ∈ TpM）。

此时，我们就可以谈论 X 的光滑性。如果映射 X :M → Rn 是光滑的，我们就称 X 为光滑的（切）

向量场。我们将 M 上的光滑切向量的全体记作 Γ(M,TM)。

402



对任意的 M 上的光滑函数 f，任意的 M 上的光滑切向量场 X 和 Y，我们可以定义它们之间

的乘法和加法：

(fX)(p) = f(p)X(p), (X + Y )(p) = X(p) + Y (p).

我们有如下简单的命题：

命题 216. 假设 M ⊂ Rn 是⼦流形，那么，Γ(M,TM) 是 C∞(M)-模，即对任意的 M 上的光滑函

数 f，任意的 M 上的光滑切向量场 X 和 Y，fX 和 X + Y 都是 M 上的光滑向量场。

证明是平凡的，我们留作作业。

对于⼀个向量 v ∈ TM，我们假设 p = π(v)，即 v ∈ TpM，这样⼦，我们可以认为 TM 是

Rn × Rn 的⼦集：

TM ↪→ Rn × Rn, v 7→ (π(v), v).

我们有如下漂亮的定理：

定理 217. 假设 M ⊂ Rn 是⼦流形，那么

TM = {(x, v) ∈ Rn × Rn
∣∣x ∈M, v ∈ TxM}

是 R2n 的⼦流形并且 dimTM = 2dimM。

证明: 令 d = dimM。任意选取 v ∈ TpM，我证明 TM 在 p 附近是⼦流形。先在 p 的附近⽤光滑

函数的零点来定义 M：选取开集 U ⊂ Rn，其中 p ∈M 以及 n− d 个光滑函数 fi ∈ C∞(U)，其中

i ⩽ n− d，使得 M ∩U =
∩

i⩽n−1

f−1
i (0) 并且对任意的 q ∈ U，微分 df1(q), · · · , dfn−i(q) 是线性⽆关

的。然⽽，我们知道对任意的 q，该点处的切空间为

TqM =
∩

i⩽n−d
ker dif(q),

所以该点处的切空间可以实现为 df1(q), · · · , dfn−i(q) 的公共零点集。据此，我们有

TM ∩ (U × Rn) =
{
(x, y) ∈ U × Rn

∣∣ f1(x) = 0, · · · , fn−d(x),

df1(x)(y) = 0, · · · , dfn−d(x)(y) = 0.

}
.

所以，TM 在开集 U ×Rn 上由 2(n− d) 个光滑函数 f1, · · · , fn−d, df1(x)(y), · · · , dfn−d(x)(y) 的公

共零点定义。我们下⾯说明的微分是线性⽆关的即可。为此，我们令

f : U → Rn−d, x 7→ (f1(x), · · · , fn−d(x));

df : U × Rn → Rn−d, (x, y) 7→ (df1(x)(y), · · · , dfn−d(x)(y)).

定义 F 为

F : U × Rn → Rn−d × Rn−d, (x, y) 7→ (f(x), df(x)(y)).
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从⽽，TM ∩ U × Rn = F−1(0)。为了说明 rankdF = 2(n− d)（满秩），我们可以计算它的 Jacobi
矩阵：

dF (x, y) =

(
df(x) 0

∗ df(x)

)
,

由于 rankdf = n− d，所以 rankdF = 2(n− d)。命题证明完毕。

注记. 假设 M ⊂ Rm，N ⊂ Rn 是⼦流形，f :M → N 是光滑映射。对于固定的点 p，我们知道微

分 df(p) 是如下的线性映射：

df(p) : TpM → Tf(p)N.

当 p 变化时，我们得到映射：

df : TM → TN.

我们将它称作是 f 的微分或者切映射。由于 TM 和 TN 都是⼦流形，这是⼦流形之间的映射，我

们还可以证明 df : TM → TN 是光滑映射，我们把证明留作作业。

应用：在子流形上的微分学

假设 M ⊂ Rm 是⼦流形，我们可以利⽤ M 上的向量场 X 对 M 上的光滑函数求⽅向导数，

即我们可以把向量场这种⼏何对象看做是求微分这种代数操作：

Γ(M,TM)
⽅向导数

−−−−−−−−−−−−−−−−−−→ ⼀阶微分算⼦

实际上，对于 f ∈ C∞(M)，p ∈M，X(p) ∈ TpM 由曲线 γ(t) 所定义。我们可以定义 f 在 p 处的

⽅向导数为

∇X(p)f(p) =
d

dt

∣∣∣
t=0

f(γ(t)).

为了⽅便，我们还⽤ X(f)(p) 表⽰上⾯的⽅向导数。我们选取向量场 X ∈ Γ(M,TM)。当 p 变化

时，我们就得到了 M 上的函数 X(f) = ∇Xf，即

X(f)(p) = (∇X(p)f
)
(p).

（这实际上是⽤
∂

∂xi
来表⽰向量场的原因）

命题 218. 上面定义的 X(f) 是光滑函数，即

X : C∞(M) → C∞(M).

证明: 按照定义，如果 X 给定，X(f) 只与 f 和 X 在 M 上的值有关系。所以，我们任意选取

F ∈ C∞(Rn) 和 X ∈ C∞(Rn;Rn)，使得 F
∣∣
M

= f，X
∣∣
M

= X。那么，上⾯的定义就是在计算 F 在

Rn 沿着 X 的⽅向导数，所以 ∇XF 光滑的，它的限制就给出了 ∇Xf，从⽽光滑。

如果 M 上的可微函数有极值，那么我们也有
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命题 219. 假设 M ⊂ Rm 是⼦流形，f ∈ C∞(M)，p 是 f 的最⼤值（局部）点，那么，df(p) = 0。

证明: 根据微分的定义，我们要证明对任意的 v ∈ TpM，∇vf(p) = 0 即可。实际上，我们考虑 M

上通过 p 的曲线

γ : (−ε, ε) →M, t 7→ γ(t),

其中 γ(0) = p，γ′(0) = v。我们有

d

dt

∣∣∣
t=0

f ◦ γ = (∇vf)(p).

由于 p 是 f ◦ γ 的最⼤值，所以 (f ◦ γ)′(0) = 0，这表明对任意的 v ∈ TpM，(∇vf)(p) = 0。我们注

意到这个证明在形式上和在 Rn 的⼀个开集⼭的证明⼀摸⼀样，我们都是把证明化简为⼀元微分学

的形式。

求极值问题

利⽤上⾯证明的命题，我们可以⽤⼏何的眼光来看所谓的 Lagrange 乘子法，这是多元微积

分在求极值⽅⾯的重要⽅法。

我们先把要讨论的问题说清楚：假设 Rn 上有光滑函数 f(x1, · · · , xn)，我们想要计算它的最⼤

值（⽐如说），然⽽，这个问题是所谓的带有约束条件的。所谓的约束条件指的是点 x ∈ Rn 必须满

⾜ m 个⽅程： 

g1(x1, x2, · · · , xn) = 0,

g2(x1, x2, · · · , xn) = 0,

· · · · · · ,

gm(x1, x2, · · · , xn) = 0.

我们通常要求 m ⩽ n（不能有太多的约束）。我们⽤更简洁的语⾔来叙述这个问题。令

g : Rn → Rm, x 7→ g(x) = (g1(x), · · · , gm(x)),

我们要找到 x ∈ g−1(0)，使得 x 是 g 的局部极⼤值。以下我们进⼀步假定 g 是光滑的，M = g−1(0)

并且对任意 x ∈M，rankdg(p) = m。此时，M 是 Rn 中的⼦流形。那么，我们的约束条件极值问

题等价于求函数 f 在⼦流形 M 上的极值。

经典的 Lagrange 乘⼦法是这样说的：为了解决上⾯的极值问题，我们应该考虑 Rn×Rm 上的

函数

L(x1, · · · , xn, λ1, · · · , λm) = f(x1, · · · , xn)−
m∑
i=1

λigi(x1, · · · , xn),

其中实变量 λ1, · · · , λm 被称为 Lagrange 乘子。有些⽂献上将上⾯的函数称作是这个极值问题的

Lagrange 函数。Lagrange 乘⼦法的结论说的是 f 的约束条件极值问题等价于 L 的⽆条件极值问

题，即我们要找 (x1, · · · , xn, λ1, · · · , λm) ∈ Rn × Rm 来实现 L 的极值就可以了。
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假设 x ∈ M 是 f 在 M 上的⼀个局部极值，那么对任意的 v ∈ TxM，我们有 df(x)(v) =

(∇vf)(x) = 0，即 df
(
TpM

)
≡ 0，这表明，TpM ⊂ kerdf(p)。然⽽，TpM = ker dg(x)，所以，我们

得到如下的结论

• f
∣∣
M

在 x ∈M 处取局部极值的必要条件是

ker df(x) ⊃ ker dg(x) =
m∩
j=1

ker dgj(x).

这表明在 x 处，存在常数 λ1, λ2, · · · , λm，使得

df(x) = λ1 · dg1(x) + λ2 · dg2(x) + · · ·+ λm · dgm(x).

⽤矩阵的语⾔来写，对任意的 i ⩽ n，我们有

∂f

∂xi
(x1, · · · , xn)−

m∑
k=1

λk
∂gk
∂xi

(x1, · · · , xn) = 0.

换句话说，为了找到 f 在约束下的极值，⼀个必要条件就是找到 (x1, · · · , xn) 满⾜约束和 m 个实

数 λ1, · · · , λm，使得上⾯的 n 个式⼦成⽴。为了记忆这个等式，我们可以考虑 Lagrange 函数

L(x1, · · · , xn, λ1, · · · , λm) = f(x1, · · · , xn)−
m∑
i=1

λigi(x1, · · · , xn)

的微分，它对 xi 偏导数恰好为上⾯的 n 个⽅程⽽对 λi 的偏导数恰好给出约束条件，所以，极值点

的必要条件可以等价地写成：

dL(x, L) = 0.

这就是传统的 Lagrange 乘⼦法给出的求极值的必要条件。

我们可以给出 Lagrange 乘⼦法的⼏个经典的应⽤。

例子. 如果只有⼀个约束⽅程 g : Rn → R，我们假设 g(x) = 0，我们要求 f(x) 的最⼤值，此时，

上述条件变成了
∂f

∂xi
(x1, · · · , xn)− λ

∂gk
∂xi

(x1, · · · , xn) = 0,

其中 i = 1, 2 · · · , n。用梯度来表示，这等价于

• 在 g−1(0) 上找⼀个点，使得 ∇f(x) 与 ∇g(x) 共线。

我们令 f(x) = d(x, z)2 =
√
(x1 − z1)2 + · · ·+ (xn − zn)2，即我们要在曲面上 g(x) = 0 上找⼀个点

x，使得该点到⼀个给定的点的距离是最短的。中学的经验告诉我们我们需要从 z 点到这个曲面做

垂线，我们用 Lagrange 乘⼦法来解读这个问题。首先，我们计算 ∇f

∇f(x) = 2(x1 − z1, x2 − z2, · · · , xn − zn).
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这是从 x 点到 z 的连线。我们已经证明过 ∇g(x) 是和曲面 g−1(0) 在这点处的切平面垂直的，所

以 ∇f(x) 与 ∇g(x) 共线等价于说从 z 到 x 的连线和该曲垂直。

我们利用这个例⼦也可以看到，这⼀类问题的解可能不是唯⼀的，比如说如果 g(x) = x21 +

· · ·+ x2n − 1，这定义了单位球面。如果我们选取 z = 0，那么任意⼀个 x 都是这个极值问题的解。

例子 (⼀个初等⼏何问题). 给定平面三角形 △ABC（非退化），P 是三角形内部的点，从 P 点向

三条边作垂线得到 A′，B′ 和 C ′，我们要找到这样的 P 使得三条线段长度的乘积

|PA′||PB′||PC ′|

最⼤。

A

B C

P

B′C ′

A′

假设 △ABC 的三个⾼为 hA，hB 和 hC，面积为 S ⽽ △PBC，△PAC 和 △PAB 的面积分

别为 u，v 和 w。通过简单的计算面积，我们知道这个问题等价于求如下函数的最⼤值：

f(u, v, w) =
uvw

hAhBhC
, u+ v + w = S.

当然，我们要求 u, v, w 都是正数。根据 Lagrange 乘⼦法，我们要求

∇f − λ∇g = 0 ⇔ (vw, uw, uv) = λ(1, 1, 1).

这说明 uv = vw = wz，所以 u = v = w，这表明这个点到三边的距离是⼀样的，所以是三角形的

内⼼。类似的，我们可以看到其实这里的推理已经可以用来证明算数－⼏何平均值不等式。

例子 (Hadamard 不等式). 我们考虑这样的函数

f :

n 个︷ ︸︸ ︷
Rn × Rn × · · · × Rn → R, (v1, v2, · · · , vn) 7→ det(v1, · · · , vn).

上面最右边是把 n 个向量排成⼀排所组成的矩阵。我们在 Rn 上用标准的 Euclid 内积，假设

|v1| = |v2| = · · · = |vn| = 1，我们想求 f 的最⼤值。

我们观察到 f 是定义在 Rn2
中的函数，其中，我们取坐标 vij ∈ R，1 ⩽ i, j ⩽ n。我们现在有

n 个约束函数

gi(v) = −1 +
n∑
j=1

v2ij .
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很明显，gi 们的公共零点定义了微分⼦流形，它实际上是

n 个︷ ︸︸ ︷
Sn−1 × Sn−1 × · · · × Sn−1，这是⼀个紧集

（有界闭集），所以连续函数 f 在它上面有最⼤值。我们现在用 Lagrange 乘⼦法，存在 λ1, · · · , λn，
使得对于任意⼀个固定的 1 ⩽ i0 ⩽ n，对任意的 1 ⩽ j ⩽ n，我们有

∂f

∂vi0j
− λi0

∂gi0
vi0j

= 0 ⇔ vi0j 的余⼦式与 vi0j 成比例。

如果我们用 v∗ij 表示 vij 的余⼦式，那么（⼀个矩阵如果有两⾏⼀样的话它的⾏列式值就是 0），那

么当 i ̸= i′ 时，上面的比例关系表明
n∑
j=1

vijvi′j = 0.

这表明这些 vi 两两垂直。此时，矩阵 (vij) 是正交矩阵，所以 f 的最⼤值是 1 且等号成立当且仅

当 v1, · · · , vn 两两垂直。据此，我们就得到⼀般情况下的 Hadamard 不等式：

命题 220 (Hadamard). 对任意的非零向量 v1, v2, · · · , vn ∈ Rn，我们有

|det(v1, v2, · · · , vn)| ⩽ |v1||v2| · · · |vn|.

上面的不等式取等号当且仅当这些向量两两之间垂直。

子流形上的反函数定理和隐函数定理

我们还可以考虑⼦流形之间的反函数定理，其叙述和 Rn 上版本是⼀致的：

定理 221 (反函数定理). 假设 M ⊂ Rm 和 N ⊂ Rn 是两个 d 维⼦流形，f : M → N 是光滑映射，

p ∈M，f(p) = q。假设

df(p) : TpM → Tf(p)N

是可逆的，那么存在 Rm 中包含 p 的开邻域 U ⊂M 和 Rn 中包含 q 的开邻域 V ⊂M，使得

f
∣∣
U∩M : U ∩M → V ∩N

是微分同胚，即 f
∣∣
U∩M 有逆并且也是光滑的。

证明: 我们把问题化到 Rd 的情况。⾸先，在 p 处取开集 U，微分同胚 Φ : U → U ′ ⊂ Rm，使得

Φ 将 U ∩M 映射为 U ′ ∩ Rd × {0}；在 q 处取开集 V，微分同胚 Ψ : V → V ′ ⊂ Rm，使得 Ψ 将

V ∩N 映射为 V ′ ∩ Rd × {0}。我们考虑如下的交换图表：

U ′ ∩ (Rd × {0}) V ′ ∩ (Rd × {0})

M ∩ U N ∩ V

f̂

Φ

f

Ψ

其中，f̂ = Ψ ◦ f ◦ Φ−1。
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我们令 p̂ = Φ(p)，q̂ = Ψ(q)，那么，f̂(p̂) = q̂。根据链式法则，我们知道

df̂(p̂) = dΨ(q) ◦ df(p) ◦ dΦ−1(p̂)

是线性同构，所以我们可以在上述交换图表的第⼀层⽤反函数定理（此时，我们⽤ Rd）中的反函

数定理。然后⽤ Ψ 和 Φ 来复合就得到下⾯⼀层上的反函数定理，细节留给同学们⾃⼰来验证。

隐函数定理的⼏何形式更容易推⼴到⼦流形的情况：

命题 222 (⼦流形的原像). 假设 M ⊂ Rm 和 N ⊂ Rn 是⼦流形，f :M → N 是光滑映射，S ⊂M

也是 Rm 的⼦流形。如果对任意的 x ∈ f−1(S)，rank df(x) = dimN，那么 f−1(S) ⊂ Ω 是⼦流形

并且其位数满⾜等式

dimM − dim f−1(S) = dimN − dimS.

由于这个命题和后⾯课程的关系不⼤，我们在此略去它的证明。实际上，证明很简单，我们也

可以仿照隐函数定理的⽅法化成某个 Rℓ 的情形。
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37 多元函数 Hesse 矩阵，极值点的二阶导数判定，凸函数

⼆零⼆零年三⽉⼗⼆⽇，星期四，晴

Hesse 矩阵与极值点的二阶导数判定

为了避免张量的概念，我们考虑 Rn 中的开集 Ω 并假设 Rn 中已经选取坐标 (x1, · · · , xn)。我

们假设 f 是 Ω 上⾄少两次连续可微的函数。对于给定的点 p ∈ Ω，我们定义 f 在 p 处的 Hesse 矩

阵为

∇2f(p) = Hf (p) =

(
∂2f

∂xi∂xj
(p)

)
=


∂2f
∂x21

(p) ∂2f
∂x1∂x2

(p) · · · ∂2f
∂x1∂xn

(p)

∂2f
∂x2∂x1

(p) ∂2f
∂x21

(p) · ∂2f
∂x2∂xn

(p)

· · · · · · · · · ·
∂2f

∂xn∂x1
(p) ∂2f

∂xn∂x2
(p) · · · ∂2f

∂x2n
(p)


根据 Clairaut-Schwarz 的定理，这是⼀个对阵矩阵。另外，根据线性代数中所学的知识，我们还可

以将 Hesse 矩阵看成是 R2 上的⼆次型：

Hf (p) : R
n ⊗ Rn → R, (v, w) 7→

∑
1⩽i,j⩽n

∂2f

∂xi∂xj
viwj .

我们假设在 Rn 给了内积 ⟨·, ·⟩，使得
{

∂
∂xi

}
i⩽n

恰好是标准正交基。那么上⾯的⼆次型还可以写成

Hf (v, w) = ⟨v,∇2f(w)⟩.

另外，我们的 Taylor 公式在 2 阶的时候可以写成

f(x) = f(x0) + ⟨∇f(x0), x− x0⟩+
1

2
⟨x− x0,∇2f(x0)(x− x0)⟩+ o(|x− x0|2).

对于实对称矩阵，我们可以讨论它是否正定／负定。我们简单回忆线性代数中的概念：矩阵／

⼆次型 ∇2f 是正定（半正定）的，指的是它满⾜如下条件之⼀：

1) 对任意的 v ∈ Rn，Hf (v, v) > 0（Hf (v, v) ⩾ 0）;

2) 矩阵 ∇2f 的特征值都是正（⾮负）的。

我们⽤ ∇2f > 0 和 ∇2f ⩾ 0 表⽰正定和半正定的⼆次型；负定的情形类似。

命题 223. 给定 f ∈ C2(Ω)，其中 Ω ⊂ Rd 是开集，如果 x0 ∈ Ω 是 f 的最小值点，那么，∇f(x0) = 0

并且 ∇2f(p0) ⩾ 0（半正定）。

证明: ⾸先，∇f(x0) = 0 即 df(x0) = 0，这是明显的。为了说明 ∇2f(x0) ⩾ 0，我们⽤反证法，假

设 ∇2f 有⼀个负特征值 λ < 0，我们⽤ v 表⽰相应的⼀个特征向量（⾮零）。考虑 x = x0 + tv 并

利⽤ Taylor 公式（⼀阶导数项⾃动为零）：

f(x) = f(x0) +
1

2
⟨tv,∇2f(x0)(tv)⟩+ o(|x− x0|2)

= f(x0) + λ× |v|2t2

2
+ o(t2|v|2)
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根据 o(|t|2) 的定义，存在 ε > 0，当 |t| < ε 时，我们有 o(t2|v|2) < 1

2
|λ| |v|

2t2

2
。根据 λ < 0，从⽽

f(x) < f(x0) + λ× |v|2t2

4
< f(x0)

这与 x0 是最⼩值⽭盾。

这个证明可以⽤来证明⼀个接近于上述命题逆命题的命题：

命题 224. 给定 f ∈ C2(Ω)，其中 Ω ⊂ Rd 是开集，如果 x0 ∈ Ω 满⾜ ∇f(x0) = 0 并且 ∇2f(p0) > 0

（正定），那么，x0 是 f 的局部最小值点，即存在开集 U ⊂ Ω，使得 x0 是 f 在 Ω 上的最小值。

证明: 由于 ∇2f(p0) > 0，我们令 0 < λ1 ⩽ λ2 ⩽ · · · ⩽ λn 是它的特征值，其中 λ1 是最⼩的特征向

量。根据线性代数的知识，我们可以选取相应于上述特征值的特征向量 v1, v2, · · · , vn，其中它们都

是单位向量并且两两正交。据此，对任意的 w ∈ Rn，我们可以把 x 写成

w = a1v1 + · · ·+ anvn,

√∑
i⩽n

(ai)2 = |x|.

由于 ∇2f(x0)(w) = λ1a1v1 + · · ·+ λnanvn，所以，我们有

|∇2f(x0)(w)| =
√∑

i⩽n
(λiai)2 ⩾ λ1|w|.

根据 Taylor 公式（⼀阶导数项⾃动为零），我们有

f(x) = f(x0) +
1

2
⟨x− x0,∇2f(x0)(x− x0)⟩+ o(|x− x0|2)

⩾ f(x0) + λ1|x− x0|2 + o(|x− x0|2)

根据 o(|x − x0|2) 的定义，存在 ε > 0，当 |x − x0| < ε 时（我们就选取 U = Bε(x0)），我们有

o(|x− x0|2) <
1

2
|λ| |x− x0|2

2
。从⽽

f(x) > f(x0) + λ× |x− x0|2

4
> f(x0)

这说明 x0 是 U 中的最⼩值点。

二阶导数与凸函数

给定凸集 Ω ⊂ Rn（即对任意的 x, y ∈ Ω，对任意的 t ∈ [0, 1]，tx+ (1− t)y ∈ Ω），f : Ω → R
是在凸集上定义的函数，如果对任意的 x, y ∈ Ω，对任意的 t ∈ [0, 1]，都有

f
(
tx+ (1− t)y

)
⩽ tf(x) + (1− t)f(y).

我们就称 f 是凸函数。（如果 −f 是凸函数，就称 f 是凹函数）
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另外，如果对任意的 x, y ∈ Ω，对任意的 t ∈ (0, 1)，都有

f
(
tx+ (1− t)y

)
< tf(x) + (1− t)f(y).

我们就称 f 是严格凸的。

换⽽⾔之，对于任意 Ω 中的线段，f 在这个线段上的限制是 1 维的凸函数。另外，我们可以同

样地证明 Jensen 不等式（请参见上学期第⼗⼋次课，证明完全可以照搬）：

命题 225 (Jensen 不等式). 假设 f : Ω → R 是凸函数，其中 Ω ⊂ Rn 为凸集，那么对任意的

x1, · · · , xn ∈ Ω 和任意的 t1, · · · , tn ∈ [0, 1]，其中 t1 + t2 + · · ·+ tn = 1，我们有

f(t1x1 + · · ·+ tnxn) ⩽ t1f(x1) + · · ·+ tnf(xn).

例子. 我们先看⼏个凸函数的例⼦（我们总假设 Ω ⊂ Rn 是凸集）

1) f(x) = a1x1 + · · ·+ anxn + b 是 Ω 上的线性函数。

2) 假设 ∥ · ∥ : Rn → R 是任意⼀个范数，那么，这是⼀个凸函数，因为

∥tx+ (1− t)y∥ ⩽ ∥tx∥+ ∥(1− t)y∥ = t∥x∥+ (1− t)∥y∥.

3) 假设 A 是⼀个 n× n 的半正定矩阵，那么，⼆次型

f(x) = ⟨x,Ax⟩

是凸函数。实际上，我们可以验证代数恒等式：

(1− t)f(x) + tf(y)− f((1− t)x+ ty) = t(1− t)f(x− y).

右边的值是非负的。

定理 226 (凸函数在开集上的连续性). 假设 Ω ⊂ Rn 是凸的开集，f : Ω → R 是凸函数，那么，f

是连续函数。

证明: 假设 0 ∈ Ω，我们只要证明 f 在 0 处连续即可，其余的点类似。我们不妨假设如下的向量

±e1 = (±1, 0, · · · , 0), · · · ,±en = (0, · · · , 0,±1)

都在 Ω 中（否则做适当的放缩即可，或者选取 ε± ei 来代替这些向量）。我们注意到，当 r ⾜够⼩

的时，任意的 |x| < r，如果 x 在第⼀相限（即坐标都是⾮负的），存在 λ1, · · · , λn ∈ [0, 1) 使得

x = λ1e1 + λ2e2 + · · ·+ λnen.

如果 r ⾜够⼩，我们还可以要求 λ1 + · · ·+ λn < 1，这是因为

λ1 + · · ·+ λn ⩽
√
n(λ21 + · · ·+ λ2n) = |x|

√
n.
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选定这样⼀个 r。此时，我们令 λ0 = 1− λ1 · · · − λn，所以

x = λ0 · 0 + λ1e1 + λ2e2 + · · ·+ λnen.

根据凸函数的性质（Jensen 不等式），我们就有

f(x) ⩽ λ0f(0) + λ1f(e1) + λ2f(e2) + · · ·+ λnf(en)

= f(0) + λ1 (f(e1)− f(0)) + · · ·+ λn (f(en)− f(0)) .

从⽽，

f(x)− f(0) ⩽ λ1 (f(e1)− f(0)) + · · ·+ λn (f(en)− f(0))

⩽
√
λ21 + · · ·+ λ2n

√
|f(e1)− f(0)|2 + · · ·+ |f(en)− f(0)|2.

即（对其他相限类似可以证明）

f(x)− f(0) ⩽ C|x|, 对任意的 |x| < r.

我们还可以⽤ x,−e1, · · · ,−en 的凸组合来表⽰ 0，实际上，利⽤ x 的坐标，我们选取

λ0 =
1

x1 + · · ·+ xn + 1
, λi = λ0xi, i ⩾ 1.

此时，我们有

0 = λ0x+ λ1(−e1) + λ2(−e2) + · · ·+ λn(−en).

所以，

f(0) ⩽ λ0f(x) + λ1f(−e1) + λ2f(−e2) + · · ·+ λnf(−en)

= λ0 (f(x) + x1f(−e1) + x1f(−e2) + · · ·+ xnf(−en)) .

从⽽，

f(0)− f(x) ⩽ (λ0 − 1)f(x) + λ0 (x1f(−e1) + x1f(−e2) + · · ·+ xnf(−en))︸ ︷︷ ︸
类似前述, ⩽C′|x|

.

对于第⼀项，我们有 ∣∣(λ0 − 1)f(x)
∣∣ ⩽ x1 + · · ·+ x2

1 + x1 + · · ·+ xn
|f(x)| ⩽ C ′′|x||f(x)|.

从⽽，

f(0)− f(x) ⩽ C ′′|x||f(x)|+ C ′|x|

⩽ C ′′|x||f(x)− f(0)|+ C ′′|x||f(0)|+ C ′|x|.
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综合之前的不等式，我们就得到

|f(x)− f(0)| ⩽ C ′′|x||f(x)− f(0)|+ C ′′′′|x|.

不妨假设选取的 |x| 使得 C ′′|x| < 0.5，从⽽，

|f(x)− f(0)| ⩽ 2C ′′′′|x|.

这就说明了 f(x) 是连续的（实际上是局部 Lipschitz 的）。

如果 f 具有⼀阶导数的话，我们可以⽤⼏何的⽅式（⼤约是切平⾯）来描述凸函数（请参考上

学期第⼗⼋次课中凸函数的五个等价定义）：

Γf

TΓf (x0)

命题 227. 假设 Ω ⊂ Rn 是凸的开集，f : Ω → R 是可微函数（即微分 df 逐点存在），我们用 Γf

表示 f 在 Ω× R ⊂ Rn × R 中的图像：

Γf =
{
(x, y) ∈ Rn × R

∣∣x ∈ Ω, y = f(x)
}
.

该图像在 (x0, f(x0)) 处的切平面我们定义为

TΓf (x0) =
{
(x0, f(x0)) + df(x0)(x− x0)

∣∣x ∈ Rn
}
.

那么，如下命题是等价的：

1) f 是 Ω 上的凸函数；

2) 对任意的 x0 ∈ Ω，函数图像 Γf 都在切平面 TΓf (x0)，即

f(x) ⩾ Lx0(x),

其中 Lx0(x) = f(x0) + df(x0)(x− x0)，x ∈ Ω。

证明: 证明分两个⽅向：

1) 假设 f 是凸函数，所以对任意的 x, y ∈ Ω，函数 f(tx+ (1− t)y) 是凸函数并且

f((1− t)x+ ty) ⩽ (1− t)f(x) + tf(y) = f(x) + t(f(y)− f(x)).

另外，根据 Taylor 公式以及可微性，我们有

f((1− t)x+ ty) = f(x+ t(y − x)) = f(x) + tdf(x)(y − x) + o(t).

令 t→ 0，我们就得到

df(x)(y − x) ⩽ f(x).

令 x = x0，y = x，整理就得到 2) 中的等式。

414



2) 反过来，我们假设 2) 中不等式成⽴，对于给定的 x, y ∈ Ω，t ∈ [0, 1]，我们令 z = (1− t)x+ ty。
对 z ⽤不等式，我们有

f(w) ⩾ f(z) + df(z)(w − z).

令 w = x 和 w = y，我们得到

f(x) ⩾ f(z)− tdf(z)(y − x),

f(y) ⩾ f(z) + (1− t)df(z)(y − x), .

将第⼀个不等式乘 (1− t)，将第⼆个不等式乘 t，然后相加就得到所要的结论。

我们还可以将函数限制到线段上⽤ 1 维结论直接说明等价性，这留给同学思考。

如果我们的函数是 2 阶可微的，类似于 1 维的情况，我们也有对凸函数的⼆阶导数的判定：

命题 228. 假设 Ω ⊂ Rn 是凸的开集，f : Ω → R 是 C2 的函数，那么，f 是凸函数当且仅当 f 在

每个点处的 Hesse 矩阵都是半正定的。进⼀步，如果在每个点处 Hesse 矩阵都是正定的，那么 f

是严格凸的。

证明: ⾸先假设 f 是凸函数。我们在 x0 处将 f 进⾏ Taylor 展开：

f(x) = f(x0) + ⟨∇f(x0), x− x0⟩︸ ︷︷ ︸
Lx0 (x−x0)

+
1

2
⟨x− x0,∇2f(x0)(x− x0)⟩+ o(|x− x0|2)

⩾ Lx0(x− x0).

从⽽，对任意的 x→ x0，我们有

1

2
⟨x− x0,∇2f(x0)(x− x0)⟩+ o(|x− x0|2) ⩾ 0.

令 x− x0 = tv，t = |x− x0|，其中 v 是任意的长为 1 的向量，从⽽

t2
1

2
⟨v,∇2f(x0)(v)⟩+ o(t2) ⩾ 0 ⇒ 1

2
⟨v,∇2f(x0)(v)⟩ ⩾ o(1).

令 t→ 0，我们就得到了

⟨v,∇2f(x0)(v)⟩ ⩾ 0,

其中 v 是任意的长为 1 的向量，所以 ∇2f(x0) 是正定的。

反过来，我们假设在任何⼀点 x0 ∈ Ω 处，我们有 ∇2f(x0) ⩾ 0。此时，根据 Talyor 展开公式

（Lagrange 余项），我们有

f(x)− Lx0(x− x0) =
1

2
⟨x− x0,∇2f(x‘)(x− x0)⟩ ⩾ 0,

其中 x′ 位于 x0 与 x 之间。根据前⾯⼀阶导数的命题，f 是凸的。
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37.1 习题课：球极投影

清华大学 19-20 春季学期，数学分析二，第二次习题课内容

隐函数定理与⼦流形之间切映射的计算（球极投影）

隐函数定理的习题

第三次作业 B3)

假设 f : Rn → Rn 是光滑映射，0 是 f 的不动点，即 f(0) = 0。假设 1 不是 f 在 0 处的微分

df(0) : T0Rn︸ ︷︷ ︸
Rn

−→ T0Rn︸ ︷︷ ︸
Rn

的特征值。

• 证明，0 是⼀个孤⽴的不动点，即存在开集 U，使得 0 ∈ U，f 在 U 有且仅有 0 为其不动点。

• 任意给定 g ∈ C1(Rn,Rn)。对任意的 λ ∈ R，我们定义映射

fλ : Rn −→ Rn, x 7→ f(x) + λg(x),

证明，存在 ε > 0，存在 0 在 Rn 的开邻域 U 以及 C1 的映射

ω : (−ε, ε) → V, λ 7→ ω(λ),

使得对任意的 λ ∈ (−ε, ε)，fλ 在 V 中恰好有⼀个不动点 ω(λ)。

第三次作业 D2)

（根对系数的光滑依赖性）考虑实系数多项式 P (X) = Xn + c1X
n−1 + · · ·+ cn = 0。如果对

(c∗1, · · · , c∗n) ∈ Rn, P (X) 恰好有 n 个两两不同的实根 z1(c
∗
1, · · · , c∗n) < · · · < zn(c

∗
1, · · · , c∗n)。证明，

存在 (c∗1, · · · , c∗n) ∈ Rn 的开邻域 Ω 和 Ω 上的光滑函数 z1, · · · , zn，使得对任意的 (c1, · · · , cn) ∈ Ω，

我们有

z1(c1, · · · , cn) < z2(c1, · · · , cn) < · · · < zn(c1, · · · , cn)

并且

P (z1(c1, · · · , cn), z2(c1, · · · , cn), · · · , zn(c1, · · · , cn)) = 0.
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子流形

子流形的切空间的线性结构（参考第六课讲义的脚注）

假设 M ⊂ Rn 是⼦流形，我们想要说明 TpM 是线性空间。根据定义，存在开集 U ⊂ Rn，
p ∈ U，存在开集 V ⊂ Rn 以及微分同胚，使得 Φ : U → V 是微分同胚。所以，我们有

Φ :M ∩ U → V ∩ Rd × {0}.

对于 V ∩ Rd × {0} ⊂ Rn 这种情况，我们课上已经计算了 f(p) 处的切空间，这是⼀个 Tf(p)Rn 的

d 维线性⼦空间。另外，根据切空间的微分不变性，我们有

Rd × {0} = TΦ(p)

(
V ∩ Rd × {0}

)
= TΦ(p)Φ(U ∩M) = dΦ

∣∣∣
x=p

(TpM).

由于 dΦ(p) : TpRn → TpRn 是线性同构，所以，TpM 作为⼀个线性⼦空间的逆像还是线性⼦空间。

你是否能说明，TpM 作为线性空间结构不依赖于开集 U ⊂ Rn，p ∈ U，开集 V ⊂ Rn 以及微

分同胚 Φ : U → V 的选取？

球极投影（未完待续）

我们考虑 R3（⽤坐标 (x, y, z)）中的单位球⾯ S2，令 N = (0, 0, 1) 为其北极，S = (0, 0, 1) 为

其南极。我们知道，TSS2 就是平⾯ z = −1，我们⽤ Σ 来表⽰这个平⾯。对任意的 p ∈ S，p ̸= N，

我们考虑从 N 到 p 的连线，它与 Σ 恰好相交于⼀个点 π(p)。于是，我们有映射

π : S2 − {N} → Σ, p 7→ π(p).

这个映射被称作是从北极到南极切平⾯的球极投影。

z = −1

S

N

p

π(p)

• 证明，R3 中的任意的平⾯（由某个线性函数 ax + by + cz − d 的零点定义）与 S2 上的交是

圆（如果⾮空的话，半径可以是 0）。我们称它们为球⾯上的圆。

• 证明，π 是⼦流形之间的光滑映射并且给出了 S2 − {N} 于 Σ 之间的微分同胚。

• 证明，对任意的 p ∈ S2 − {N}，试计算微分 dπ(p) : TpS2 → Σ。
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• 证明，这个映射是所谓的共形映射，即它保持⾓度：对于任意的 v, w ∈ TpS2，我们有（⽤ R3

中的内积）
⟨dπ(p)(v), dπ(p)(w)⟩
|dπ(p)(v)||dπ(p)(w)|

=
⟨v, w⟩
|v||w|

.

• π 把 S2 上不过北极的圆映成圆，把过北极的圆映射成直线并且 Σ 上的每个圆和直线都可以

这么得到。

• 如果把 Σ 换成其他点 q 处的切空间，上⾯的结论是否成⽴？
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37.2 作业：Lagrange 乘子法，Morse 引理，横截相交性

清华大学 19-20 春季学期，数学分析二，作业 4

请⽤ A4 ⼤⼩的纸张正反面⽤钢笔，签字笔或者圆珠笔书写，并注明⾃⼰的姓名，年级和

作业的总页数。除定理公式所涉及的⼈名之外，请使⽤中文。本次作业的提交时间和地点

为 2 月 50 日上午的课堂上，逾期视作零分。

A. 课堂相关

A1) 对任意的 M 上的光滑函数 f，任意的 M 上的光滑切向量场 X 和 Y，我们可以定义它们之

间的乘法和加法：

(fX)(p) = f(p)X(p), (X + Y )(p) = X(p) + Y (p).

证明，fX 和 X + Y 都是 M 上的光滑向量场。

A2) Ω ⊂ Rn 为凸集，f 和 g 为 Ω 上的凸函数。试证明，

max(f, g) : Ω → R, x 7→ max(f(x), g(x))

也是凸函数。

A3) I ⊂ R 是区间，g : R → R 是递增的凸函数，f : Ω → I 也是凸函数。试证明，g ◦ f 是 U 上

的凸函数。

A4)* 假设 M ⊂ Rm，N ⊂ Rn 是⼦流形，f : M → N 是光滑映射。证明，d : TM → TN 是⼦流

形之间的光滑映射。

（这是⼀个重要的命题，如果你搞清楚它的细节，那么你就搞清楚了整个⼦流形的理论）

A5) 在 R3 中考虑⽅程

z3 + 2z + ez−x−y
2
= cos(x− y + z)

所定义的集合 Σ。证明，存在开集 U ⊂ R2 使得 0 ∈ U 以及函数 φ : U → R，使得 Σ ∩
{(x, y, z)|(x, y) ∈ U} 是函数 φ(x, y) 的图像 {(x, y, z)|z = φ(x, y), (x, y) ∈ U}。进⼀步计算

Σ ∩ {(x, y, z)|(x, y) ∈ U} 在 (0, 0, φ(0, 0)) 处的切空间并计算 φ 的 Hesse 矩阵。

B. Lagrange 乘子法

B1) 求下列函数的条件极值:

1. f(x) = xy + yz + xz, xyz = 1, x, y, z > 0。
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2. f(x) = sinx sin y sin z, x+ y + z = π/2, x, y, z > 0。

3. ⼆次型 f(x) =
n∑

i,j=1

aijxixj，其中 aij = aji，求 f 在单位球⾯ S2 上的极值。

B2) 求椭球
x2

a2
+
y2

b2
+
z2

c2
= 1 的最⼤体积的内接长⽅体。

B3) f 是 R 上的⾮负的连续函数并且如下的反常积分的值为 1：
ˆ ∞

−∞
f(x)dx = 1.

假设 [a, b] 是使得
ˆ b

a
f(x)dx =

1

2
的长度最短的区间。证明，

f(a) = f(b).

B4) 假定 n ∈ Z⩾1 和 a ∈ R>0 是给定的。考虑 n 元函数

f(x1, · · · , xn) =
∑
k⩽n

xk logxk.

试求其最⼤值，其中，我们要求 x1 + · · ·+ xn = a。

B5) 给定 n 个正实数 α1, · · · , αn，它们满⾜ α1α2 · · ·αn = 1。利⽤ Lagrange 乘⼦法证明：对任意

的正实数 x1, · · · , xn，我们都有
n∏
k=1

xαk
k ⩽

n∑
k=1

αkxk.

C. 实对称矩阵的对角化

我们在 Rn 上⽤坐标 x1, · · · , xn 并假设它上⾯配备了标准的 Euclid 内积，我们令 ei =
∂

∂xi
，

它们构成了⼀个单位正交基。我们⽤ Sn−1 表⽰ Rn 中的单位球⾯。假设 A = (Aij)1⩽i,j⩽n 是给定

的实对称矩阵。我们定义函数

f : Rn − {0} →, x 7→ f(x) =
⟨A · x, x⟩

|x|2
.

C1) 证明，Sn−1 是 Rn 的⼀个紧的⼦流形。

C2) 证明，f 的最⼤值可以在 Sn−1 上取到。我们令 v1 ∈ Sn−1 为这样的⼀个最⼤值。

C3) 证明，df(v1) : Rn → R 可以如下表⽰：

df(v1)(x) = 2⟨A · v1, x⟩ − 2⟨A · v1, v1⟩⟨v1, x⟩.
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C4) 我们⽤ v⊥1 表⽰和 v1 垂直的向量构成的线性⼦空间。证明，对任意的 x ∈ v⊥1 ，我们有 x ∈(
A · v1

)⊥。

C5) 证明，f(v1) 是 A 的特征值并且 v1 是相应的特征向量。

C6) 证明，A 有 n 个两两正交的（⾮零）特征向量 v1, · · · , vn ∈ Rn（提⽰：通过约化到 v⊥1 上对

n 进⾏归纳）

C7) 证明，存在正交矩阵 P，使得 P ·A · P−1 是对⾓矩阵。

D. Morse 引理

Ω ⊂ Rn 是开集，f ∈ C∞(Ω)，x ∈ Ω。如果 df(x̄) = 0，我们就称 x̄ 是 f 的⼀个临界点。如果

x̄ 是 f 的临界点并且 Hesse 矩阵 ∇2f(x̄) =

(
∂2f

∂xi∂xj
(x̄)

)
是可逆的，我们就称 x̄ 是⼀个非退化的

临界点。在⾮退化临界点 x̄ 附近 f 有 Taylor 展开

f(x) = f(x̄) +
∂2f

∂xi∂xj
(x̄)(xi − x̄i)(xj − x̄j) + o(|x− x̄|2).

这个练习的⽬的是证明 Morse 引理，粗略的说，我们可以换⼀下坐标系，使得 Hesse 矩阵是对⾓

的。引理的精确叙述如下：

设 f 是开集 Ω ⊂ Rn 上的光滑函数，x̄ 是 f 的非退化临界点。那么，存在 x̄ 的⼀个开邻域

U，Rn 原点的开邻域 V , 以及微分同胚 φ : V → U 使得对每个 (y1, · · · , yn) ∈ V，都有

(f ◦ φ)(y) = f(x̄)−
m∑
k=1

(yk)
2 +

n∑
k=m+1

(yk)
2,

其中整数 m 称为临界点 x̄ 的指标。

D1) (Hadamard 引理)Ω ⊂ Rn 是凸的开集，0 ∈ Ω，函数 f ∈ C∞(Ω) 且 f(0) = 0。证明，存在光

滑函数 gi ∈ C∞(Ω)，使得对任意的 (x1, · · · , xn) ∈ Ω，都有

f(x1, · · · , xn) =
n∑
i=1

xigi(x1, · · · , xn)

并且 gi(0) =
∂f

∂xi
(0)。（提⽰：在射线 t 7→ (tx1, · · · , txn) 上对 f ⽤ Newton-Leibniz 法则）

D2)（条件同上）如果 f(0) = 0 并且 0 是 f 的⾮退化临界点，证明，存在 0 的开邻域 U ⊂ Ω 以及

U 上 n2 个光滑函数 hij（1 ⩽ i, j ⩽ n），它们满⾜

– 对任意的指标 i 和 j，hij = hji；

– 对任意的 (x1, · · · , xn) ∈ U，矩阵
(
hij(x1, · · · , xn)

)
是可逆的；
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– 对任意的 (x1, · · · , xn) ∈ U，有

f(x1, · · · , xn) =
n∑

i,j=1

xixjhij(x1, · · · , xn).

D3) 证明，存在 0 的邻域 U1 ⊂ U 和 V1（它的坐标⽤ u1, · · · , un），微分同胚 φ1 : V1 → U1，光滑

函数 Hij（2 ⩽ i, j ⩽ n），使得

(f · ϕ1)(u) = c1(u1)
2 +

n∑
i,j=2

uiujHij(u), u = (u1, · · · , un) ∈ U1.

其中常数 c1 = 1 或者 −1 并且 Hij = Hji。

D4)（⽤归纳法）对于 r ⩽ n − 1，证明，存在 0 的邻域 Ur ⊂ U 和 Vr（它的坐标⽤ u1, · · · , un），
微分同胚 φr : Vr → Ur，光滑函数 Hij（r + 1 ⩽ i, j ⩽ n），使得

(f · ϕr)(u) =
r∑

k=1

ck(uk)
2 +

n∑
i,j=r+1

uiujHij(u), u = (u1, · · · , un) ∈ Ur,

其中 ci ∈ {±1} 是常数并且 Hij = Hji。（这就证明了 Morse 引理）

D5)（⾮退化临界点是孤⽴的）证明，如果 x̄ 是 f 的⾮退化临界点，那么存在 x̄ 的开邻域 U，使

得 x̄ 是 f 在 U 上唯⼀的临界点。

D6) x̄ 是 f 的⾮退化临界点。证明，指标 m 与局部坐标 φ 的选取⽆关并且等于 ∇2f(x̄) 的负特

征值的个数 (按重数计算)。（我们注意到，Hesse 矩阵本⾝是依赖于坐标选取的）

T. 横截相交性（transversality）（选作）

假设 M1,M2 ⊂M ⊂ Rn 均为是微分⼦流形，如果对所有的 p ∈M1 ∩M2，我们都有

TpM1 + TpM2 = TpM,

我们就称 M1 与 M2 (作为 M 的⼦流形) 横截相交（特别地，如果 M1 ∩M2 = ∅，它们也是横截相

交），记作 M1 ⋔M2。我们的⽬标是证明，如果 M1 ⋔M2，那么 M1 ∩M2 是 M 的⼦流形。

T1) 试找出微分⼦流形 M1,M2 ⊂ Rn，使得 M1 ∩M2 不是⼦流形。

T2) 假设 L1, L2 是 V = Rn 的线性⼦空间并且 L1 + L2 = V。证明，L1 ∩ L2 是 V 的线性⼦空间

并且

codimL1 ∩ L2 = codimL1 + codimL2.

T3) C1, C2 ⊂ R2 是光滑曲线。证明，C1 ⋔ C2 的充要条件是 C1, C2 在它们的所有交点上都不相

切（即它们在相交处的切空间不同）。
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T4) C1, C2 ⊂ R3 是光滑曲线。证明，C1 ⋔ C2 的充要条件是 C1 ∩ C2 = ∅。

T5) 横截相交性的概念可以延拓到映射：假设 M ⊂ Rm 和 N ⊂ Rn 是微分⼦流形，f : N → M

是光滑映射，S ⊂M 是⼦流形。如果对所有的 p ∈ f−1(S)，都有

df(TpN) + Tf(p)S = Tf(p)M,

我们称光滑映射 f 与 S 是横截相交的并记作 f ⋔ S。

微分⼦流形 M1,M2 ⊂ M，我们⽤ i1 : M1 ⊂ M 表⽰包含映射。证明，M1 ⋔ M2 等价于

i1 ⋔M2 。

T6*) 证明，如果 M1,M2 ⊂M ⊂ Rn 是⼦流形并且横截相交，那么 M1 ∩M2 是 M 的⼦流形并且

codimM1 + codimM2 = codimM1 ∩M2.

（提⽰：在局部上⽤函数的零点集来定义⼦流形）

T7*) M ⊂ Rm 和 N ⊂ Rn 是微分⼦流形，S ⊂M 是⼦流形，f : N →M 是光滑映射并且 f ⋔ S。

证明，f−1(S) 是 N 的⼦流形并且

dimN − dim f−1(S) = dimM − dimS.

(提⽰: 如果局部上 S = g−1(0)，其中 g : Rm → Rm−dimS , 那么 f−1(S) = (g ◦ f)−1(0)）

T8) 如果微分⼦流形 M1,M2 ⊂M 横截相交, 那么

Tp(M1 ∩M2) = TpM1 ∩ TpM2.

T9) 如果 N 是紧的, f ⋔ S, 证明: 对于任意的光滑映射

F : N × [0, 1] →M,

满⾜ F (x, 0) = f(x) (F 称为 f 的⼀个光滑同伦), 存在 ε > 0, 使得对任意的 t ∈ [0, ε), 都有

ft ⋔ S, 其中 ft(x) = F (x, t)。

(这说明横截性在⼩形变下是稳定的)

T10) 证明: 设 f : [0, 1] → R3 是不⾃相交的光滑曲线, S ⊂ R3 是光滑曲⾯。证明，对于 ε > 0, 存

在 f 的光滑同伦 ft, 使得

– f1 ⋔ S；

– sup
t,x∈[0,1]

|ft(x)− f(x)| < ε。

———————————————————-
Analytical geometry has never existed. There are only people who do linear geometry badly,

by taking coordinates, and they call this analytical geometry.
—– Jean Dieudonné

———————————————————-
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38 σ-代数，由某些子集生成的 σ-代数，Borel-代数，σ-代数的张量积，R2

上的 Borel 代数与 R1 上的 Borel 代数之间的关系，单调类，单调类
+ 代数 ⇒σ-代数，可测空间，可测映射，σ-代数的拉回，可测性的生
成元判据，到乘积空间可测性的判据，距离空间的乘积空间上的 σ-代
数，可测函数的性质

⼆零⼆零年三⽉⼗六⽇，星期⼀，晴

积分理论

——————————–
Nature laughs at the difficulties of integration.

Pierre-Simon Laplace
——————————–

我们引⼊⼀些集合论的常⽤记号：给定集合 X，我们⽤ P(X) 表⽰其幂集合（即所有⼦集所构

成的集合）。给定 A,B ∈ P(X)，我们⽤ Ac 表⽰ A 的补集并记 A−B = A\B = A ∩Bc。

为了描述⼀下所要寻求的“积分”的⼤体轮廓，我们应该把上学期学过的 Riemann 积分理论作

为原型，特别是⽤简单函数／阶梯函数的逼近的想法。⼤多数情况下，X 应该是 Rn 中的⼀个开集

Ω，我们⾸先要明确，我们并不是要对每个函数都定义它的积分（Riemann 积分理论中就有不可积

分的函数），特别地，对于 X 中的某个⼦集 A ⊂ X，它的⾯积可能没有定义，也就是说⽰性函数

1A 不可积分（⽐如说 Q∩ [0, 1]，根据 Lebesgue 定理，它的⽰性函数处处不连续，所以在 Riemann
的意义下不可积）。我们关⼼的是 X 中能定义⾯积的集合，它们的全体我们将⽤ A 来表⽰，⼀般

⽽⾔，这是⼀个很⼤的集合，⽐如说，在 Ω ⊂ Rn 上，我们希望这个集合包含所有的长⽅体以及所

有可以⽤长⽅体铺出的集合（⽤这些长⽅体并出来）。所以，对于 A 中的元素（即 X）的⼦集，我

们希望能够做⼀些基本的集合上的操作，⽐如并集等，这就是所谓的 σ-代数的结构。有了这些集合

（对应于 Riemann 积分中的区间），我们就可以考虑它们所对应的⽰性函数的积分，这实际上要求对

A 中的每个元素定义它的“长度”或者“⾯积”（回忆上学期 Stieltjes 积分是⾮常有帮助的），这就是所

谓的测度的概念。⼀旦有了测度，我们就可以对简单函数积分了，然后就可以对⼀切能被简单函数

逼近的函数进⾏积分。⽤上学期学过的简单函数做逼近来定义 RIemann 积分的观点来看，经典意

义上的 Riemann 积分也是这条路，只不过是⽤ Riemann 和的⽅式代替了简单函数逼近。我们要发

展⼀套抽象的理论，它将囊括⼤部分可能的积分，⽐如说级数的求和与概率空间上的积分等。这个

理论是在任意的集合上来构造的，从技术上⽽⾔要⽐ Riemann 积分更简单，从应⽤的⾓度⽽⾔会

更⼴，从计算的⾓度⽽⾔它们没有太⼤的区别。我们也会在作业中展⽰和⽐较传统的 Riemann 积

分理论和我们的理论。
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σ-代数

先抽象地定义我们想定义⾯积的集合：

定义 229. 给定集合 X。A ⊂ P(X) 是集合 X 的某些⼦集所构成的集合，如果它满⾜如下三条性

质：

1) 空集 ∅ ∈ A；

2) 如果 A ∈ A，那么 Ac ∈ A；

3) 如果 Ai ∈ A (i ∈ I)，其中指标集 i ∈ I 为有限集，那么
∪
i∈I

Ai ∈ A。

我们就称 A 是 X 上的⼀个代数。如果在上述条件 3) 中，允许 I 为可数集，那么称 A 为 X 上的

⼀个 σ-代数。

换句话说，σ-代数在可数次并的操作下封闭。

注记. 对于 σ-代数 A，我们很明显有 X ∈ A 以及如下性质：

4) 如果 Ai ∈ A (i ∈ I)，其中指标集 i ∈ I 为可数集，那么
∩
i∈I

Ai ∈ A。

这因为并和交的操作在取补集的操作下是对偶的。

定义 230. 对于 X 上的 σ-代数 A，如果其⼦集 A′ ⊂ A 也是 σ-代数，那么就称 A′ 为 A 的子 σ-代
数，或者成为 σ-子代数，也简称为⼦代数。

例子. 我们先给出三个接近于平凡的例⼦：

1) A = P(X) 是 X 上的 σ-代数；

2) A = {∅, X} 是 X 上的 σ-代数；

3) 假设 X 是可数集，对任意的 x ∈ A，{x} ∈ A，那么 A = P(X)。

命题 231. 任意给定指标集合 J，如果对每个 j ∈ J，Aj 都是 X 上的 σ-代数，那么

A :=
∩
j∈J

Aj

也是 X 上的 σ-代数。

证明: 证明即为定义的验证：

1) 因为对任意的 j，∅ ∈ Aj，所以 ∅ ∈ A。

2) 如果 A ∈ A，那么，对任意的 j ∈ J，A ∈ Aj，从⽽，Ac ∈ Aj。这表明，Ac ∈
∩
j∈J

Aj，即

Ac ∈ A。
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3) 如果 A1, A2, · · · ∈ A（可数个），那么，对任意的 j ∈ J，A1, A2, · · · ∈ Aj，所以，
∞∪
i=1

Ai ∈ Aj。

从⽽，
∞∪
i=1

Ai ∈
∪
j∈J

Aj = A。

注记 (由某些⼦集⽣成的 σ-代数). 根据这个命题，我们可以引⼊如下重要的概念：假定 M ⊂
P(X) 为任意给定的⼦集（这是 X 中某些⼦集的集合），令

Σ =
{
A|A ⊃ M, A 为 σ-代数

}
.

很明显，Σ 不是空集，因为我们有 P(X) ∈ Σ(M)。令

σ(M) :=
∩
A∈Σ

A.

这是包含 M 的最小的 σ-代数，我们称它是由 M 生成的 σ 代数。

定义 232. 给定⼀个距离空间（拓扑空间）X，由 X 中⼀切开集所⽣成的 σ-代数被称作是 X 上的

Borel-代数，用符号 B(X)。我们把 Borel-代数中的元素称作是 X 上的 Borel-集。

对多元微积分⽽⾔，最重要的对象是 B(Rn)，我们可以对着⾥⾯的集合定义⾯积／体积。如果

不特别指出，我们都假定 Rn 上的距离就是标准的 Euclid 空间上的距离。⾸先研究⼀下 1 维的情

况。按照定义，下⾯的性质是显然的：

注记. 给定 X 中的某些⼦集所组成的集合 M 和 M′，如果 M ⊂ M′，那么 σ(M) ⊂ σ(M′)。

按照定义，B(R1) 是有所有的开集⽣成的，实际上，它可以由更少的集合（可数个）⽣成：

命题 233. R 上的 Borel-代数可以由
{
(−∞, a)

∣∣a ∈ Q
}

⽣成。

证明: 我们上学期证明过如下的命题：如果 U 是 R 上的开集，那么 U 可以写成可数个不相交的开

区间的并集：

U =

∞∪
k=1

(ak, bk), 其中 (ak, bk) ∩ (ak′ , bk′) = ∅, k ̸= k′.

其中某个 ak 可以是 −∞，某个 bk′ 可以是 +∞。这表明 B(R1) 可以由所有的开区间⽣成。

我们现在说明 BR1 可以由
{
(−∞, a)

∣∣a ∈ R
}

⽣成，为此，令 A = σ
({

(−∞, a)
∣∣a ∈ R

})
。由于

σ-代数在开、并的可数操作以及取逆下是封闭的，所以，对任意的 a, b ∈ R，a < b，我们有

[a, b) = (−∞, b) ∩
(
R− (−∞, a)

)
∈ A.

从⽽，

(a, b) =
∪
k⩾1

[a+
1

k
, b) ∈ A.
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这表明，所有的开区间都落在 A 中，所以 A = B(R1)。

最终，为了说明 B(R1) = σ
({

(−∞, a)
∣∣a ∈ Q

})
，我们注意到对于任意的 a ∈ R，我们可以选

取递增的有理数列 qk，使得 qk → a，所以

(−∞, a) =
∪
k⩾1

(−∞, qk).

所以，A 中的⽣成元都落在 σ
({

(−∞, a)
∣∣a ∈ Q

})
中，所以 A = B(R1) 可以由这个集合⽣成。

在 Rn 上发展积分理论，我们要充分利⽤到 Rn 的定义（参见本学期第⼀次课程），它是更低维

数的 R 通过乘积得到的。为此，我们在抽象的层次上研究两个集合的乘积上的 σ-代数：乘积空间

上所对应的 σ-代数的张量积。对于指标 i = 1, 2，我们假定集合 Xi 和配备了 σ-代数 Ai。在乘积空

间 X1 ×X2 上，仿照平⾯上矩形的定义，我们优先考虑如下⼦集的集合：

R :=
{
A1 ×A2

∣∣A1 ∈ A1, A2 ∈ A2

}
.

我们把上述集合中的的元素叫做“矩形”（字母 R 是 rectangle 的⾸字母）。

X2

X1

A2 R1

A2 A1 × A2

A1

我们定义如下的集合

R̃ :=
{
A ⊂ X1 ×X2

∣∣A 为有限个两两不交的矩形的并
}
.

按照定义，每个 R̃ 中的元素 A 形如

A =
∪
i⩽N

(A
(1)
i ×A

(2)
i ),

其中，对任意的 i, j ⩽ N，i ̸= j，(A
(1)
i ×A

(2)
i ) ∩ (A

(1)
j ×A

(2)
j ) = ∅。

命题 234. R̃ 是 X1 ×X2 上的代数。

证明: 我们需要耐⼼地验证定义。我们约定 X = X1 ×X2，选取 R̃ 中元素 A =
∪
i⩽N

(A
(1)
i ×A

(2)
i ) 和

B =
∪
j⩽M

(B
(1)
j ×B

(2)
j )。为了书写简洁，我们通常把它们写成

A =
∪

(A
(1)
i ×A

(2)
i ), B =

∪
(B

(1)
j ×B

(2)
j ).

证明分三步：
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1) A ∪B ∈ R̃。这因为

A ∪B =
∪
i,j

(
(A

(1)
i ×A

(2)
i ) ∪ (B

(1)
j ×B

(2)
j )
)

=
∪
i,j

[(
(A

(1)
i ∩B(1)

j )× (A
(2)
i ∩B(2)

j )
)
∪
(
(A

(1)
i ∩B(1)

j )× (A
(2)
i −B

(2)
j )
)

∪
(
(A

(1)
i −B

(1)
j )× (A

(2)
i ∩B(2)

j )
)
∪
(
(A

(1)
i −B

(1)
j )× (A

(2)
i −B

(2)
j )
)]
,

上述出现的每个括号⾥的集合都是矩形，它们两两不交，所以 A ∪ B ∈ R̃。下⾯的图给出了

上述分解的⽰意图：

(A1 ∩A2)× (B1 ∩B2)

(A1 ∩A2)× (B1 ∪B2 −B1 ∩B2)

(A1 ∪A2 −A1 ∩A2)×B1 ∩B2

(A1 ∪A2 −A1 ∩A2)× (B1 ∪B2 −B1 ∩B2)

B1

B2

A1

A2

2) A ∩B ∈ R̃。

这也是显然的，因为

A ∩B =
∪
i,j

(
(A

(1)
i ×A

(2)
i ) ∩ (B

(1)
j ×B

(2)
j )
)

=
∪
i,j

(
(A

(1)
i ∩B(1)

j )× (A
(2)
i ∩B(2)

j )
)
,

上述矩形很明显两两不交。

3) Ac ∈ R̃。

这因为

Ac =

(∪
i

(A
(1)
i ×A

(2)
i )

)c
=
∩
i

(A
(1)
i ×A

(2)
i )c

=
∩(

(A
(1)c
i ×A

(2)c
i ) ∪ (A

(1)c
i ×A

(2)
i ) ∪ (A

(1)
i ×A

(2)c
i )︸ ︷︷ ︸

在 R̃ 中

)
,

再利⽤刚得到的关于相交的性质即可。

⾄此，我们证明了代数的定义中所要求的三个条件，命题得证。
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定义 235 (σ-代数的张量积). 我们用 A1 ⊗ A2 表示由 R ⽣成的 σ-代数，即 A1 ⊗ A2 = σ(R)。我

们把它称作是A1 和 A2 的张量积。

注记. A1⊗A2 是乘积空间 X1 ×X2 上的 σ-代数，它当然也可以由所有的矩形⽣成，即 A1⊗A2 =

σ(R)。

作为例⼦，我们研究 R2 上的 Borel 集的结构。

引理 236. R2 中任⼀开集都可以写成可数个⽅块 (a, b)× (c, d) 的并（可能有交集），其中，我们可

以要求 (a, b) 和 (c, d) 都是有限的区间。

证明: 假设 Ω ⊂ R2 是开集。我们可以把 R2 写成可数个开球的并：

R2 =
∪
n⩾1

Bn(0).

所以，

Ω =
∪
n⩾1

(Ω ∩Bn(0)).

这是可数个有界开集的并。所以，只要对有界的开集证明我们的结论即可。在 R2，⼀个开⽅块

(a, b)× (c, d) 的坐标如果都是有理数的话，我们就称它是⼀个有理开⽅块，很显然，有理开⽅块的

集合 CQ 是⼀个可数集。令 F = {C ∈ CQ|C ⊂ Ω}。由于 Ω 中的每个点都⽣活在某个⼩的（完全落

在 Ω 中的）有理⽅块中，所以 F 中这些有理⽅块（⾄多可数个）的并集就是 Ω。

利⽤这个引理，我们可以刻画可以看出 B(R2) 与 B(R1) 之间的关系：

定理 237. R2 上的 Borel 代数是 R1 上的 Borel 代数与自身的张量积，即 B(R2) = B(R)⊗B(R)。

证明: 我们先证明⼀个平凡的包含关系。由于 B(R2) 是由所有的开集⽣成，⽽根据上⾯的引理，开

集是可数个⽅块 (a, b)× (c, d) 的并，所以，我们有

B(R2) = σ
(
{I × J |I, J ⊂ R 是开区间}

)
.

另外，根据 B(R)⊗B(R) 的定义，我们有

B(R)⊗B(R) = σ
(
{A×B|A,B ⊂ 是 R1 上的 Borel 集}

)
.

⽽任意开区间都是 R1 上的 Borel 集，这就说明 B(R2) ⊂ B(R)⊗B(R)。

为了说明反过来的包含关系，我们先证明如下的辅助命题：给定开集 A0 ⊂ R1，那么

• B = {B ⊂ R
∣∣A0 ×B ∈ B(R2)} 是 R1 上的 σ-代数。

– 很明显 A0 × ∅ = ∅，A0 × R 是 R2 上的开集从⽽落在 B(R2) 中，所以 ∅,R ∈ B。
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– 如果 {Bn}n⩾1 ⊂ B，按照定义，{A0 ×Bn}n⩾1 ⊂ B(R2)。由于 B(R2) 是 σ-代数，所以

∪
n⩾1

(A0 ×Bn) = A0 ×

(∪
n⩾1

Bn

)
∈ B(R2).

按照 B 的定义，我们就有
∪
n⩾1

Bn ∈ B。

– 如果 B ∈ A，按照定义，A0 ×B ∈ B(R2)。由于 A0 × R ∈ B(R2)，所以

A0 ×Bc = A0 × R−A0 ×B ∈ B(R2).

按照 B 的定义，我们就有 Bc ∈ B。

⾄此，我们验证了 B 满⾜ σ-代数的定义

我们知道对任意的开集 B ⊂ R，A0×B ∈ B(R2)（因为 A0×B 是 R2 中的开集，请参考本次作业），

所以 B 包含了所有的 R 中的开集，由于 B(R) 是包含开集的最⼩的 σ-代数，所以，B ⊃ B(R1)。

特别地，上⾯的证明表明，对任意的开集 A ⊂ R1，对任意的 B ∈ B(R1)，我们都有 A× B ∈
B(R2)。现在固定⼀个Borel 集 B0，我们再证明⼀个辅助命题：

• A = {A ⊂ R
∣∣A×B0 ∈ B(R2)} 是 R1 上的 σ-代数。

– 很明显 ∅ ×B0 ∈ B(R2)。根据刚上⾯的结论，由于 R 是开集，所以 R×B0 ∈ B(R2) 中，

所以 ∅,R ∈ A。

– 如果 {An}n⩾1 ⊂ A，按照定义，{An ×B0}n⩾1 ⊂ B(R2)。所以

∪
n⩾1

(An ×B0) = ×

(∪
n⩾1

An

)
×B0 ∈ B(R2).

按照 A 的定义，我们就有
∪
n⩾1

An ∈ A。

– 如果 A ∈ A，按照定义，A×B0 ∈ B(R2)。由于 R×B0 ∈ B(R2)，所以

Ac ×B0 = R×B0 −A×B0 ∈ B(R2).

按照 A 的定义，我们就有 Ac ∈ B。

⾄此，我们验证了 A 满⾜ σ-代数的定义。

类似的，A 包含了所有的开集（因为对任意的开集 A ⊂ R1，对任意的 B ∈ B(R1)，我们都有

A×B ∈ B(R2)），所以 A ⊃ B(R1)，从⽽，对任意的 Borel 集 A，我们都有 A×B0 ∈ B(R2)，当

B0 也变动时，我们就证明了对任意的 A�B ∈ B(R1)，A× B ∈ B(R2)。这说明 B(R2) 包含了所有

的矩形 R，从⽽，B(R2) ⊃ B(R)⊗B(R)。
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我们现在引⼊⽐ σ-代数略⼴泛的概念，这个概念在应⽤的时候⾮常有效，它可以帮助我们把⼤

部分 σ-的东西（即可数的）转化为有限的。

所谓的 X 中单调上升的⼦集序列指的是

A1 ⊂ A2 ⊂ · · · ⊂ An ⊂ · · · .

我们令 lim
n→∞

An =
∞∪
n=1

An。类似地，对于 X 中⼦集的序列

B1 ⊃ B2 ⊃ · · · ⊃ Bn ⊃ · · ·

我们称它们是单调下降的，并记 lim
n→∞

Bn =

∞∩
n=1

Bn。

定义 238. 给定集合 X，M 是 X 的某些⼦集所构成的集合。如果 M 中的每个单调上升或者下降

的序列，其极限也在 M 中，我们就称 M 是 X 上的⼀个单调类。

注记. 根据定义，σ-代数是单调类。类似于 σ-代数的情形，我们很容易证明如下的命题（请参考作

业）：假设对任意的 j ∈ J，Mj 都是 X 上的单调类，那么

M :=
∩
j∈J

Mj

也是 X 上的单调类。根据这个命题，我们可以定义由 X 的⼀些⼦集所⽣成的单调类：假设 N 是

X 中的⼀些⼦集所组成的集合，所有的包含 N 的单调类（⾄少包含 P(X)）的交就是N 生成的单

调类。这是包含 N 的最小的单调类。

命题 239. 如果 X 上的代数 A 是单调类，那么 A 为 σ-代数。

我们指出，代数与 σ-代数的区别在于可数的并不⼀定是封闭的。

证明: 假设 A1, A2, · · · , An, · · · ∈ A，我们要证明
∪
n⩾1

An ∈ A。为此，我们定义

Sn =
∪
k⩽n

Ak ∈ A.

按照代数的定义，我们知道 {Sn}n⩾1 ⊂ A。这显然是单调上升的序列，所以，
∪
n⩾1

Sn ∈ A。按照定

义，我们知道 ∪
n⩾1

An�
∪
n⩾1

Sn.

所以，
∪
n⩾1

An ∈ A。

下⾯的定理在理论构建上⾮常重要，它的证明也是⾮常有启发性的：
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定理 240. 假设 A 为 X 上的代数，M 为 A 所⽣成单调类，那么我们有

M = σ(A).

证明: 由于 σ-代数为单调类，按定义，我们有 M ⊂ σ(A)，这是因为 M 是包含 A 的最⼩的单调类。

另外⼀个包含⽅向的证明是不平凡的。根据上⼀个命题，我们只需要证明 M 为代数就可以了，因

为此时 M 也是 σ-代数，它将包含 σ(A)。为此，对每个 A ∈ P(X)，我们定义

ΦM(A) :=
{
B ∈ P(X)

∣∣A ∪B,A−B,B −A ∈ M
}
.

根据定义中 A 和 B 的对称性，我们有 B ∈ ΦM(A) ⇔ A ∈ ΦM(B)。

⾸先来说明集合 ΦM(A) 为单调类。为此，任意选取 {Ai}i⩾1 和 {Bi}i⩾1，它们分别为 ΦM(A)

中单调上升和单调下降的序列，我们要证明这两个序列的极限仍然在 ΦM(A) 中：

1) lim
i→∞

Ai ∈ ΦM(A)。我们来验证定义：

– 为了说明 A ∪ lim
i→∞

Ai ∈ M，我们观察到

A ∪ lim
i→∞

Ai = A ∪
(∪
i⩾1

Ai
)
=
∪
i⩾1

(A ∪Ai).

由于 {A ∪ Ai}i⩾1 为 M 中单调上升的序列⽽ M 为单调类，所以上式最后⼀项在 M 中，

所以 A ∪ lim
i→∞

Ai ∈ M。

– 为了说明 A− lim
i→∞

Ai ∈ M，我们观察到

A− lim
i→∞

Ai = A−
∪
i⩾1

Ai =
∩
i⩾1

(A−Ai).

由于 {A−Ai}i⩾1 为 M 中单调下降的序列，所以它的交也在 M 中。所以，A− lim
i→∞

Ai ∈ M。

– 为了说明 lim
i→∞

Ai −A ∈ M，我们观察到

lim
i→∞

Ai −A =
(∪
i⩾1

Ai
)
−A =

∪
i⩾1

(Ai −A).

类似地，右边这⼀项也在 M 中。

2) lim
i→∞

Bi ∈ ΦM(A)。这⾥的证明和上⾯如出⼀辙：

– 注意到 A ∪ lim
i→∞

Bi = A ∪
(∩
i⩾1

Bi
)
=
∩
i⩾1

(A ∪ Bi)。由于 {A ∪ Bi}i⩾1 为 M 中单调下降

的序列，它们的交在 M 中，从⽽ A ∪ lim
i→∞

Bi ∈ M。

– 我们有 A− lim
i→∞

Bi = A−
∩
i⩾1

Bi =
∪
i⩾1

(A−Bi) ∈ M，这因为 {A−Bi}i⩾1 为 M 中单调

上升的序列。
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– 我们还有 lim
i→∞

Bi −A =
(∩
i⩾1

Bi
)
−A =

∩
i⩾1

(Bi −A) ∈ M。

综上所述，我们证明了 ΦM(A) 为单调类。

我们现在取 A ∈ A，由于 A 为代数，所以 A 的元素 B 都满⾜ ΦM(A) 的定义中的要求，所以

A ⊂ ΦM(A)。进⼀步，根据 M 是包含 A 的最⼩的单调类，我们得到 M ⊂ ΦM(A)。也就是说，对

每⼀个 B ∈ M，我们有 B ∈ ΦM(A)。根据对称性，我们也有 A ∈ ΦM(B)。根据 A 的选取的任意

性，我们知道 A ⊂ ΦM(B)，从⽽有 M ⊂ ΦM(B)，其中 B 可以是 M 中的任意元素。按照 ΦM(·) 的

定义，我们⽴即得到 M 中元素对于并和差的操作是封闭的，这就说明了 M 是⼀个代数。

可测空间与可测映射

定义 241. 给定⼀个集合 X 和它上面的⼀个 σ-代数 A，我们将⼆元组 (X,A) 称作是⼀个可测空

间。

推论 242. 给定两个可测空间 (X1,A1) 和 (X2,A2)，X1 ×X2 上的 σ-代数 A1 ⊗ A2 是由 R̃ 所⽣

成的单调类。

证明: 我们已经证明了 A1 ⊗A2 = σ(R) ⽽ σ(R) 是代数。

定义 243. (X,A) 和 (Y,B) 是两个可测空间，如果映射

f : X → Y, x 7→ f(x)

满⾜如下性质：

对每个 B ∈ B，其逆像 f−1(B) ∈ A。（请比较拓扑空间之间的连续映射的定义）

那么，我们称 f 是这两个可测空间之间的可测映射。

注记. 可测映射的复合还是可测的：假设 (X,A)，(Y,B) 和 (Z,C) 是可测空间，f : X → Y，g : Y → Z

是可测映射，那么对于 C ∈ C，g−1(C) ∈ B，从⽽ f−1
(
g−1(C)

)
∈ A，即 (g ◦ f)−1(C) ∈ A。

X Y

Z

f

g◦f
g

我们下⾯研究映射 f : X → Y 以及 σ-代数的函⼦性质。类似于映射和函数的拉回，我们可以

定义 σ-代数的拉回：

定义 244. X 是集合，(Y,B) 是可测空间，f : X → Y。令

f∗B = f−1(B) =
{
f−1(B) ⊂ X

∣∣B ∈ B
}
.

这是 X 上的 σ-代数，我们称它为 B 的拉回。
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我们将在作业中证明 f∗B 的确是 σ-代数。根据定义，我们有如下两个显然的性质（我们沿⽤

定义中的符号）：

1) 若 B′ ⊂ B 为⼦代数，那么 f∗(B′) 也是 f∗(B) 的⼦代数。

2) 若 g : Z → X 映射，那么 (f ◦ g)∗(B) = g∗
(
f∗(B)

)
。

我们现在证明，只要拉回⽣成元就可以⽣成拉回的 σ-代数了：

引理 245. 假定 M ⊂ P(Y ) 是 Y 中某些⼦集所组成的集合，B = σ(M) 是 M ⽣成的（Y 上的）

σ-代数，f : X → Y 是映射。那么，f∗(B) 由 f∗(M) ⽣成，即

f∗(σ(M)) = σ(f∗(M)).

证明: 由于 M ⊂ σ(M)，所以 f∗M ⊂ f∗σ(M)，从⽽ σ(f∗(M)) ⊂ f∗(σ(M))。

另⼀⽅⾯，我们令

B′ =
{
B ⊂ Y

∣∣f−1(B) ∈ σ(f−1(M))
}
,

很明显，M ⊂ B′。

由于对任何可数个 Y 的⼦集 {Bi}i⩾1，我们都有

f−1(
∪
i⩾1

Bi) =
∪
i⩾1

f−1(Bi).

据此，我们很容易证明 B′ 为 σ-代数（请参考本周的作业）。所以，σ(M) ⊂ B′。再根据 B′ 的定义，

有 f∗(B′) ⊂ σ(f∗(M))，从⽽ f∗(σ(M)) ⊂ σ(f∗(M))，这就完成了证明。

推论 246 (可测性的⽣成元判据). 给定两个可测空间 (X,A) 和 (Y,B)，假设 B 是由 M ⊂ P(Y ) 所

⽣成的 σ-代数。那么，映射 f : X → Y 是可测的当且仅当 f∗(M) ⊂ A。

证明: 这是因为如果 f∗(M) ⊂ A，那么 σ(f∗(M)) ⊂ A。根据上⾯的命题，f∗
(
σ(M)

)
⊂ A，即

f∗B ⊂ A。

推论 247. (X,A) 为可测空间，(Y, d) 是距离空间（拓扑空间），我们在 Y 上配备上 Borel 代数。

那么，映射 f : X → Y 是可测的当且仅当对每个开集 U ⊂ Y，都有 f−1(U) ∈ A。特别地，如果

X 和 Y 均为距离空间（拓扑空间），它们上面都配备了 Borel 代数，f 为 X 与 Y 之间的连续映

射，那么 f 是可测映射。

证明: 这是显然的，因为 Borel 代数是由开集⽣成的。当 f 为连续映射时，开集的逆像是开集。

注记. 这个命题的是简单的，但是其重要性不⾔⽽喻：拓扑空间之间的连续映射⼀定是可测的。⼀

般⽽⾔，连续性是非常容易验证的。特别地，我们现在有⼀⼤类可测映射的例⼦（连续映射）。
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推论 248. 给定可测空间 (Y1,B1) 和 (Y2,B2)，我们在乘积空间 Y1 × Y2 上配备 σ-代数 B1 ⊗ B2。

我们称 (Y1 × Y2,B1 ⊗B2) 是这两个测度空间的乘积。那么，自然的投影映射

π1 : Y1 × Y2 → Y1, (y1, y2) 7→ y1,

π2 : Y1 × Y2 → Y2, (y1, y2) 7→ y2,

是可测映射。

证明: 考虑 π1，对任意的 B1 ∈ B1，π−1
1 (B1) = B1 × Y2，这是 Y1 × Y2 上的” 矩形”，⾃然落在

B1 ⊗B2 中。

推论 249 (到乘积空间可测性的判据). 给定可测空间 (Y1,B1)，(Y2,B2) 和 (X,A)。那么，映射

f : X → Y1 × Y2 是可测的当且仅当每个 fi = πi ◦ f 均为可测的，其中 i = 1, 2。

X

Y1 × Y2

Y1 Y2

f

π1◦f π2◦f

π1 π2

证明: 如果 f 可测，那么复合映射 fi = πi ◦ f ⾃然可测；反过来对于 Y1 × Y2 矩形上的 B1 × B2，

其中 Bi ∈ Bi，我们有

f−1(B1 ×B2) = f−1
1 (B1) ∩ f−1

2 (B2),

其中 fi = πi ◦ f，i = 1, 2。由于 fi 是可测的，所以 f−1
i (Bi) ∈ A，从⽽它们的交集也在 A 中，这

就完成了证明。

在所谓的可分的距离空间上，要检测⼀个映射是否是可测的，我们可以只对开球进⾏检测。我

们先回忆⼀下所谓的可分公理（定义）：

定义 250. 假设 (X, d) 是距离空间。如果 X 具有稠密的可数⼦集，即可以找到 {xk}k⩾1 ⊂ X，使

得对任意的 x ∈ X，对任意的 ε > 0，存在某个 xk，使得 d(x, xk) < ε，那么我们就称 (X, d) 是可

分的距离空间。

例子. 我们常见的⼏个距离空间都是可分的：

1) Rn 是可分的，因为所有的坐标为有理数的点所构成的集合是可数并且稠密的。

2) C([0, 1]) 是可分的，其中，对于任意的 f, g ∈ C([0, 1])，d(f, g) = ∥f−g∥∞ = supx∈[0,1] |f(x)−
g(x)|。事实上，根据 Weiestrass-Stone 的定理，所有的系数为有理数的多项式所构成的集合

是可数并且稠密的。

可分距离空间中的开集可以⽤可数个开球并出来：
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命题 251. (X, d) 是距离空间，对于 x0 ∈ X，r > 0，我们令 Br(x0) = {x ∈ X|d(x, x0) < r}。如

果 X 是可分的，那么存在可数个开球 B = {Bri(xi)}i⩾1，使得对任意开集 U ⊂ X，可以从 B 中

选取 B1, B2, · · · , Bm, · · ·，使得

U = B1 ∪B2 ∪ · · · ∪Bm ∪ · · · .

证明: 根据可分性，我们在 X 中选取可数个点 P = {xk}k⩾1，使得 P 在 X 中稠密。对于每个点

xk ∈ P，选取可数个开球 {B(xk, q)|q ∈ Q}，我们把所有这样的⼩球放在⼀起组成了

B =
{
B(x, q)

∣∣x ∈ P, q ∈ Q>0

}
.

这是⼀个可数集（因为可数个可数集的并还是可数的）。

任取开集 U，我们定义（这⾥的想法与之前证明 R2 上的开集都是可数个形如 (a, b)× (c, d) 的

矩形的并是⼀样的）

BU = {B ∈ B|B ⊂ U}.

当然，BU 中只有可数个开球并且
∪

B∈BU

B ⊂ U。只需要证明 U ⊂
∪

B∈BU

B：任选 x ∈ U，由于 U

是开集，所以存在 r > 0，使得 Br(x) ⊂ U。根据 P 的稠密性，存在 xk ∈ P，使得 d(xk, x) <
r

4
，

那么 B(xk,
r

2
) ⊂ U（从⽽属于 BU）包含 x，这说明 x ∈

∪
B∈BU

B。

我们做如下的约定：从此往后，如果没有特别指出，每个距离空间 (X, d)（拓扑空间）都被视

作是可测空间，我们默认它配有相应的 Borel-代数（由开集⽣成的 σ-代数）。为了⽅便起见，我们

还把它记作 (X,BX)，其中 BX 为 Borel-代数。

作为上⾯命题的推论，我们有

推论 252. 假设 (X,A) 是可测空间，(Y, d) 是可分的距离空间。那么，映射 f : X → Y 是可测的

当且仅当对每个 B ⊂ B（见上述命题的叙述），我们有 f−1(B) ∈ A。特别地，如果对于每个 (Y, d)

中的开球 B，我们都有 f−1(B) ∈ A，我们就可以断⾔ f 是可测的。

之前我们仔细研究了 R2 上的 Borel 代数与 R1 上的 Borel 代数之间的关系，这个命题可以推

⼴到⼀般的可分距离空间上。我们⾸先回忆⼀下距离空间的乘积：

X1 ×X2

X1 X2

π1 π2

假设 (X1, d1) 和 (X2, d2) 是距离空间，我们在 X1 ×X2 上可以定义距离函数

d :
(
X1 ×X2

)
×
(
X1 ×X2

)
→ R,

(
(x1, x2), (x

′
1, x

′
2)
)
7→ d

(
(x1, x2), (x

′
1, x

′
2)
)
.

我们通常选取

d
(
(x1, x2), (x

′
1, x

′
2)
)
=
√
d(x1, x′1)

2 + d(x2, x′2)
2.
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（我们也可选取

d
(
(x1, x2), (x

′
1, x

′
2)
)
= d(x1, x

′
1) + d(x2, x

′
2)

或者

d
(
(x1, x2), (x

′
1, x

′
2)
)
= sup

{
d(x1, x

′
1), d(x2, x

′
2)
}
.

这些距离都是等价的）

另外，我们还有投影映射

π1 : X1 ×X2 → X1, (x1, x2) 7→ x1,

π2 : X1 ×X2 → X2, (x1, x2) 7→ x2.

定理 253. 给定距离空间 (X1, d1) 和 (Y2, d2)，我们用 (X, d) = (X1, d1)× (X2, d2) 表示它们的乘积

距离空间。如果 X1 和 X2 是可分的，那么 X 也是可分的。进⼀步，X 上的 Borel 代数恰为 X1

和 X2 上 Borel 代数的张量积，集

BY = BY1 ⊗BY2 ,

（在测度空间的范畴里看距离空间，可分距离空间的乘积与测度空间的乘积是⼀致的）

证明: 假设 P1 和 P2 分别是 X1 和 X 的可数稠密⼦集，那么 P1 × P2 是 X1 ×X2 中的稠密⼦集：

任选 (x1, x2) ∈ X，对任意的 ε > 0，我们可以找到 p1 ∈ P1，p2 ∈ P2，使得

d1(p1, x1) <
ε√
2
, d1(p2, x2) <

ε√
2
.

所以，

d
(
(p1, p2), (x1, x2)

)
<

√
ε2

2
+
ε2

2
= ε.

我们现在来研究 Borel 代数。根据定义，我们有 BX = σ({U
∣∣U ⊂ X1 ×X2 为开集})。实际上，我

们可以做的更好

BX = σ({B1 ×B2

∣∣B1 ∈ B1, B2 ∈ B2}),

其中，Bi 是 Xi 中的可数个开球的集合，使得 Xi 中的每个开集都可以表⽰成 Bi 中若⼲个⼩球的

并，这⾥ i = 1 或 2。我们把这个论断的证明留成作业题（重复命题251 的证明即可）。

根据乘积空间上矩形的定义，我们显然有

BX ⊂ σ(R) = BX1 ⊗BX2 .

我们现在证明上述包含关系为等式。为此，考虑恒同映射：

ι : (X,BX) → (X,BX1 ⊗BX2), x 7→ x.

这是同⼀个集合上的映射，但是配备了不同的 σ-代数。对于每个 i = 1 或 2，对于任意 Xi 中的开

集 Ui，我们有 (πi ◦ ι)−1(Ui) = Ui ×X ∈ BX。根据乘积空间可测性的判据，映射 ι 是可测的。特

别的，我们有

BX1 ⊗BX2 = ι∗(BX1 ⊗BX2) ⊂ BX .

这就证明了结论。
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注记. 上述证明最后⼀部分表明，⽆论空间可分与否，BX 要更细致（包含了更多的集合），即

BX1 ⊗BX2 ⊂ BX。另外，比较之前 B(R2) = B(R)⊗B(R) 的证明，我们看到测度空间的乘积结构

使得证明简洁了很多。

可测函数的性质

对于复数域 C 或者实数域 R，它们上⾯都有距离的结构，所以⾃然地配有 Borel-代数。我们

称从可测空间 (X,A) 到 R 或 C 的可测映射为可测函数。可测函数在代数操作和求极限操作下表现

良好：

定理 254. 如果 (X,A) 上的函数 f 和 g 是可测的，那么 |f |, f ± g 和 f · g 也是可测的。如果对任

意的点 x ∈ X，g(x) ̸= 0，那么
f

g
是可测的。

证明: 根据映射到乘积空间的可测性判据，下⾯的映射

h : X → C× C, x 7→ (f(x), g(x)),

是可测的。我们将 h 与可测映射（因为它是连续的！）

C× C → C, (a, b) 7→ a± b 或 a · b,

复合，就说明了 f ± g 和 f · g 是可测的。其余的情况我们留成本周的作业。

下⼀个定理说明可测函数列的极限函数也是可测的：

定理 255. (X,A) 是可测空间，(Y, d) 是距离空间（通常是 R 或者 C），给定可测映射的序列

{fn}n⩾1，其中，对于每个 n ⩾ 1，函数 fn : X → Y。如果这个映射序列是逐点收敛的，即对每个

x ∈ X，都有

lim
n→∞

fn(x) = f(x),

那么极限映射 f(x) 也是可测的。

注记. 如果 E ⊂ Y 是⼀个⼦集，我们可以定义如下的函数

d(·, E) : Y → R, x 7→ d(x,E) = inf
e∈E

d(x, e).

这个函数衡量的是⼀个点到⼦集 E 的距离。

如果 F 是闭集，根据定义，F c 是开集，那么，对于每个 x /∈ F，x ∈ F c，所以存在 ε > 0，使

得 B(x, ε) ⊂ F c，即 B(x, ε)∩ F = ∅，这表明，d(x, F ) ⩾ ε。从⽽，对于闭集 F ⽽⾔，x /∈ F 等价

于 d(x, F ) > 0。

证明: 任取 Y 中的开集 U，我们定义 Y 中上升的（Borel 集）⼦集序列：

Un =
{
x ∈ U

∣∣d(x,U c) > 1

n

}
.
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很明显，每个 Un 都是开集。由于 U c 是闭集，所以

U = lim
n→∞

Un =
∪
n⩾1

Un.

另外，根据 lim
i→∞

fi(x) = f(x)，我们知道如果 x ∈ f−1(Un) ⇔ f(x) ∈ Un（Un 为开集），那么存在

m，使得当 q ⩾ m 时，x ∈ f−1
q (Un) ⇔ fq(x) ∈ Un，这表明

f−1(U) =
∪
n⩾1

f−1(Un) =
∪
n

∪
m

∩
q⩾m

f−1
q (Un).

由于每个 fq 都是可测的，所以上⾯每个 f−1
q (Un) 都是 A 中的元素，所以它们的可数的交和并得到

的集合 f−1(U) ∈ A。这表明 f 是可测的。
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39 测度，测度空间，σ-有限性，测度的基本性质，Carathéodory 扩张
定理：如何利用代数定义外测度导出 σ-代数上的测度

⼆零⼆零年三⽉⼗九⽇，星期四，晴

约定. 从此往后，我们要⽤ [0,∞] 表⽰包含正⽆穷的⾮负实数的全体。

测度

我们要在⼀个可测空间 (X,A) 上定义所谓的测度，也就是说，我们来测量 A 中的每个集合

（成为可测集）的⾯积／体积。

定义 256. 假设 A 为 X 上的代数，如果映射 µ : A → [0,∞] 满⾜

1) µ(∅) = 0;

2) 对于 A 中不交的两个元素 A1 和 A2，我们有 µ(A1 ∪A2) = µ(A1) + µ(A2)，

那么称 µ 为代数 A 上的⼀个加性函数。

如果 A 为 X 上的 σ-代数，且映射 µ : A → [0,∞] 满⾜

1) µ(∅) = 0;

2) 对于 A 中不交的可数个元素 Ai，我们有

µ(
∞∪
i=1

Ai) =
∞∑
i=1

µ(Ai)�

那么称 µ 为 σ-代数 A 上的⼀个（非负）测度。

⼀个可测空间 (X,A) 如果配备了⼀个测度 µ，我们则称三元组 (X,A, µ) 为⼀个测度空间。

我们给出下⾯⼏个例⼦：

例子. 1) X 是可数集，A = P(X)，对于任意的 A ⊂ X，我们定义 µ(A) = |A|，即 A 的元素个

数（可以是 ∞）。当 A,B ⊂ X 并且 A ∩B = ∅ 时，我们自然有

µ(A ∪B) = |A ∪B| = |A|+ |B| = µ(A) + µ(B).

所以，(X,P(X), | · |) 是测度空间。

2)（Dirac 测度）(X,A) 是任意的可测空间，选定点 x0 ∈ X。对任意的 A ⊂ A，我们定义：

δx0(A) =

1, x0 ∈ A;

0, x0 /∈ A.
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当 A,B ∈ A 并且 A ∩B = ∅ 时，如果 x0 ∈ A ∪B，不妨假设 x0 ∈ A，那么

δx0(A ∪B) = 1 = 1 + 0 = δx0(A) + δx0(B).

如果 x0 /∈ A ∪B，那么

δx0(A ∪B) = 0 = 0 + 0 = δx0(A) + δx0(B).

这定义了⼀个测度，我们称它为 Dirac 测度。

另外，给出 X 中的可数个点 {xk}k⩾1，给出正数的序列 {ak}k⩾1，对任意的 A ∈ A，我们定

义 ( ∞∑
k=1

akδxk

)
(A) =

∞∑
k=1

akδxk(A).

我们将在作业中证明这是⼀个测度。

3) 在 R 上，我们考虑所有的由有限个两两不交的区间的并所构成的代数 R̃。对于任意个的区间

（⽆所谓开闭），我们令 µ([a, b]) = |b − a|，我们将证明这可以定义出 R̃ 上的加性函数。从这

个加性函数出发，我们将定义 Lebesgue 测度。

定义 257. 给定测度空间 (X,A, µ)，如果 µ(X) <∞，我们就称 µ 是有限测度或者是有限的。如果

存在单调上升的序列 {Ai}i⩾1 ∈ A，使得 lim
i→∞

Ai = X 且对任意的 i ⩾ 1，µ(Ai) <∞，我们就说 µ

是σ-有限的。

很明显，上⾯给出的例⼦中，1) 中如果 X 是有限集，那么该测度是有限的，否则就是 σ-有限

的；2) 中的 Dirac 测度是有限测度；3) 中我们还没有定义测度，但是我们将看到这会给出⼀个 σ-有
限的测度并且这个测度是⽆限的。

对于⼀个测度空间 (X,A, µ)，我们有如下关于测度的基本不等式与等式：

命题 258 (熟记). (X,A, µ) 是测度空间，{Ai}i⩾1 是给 A 中的序列，关于测度，我们有如下基本的

性质：

1) 如果 A1 ⊂ A2，那么 µ(A1) ⩽ µ(A2)。

2) 我们有如下的等式：

µ(
∪
i⩾1

Ai) ⩽
∞∑
i=1

µ(Ai).

3) 如果序列 {Ai}i⩾1 是上升的，那么

µ( lim
i→∞

Ai) = lim
i→∞

µ(Ai).

4) 如果序列 {Ai}i⩾1 是下降的，并且对某个 i0 有 µ(Ai0) <∞，那么

µ( lim
i→∞

Ai) = lim
i→∞

µ(Ai).
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证明: 我们逐⼀的证明它们：

1) 如果 A1 ⊂ A2，A2 = A1 ∪ (A2 −A1)，其中，A1 与 A2 −A1 是不相交的，所以

µ(A2) = µ(A1) + µ(A2 −A1) ⩾ µ(A1).

3) 序列 {Ai}i⩾1 是上升的，我们定义 A0 = ∅，Bn = An−An−1，其中 n ⩾ 1。很明显，{Bn}n⩾1

两两不相交，所以

µ(
∪
n⩾1

Bn) =
∞∑
n=1

µ(Bn).

另外， lim
i→∞

Ai =
∪
i⩾1

Ai =
∪
n⩾1

Bn，上⾯的等式就给出了要证明的等式。

2) 对于任意两个 A,B ∈ A，我们有

µ(A ∪B) = µ(A ∪B −A) + µ(A).

由于 A ∪B −A ⊂ B，所以

µ(A ∪B) ⩽ µ(B) + µ(A).

通过归纳法，我们就得到

µ(
∪
i⩽n

Ai) ⩽
n∑
i=1

µ(Ai).

从⽽，对任意的 n，我们都有

µ(
∪
i⩽n

Ai) ⩽
∞∑
i=1

µ(Ai).

现在我们利⽤ 3) 的结论对 n 取极限即可。

我们把 4) 的证明留成作业，请注意，如果去掉某个 Ai0 的测度是有限的条件，命题是不成⽴的。

测度构造的关键技术性定理：Carathéodory 扩张定理

⼀般⽽⾔，在⼀个“相对有限”的代数上构造测度要⽐在“相对⽆限”的 σ-代数上构造测度简单地

多。⽐如说，在 Rn 上，我们知道 Borel 代数 B(Rn) 可以由 R̃ ⽣成，其中，每个 R̃ 中的元素都是

有限个形如 (a1, b1)× (a2, b2)× · · · × (an, bn) 的不相交矩形的并。不难验证，如果我们令

µ
(
(a1, b1)× (a2, b2)× · · · × (an, bn)

)
= (b1 − a1)(b2 − a2) · · · · · (bn − an),

这给出了 R̃ 的⼀个加性函数（R̃ 是⼀个代数）。然⽽，我们很想在 B(Rn) 上定义测度，并且这个测

度在 R̃ 与上⾯给的加性函数是⼀致的。这个就很困难，因为 B(Rn) 的元素太多。我们下⾯给出⼀

个抽象的定理以保证我们可以从代数上的加性函数（相对容易构造）来构造它所⽣成的 σ-代数上的

测度，这就是 Carathéodory 测度扩张定理。

我们指出，尽管定理证明的本⾝⾮常值得研究（尤其是对于⼆年级⼤家学习实分析），但是在

我们多元微积分这⼀部分完全可以略去⽽花更多的精⼒搞清楚定理的叙述和应⽤。
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定理 259 (Carathéodory). 假定 A 为 X 上的代数，µ 为 A 上 σ-有限加性函数（即存在单调上升

的序列 {Xi}i⩾0 ⊂ A，使得
∪
i→∞

Xi = X 并且对每个 i ⩾ 1，都有 µ(Xi) <∞），那么⾄多存在⼀个

σ(A) 上的测度 µ′ 使得 µ′
∣∣
A
= µ，即对任意的 A ⊂ A，µ′(A) = µ(A)。

如果 µ 是有限加性函数，即 µ(X) <∞，那么下述条件保证了延拓测度 µ′ 的存在性：

条件 (C). 对任意单调下降的序列 {Ai}i⩾0 ⊂ A，如果 µ(A0) < ∞ 并且 lim
i→∞

Ai = ∅，那么

lim
i→∞

µ(Ai) → 0。

如果 µ(X) = +∞，还需要再加上如下条件：

条件 (C∞). 存在单调上升的序列 {Xi}i⩾1 ⊂ A， lim
i→∞

Xi = X 并对任意的 i ⩾ 1 都有 µ(Xi) <

∞，满⾜对任意的 A ∈ A，µ(A) = +∞，我们都有 lim
i→∞

µ(A ∩Xi) = +∞。

我们先证明扩张的唯⼀性部分，这是单调类的⼀个好的应⽤⽰范：

假定 µ1 和 µ2 都是 µ 在 σ(A) 上的延拓。我们定义如下的集合：

M :=
{
M ∈ σ(A)

∣∣任意A ∈ A, µ(A) <∞, 均有 µ1(A ∩M) = µ2(A ∩M)
}
.

我们显然有 A ⊂ M。我们可以和容易地验证 M 为单调类：假设 {Mj}j⩾0 ⊂ M 是单调上升的序列，

令 M =
∪
j⩾1

Mj。根据 M 的定义，对任意的 A ∈ A，µ(A) <∞，对任意的 j ⩾ 1，我们有

µ1(A ∩Mj) = µ2(A ∩Mj).

根据测度的基本性质，令 j → ∞，上式的极限为

µ1(A ∩M) = µ2(A ∩M).

根据 M 的定义，M ∈ M，所以 M 为单调类。由于 M ⊃ A，所以它包含 A 所⽣成的单调类，这是

⼀个 σ 代数，从⽽ A 包含 σ(A)，这表明 M = σ(A)。

我们现在来说明 µ1 = µ2，根据 µ(X) 是否有限，我们有

• 如果 µ(X) 有限，那么在 M 的定义中取 A = X，所以对任意的 M ∈ M = σ(A)，µ1(M) =

µ2(M)，这表明 µ1 = µ2。

• 如果 µ(X) ⽆限，根据 µ 的 σ-有限性，我们选取单调上升的序列 {Xi}i⩾1 ⊂ A，其中对任意

的 i，µ(Xi) <∞ 并且
∪
i⩾1

Xi = X。此时，根据 M 的定义，对每个 i，对每个 M ∈ M，我们

都有

µ1(Xi ∩M) = µ2(Xi ∩M).

对 i 取极限，根据测度的性质，我们得到 µ1(M) = µ2(M)，这表明 µ1 = µ2。

Carathéodory 定理的存在性部分的证明较长，特别地，证明将涉及的⼀系列概念本⾝就很有

意义（它们不会在课程后⾯出现）。我们将证明细分七个步骤：
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(第一步) 条件 (C) 和 (C∞) 的重新表述（这两个条件可以推出如下条件）：这两个条件强调

可以“有限”到“可数”来取极限：

条件 (D)：假定 {Ai}i⩾0 ⊂ A 是两两不交的⼦集并且
∪
i⩾1

Ai ∈ A，那么

µ

(∪
i⩾1

Ai

)
=
∑
i⩾1

µ(Ai).

证明很简单：令 A =
∪
i⩾1

Ai。

如果 A 测度有限，我们定义单调下降的序列 {Cn}n⩾1 ⊂ A，其中，对每个 n ⩾ 1，我们有

Cn = A−
∪
i⩽n

Ai.

很明显， lim
i→∞

Ci = ∅。根据条件 (C)，我们有

lim
n→∞

µ(Cn) = 0 ⇔ lim
i→∞

µ(A−
∪
i⩽n

Ai) = µ(A)− lim
i→∞

µ(
∪
i⩽n

Ai) = 0.

这显然给出了条件 (D)。
如果 µ(A) = ∞，那先选取条件 (C∞) 中的⼀个 Xj（暂时固定指标 j），和上⾯情况⼀样，我

们有

µ(A ∩Xj) =
∑
i⩾1

µ(Ai ∩Xj) ⩽
∑
i⩾1

µ(Ai).

条件 (C∞) 说的是当 j → ∞ 时候，左边的值趋于⽆穷，从⽽
∑
i⩾1

µ(Ai) = ∞，这就是条件 (D)。

(第二步) 外测度的定义。

对于 E ⊂ X，其中 E 不⼀定要在 A 中或者 σ(A) 中，我们定义（由 µ 决定的）E 的外测度

µ∗(E)：

µ∗(E) = inf
Ai∈A,
E⊂

∪
Ai

( ∞∑
i=1

µ(Ai)

)
.

在上述公式中，指标集 i 是可数的。如果我们选取

A′
k = Ak −

∪
i⩽k−1

Ai

我们就可以假设这些 {Ai}i⩾1 两两不交。我们强调，上述定义中的 Ai 个数的可数性不能换成有限

性：

例子. 我们可以考虑 [0, 1] 上所有区间所⽣成的代数，在这个代数上我们定义加性函数为区间长度。

如果我们只用有限个区间来盖住 Q ∩ [0, 1]，那么这些区间⼀定会覆盖 [0, 1]，从⽽，Q ∩ [0, 1] 外测

度为⾄少为 1，⽽我们上个学期在学习 Lebesgue 定理的时候看到过，它的外测度“最好”是 0。
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外测度满⾜三个基本性质：

1) 如果 E ⊂ F，那么有 µ∗(E) ⩽ µ∗(F )。

这是显然的，因为任何盖住了 F 的 {Ai}i⩾1 必然盖住了 E。

2) 对于任意可数个 {Ei}i⩾1，我们有 µ∗(
∪
i⩾
Ei) ⩽

∞∑
i=1

µ∗(Ei)。

不妨假设每个 Ei 的外测度是有限的（否则没什么需要证明的）。对任意的 ε > 0，按照定义，

我们选取 {Ai,j}j⩾1 ⊂ A，使得

0 ⩽
∞∑
j=1

µ(Ai,j)− µ∗(Ei) < 2−iε.

那么，{Ai,j}i,j⩾1 ⊂ A 是
∪
i⩾
Ei 的覆盖并且

0 ⩽
∞∑

i,j=1

µ(Ai,j)−
∑
i⩾1

µ∗(Ei) <
∑
i⩾1

2−iε = ε.

从⽽，按照外测度定义，我们有

0 ⩽ µ

(∪
i⩾
Ei

)
−
∑
i⩾1

µ∗(Ei) <
∑
i⩾1

2−iε = ε.

令 ε→ 0 我们就得到了结论。

3) 如果 A ∈ A，那么 µ∗(A) = µ(A)。如果我们选 A 的覆盖为 {A}，这表明 µ∗(A) ⩽ µ(A)；任

意选取 A 的覆盖 {Ai}i⩾1 ⊂ A，我们假设这个覆盖两两不相交。那么，∑
i⩾1

µ(Ai) ⩾
∑
i⩾1

µ(Ai ∩A) = µ(A).

最后⼀个等号我们⽤了条件 (D)。这表明，µ∗(A) ⩾ µ(A)。

(第三步) µ∗-可测的定义。

给定 X 的⼦集 B，如果对所有的 E ⊂ X，我们都有如下的等式（⽤ B 将任何集合砍成两块，

两块的外测度之和为该集合的外测度）

µ∗(E ∩B) + µ∗(E −B) = µ∗(E),

那么，我们称 B 为µ∗-可测的。我们⽤ B 来代表⼀切 µ∗-可测的⼦集。我们注意到，由于

µ∗(E ∩B) + µ∗(E −B) ⩾ µ∗(E),
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为了验证 µ-可测性，只要验证不等式

µ∗(E ∩B) + µ∗(E −B) ⩽ µ∗(E),

即可。

(第四步) A 中元素均为 µ∗-可测的。

为了说明 A ⊂ B，任意选取 A ∈ A，E ⊂ X 和 E 的覆盖 {Ai}i⩾1 ⊂ A。注意到

µ∗(E ∩A) ⩽
∑
i⩾1

µ(Ai ∩A) ⩽
∑
i⩾1

µ∗(Ai ∩A),

µ∗(E −A) ⩽
∑
i⩾1

µ(Ai ∩Ac) ⩽
∑
i⩾1

µ∗(Ai ∩Ac),

所以

µ∗(E ∩A) + µ∗(E −A) ⩽
∑
i⩾1

(
µ(Ai ∩A) + µ(Ai −A)

)
=
∑
i⩾1

µ(Ai).

由 {Ai}i⩾1 选取的任意性，我们得到

µ∗(E ∩A) + µ∗(E −A) ⩽ µ∗(E).

从⽽ A 是 µ∗-可测的。

(第五步) B 是 X 上的代数。

很明显，∅, X ∈ B。按定义，B 中元素对于求补集合是稳定的。我们只要证明 B 对于取交集是

封闭的即可。任取 B,C ∈ B，要证明 D = B ∩ C ∈ B。为此，任选 E ⊂ X，那么

µ∗(E) = µ∗(E ∩ C) + µ∗(E − C)

= µ∗(E ∩D) + µ∗
(
(E ∩ C)−B

)
+ µ∗(E − C)

其中，我们对 E ∩ C 这个集合⽤ B 是 µ∗-可测的性质。由于(
(E ∩ C)−B

)
∪ (E − C) ⊃ E −D,

所以

µ∗(E) ⩾ µ∗(E ∩D) + µ∗(E −D).

这表明 D 是 µ∗-可测的。

(第六步) µ∗ 为 B 上的加性函数。
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我们证明更⼀般的等式，对任何两个不交的 µ-可测集 B,C ∈ B，我们都有

µ∗
(
E ∩ (B ∪ C)

)
= µ∗(E ∩B) + µ∗(E ∩ C).

在这个等式中取 E = X 就得到 µ∗(B ∪ C) = µ∗(B) + µ∗(C)，这说明 µ∗ 是加性函数。

为证明上⾯的等式，对任意的集合 E，我们对 E′ = E ∩ (B ∪ C) 和 B ⽤ µ∗-可测的定义：

µ∗(E′) = µ∗(E′ ∩B) + µ∗(E′ −B)

= µ∗(E ∩B) + µ∗
(
(E ∩ C)−B

)
B 可测
= µ∗(E ∩B) +

[
µ∗(E ∩ C)− µ∗

(
(E ∩ C) ∩B

)]
由于最后⼀项是零（C ∩B = ∅），所以。

µ∗(E′)=µ∗(E ∩B) + µ∗(E ∩ C).

这就是我们要证明的等式。

(第七步) B 为 σ-代数⽽ µ∗ 为 B 上的测度。

由于 B 为 σ-代数，所以它包含 σ(A)。这样，µ∗ 可以作为 µ的扩张，这就完成了 Carathéodory 定

理的证明。

为了证明上⾯的论断，只要对两两不交的 {Bi}i⩾1 ⊂ B 来证明
∪
i⩾1

Bi ∈ B 并且

µ∗

(∪
i⩾1

Bi

)
=

∞∑
i=1

µ∗(Bi)

即可。为证明
∪
i⩾1

Bi ∈ B，我们令 Cn =
∪
i⩽n

Bi，C∞ =
∪
i⩾1

Bi，需要说明 C∞ 是 µ∗-可测的）。第六

步中等式，对任意的 E，我们有

µ∗(E) = µ∗(E ∩ Cn) + µ∗(E − Cn)

����
=

(∑
i⩽n

µ∗(E ∩Bi)

)
+ µ∗(E − Cn)

⩾
∑
i⩽n

µ∗(E ∩Bi) + µ∗(E − C∞).

令 n→ ∞，我们得到

µ∗(E) ⩾
∞∑
i=1

µ∗(E ∩Bi) + µ∗(E − C∞)

⩾ µ∗(E ∩ C∞) + µ∗(E − C∞),

这给出了 C∞ ∈ B 的证明。在上式中取 E = C∞ 也蕴含了 µ∗ 为 B 上的测度。

⾄此，我们完成了 Carathéodory 定理的证明。□
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40 测度的像（推出），Lebesgue 测度的构造，平移不变性刻画 Lebesgue
测度，Lebesgue 测度在尺度变换下的变换，测度空间的完备化，简单
／阶梯函数的定义

⼆零⼆零年三⽉⼆⼗三⽇，星期⼀，晴

知识的回顾和总结

所谓的可测空间 (X,A) 指的是⼀个集合 X 配上⼀个由它某些的⼦集的集合 A，其中，我们要

求 A 是所谓的 σ-代数，即它满⾜如下三个条件：

1) 空集 ∅ ∈ A；

2) 如果 A ∈ A，那么 Ac ∈ A；

3) 如果 A1, A2, · · · , An, · · · ∈ A，那么
∞∪
i=1

Ai ∈ A。

利⽤定义，我们知道 A 中任意可数个元素的交和并仍然落在 A 中。

所谓的测度空间可测空间 (X,A, µ) 指的是⼀个可测空间 (X,A) 配备上⼀个测度函数

µ : A → [0,∞],

其中，我们要求 µ(∅) = 0 并且对于 A 中两两不交的可数个元素 Ai，我们有

µ(

∞∪
i=1

Ai) =

∞∑
i=1

µ(Ai)�

测度有⼀个很重要的性质，它与单调序列的极限可以交换，即若 {Ai}i⩾1 是给 A 中的序列，那么，

如果如下条件之⼀被满⾜：

1) 如果序列 {Ai}i⩾1 是上升的；

2) 如果序列 {Ai}i⩾1 是下降的并且对某个 i0 有 µ(Ai0) <∞，

那么，

µ( lim
i→∞

Ai) = lim
i→∞

µ(Ai).

对于两个可测空间 (X,A) 和 (Y,B) 之间的映射 f : X → Y，如果对任意的 B ∈ B，f−1(B) ∈ A，

我们就称这个映射是可测的。如果只考虑映射 f : X → Y ⽽忘掉 X 上的 σ-代数 A，我们可以⽤ f

把 Y 上的 σ-代数拉回来：

f∗B =
{
f−1(B)

∣∣B ∈ B}.

这是 X 上的⼀个 σ-代数。所以，f 可测等价于 f∗B ⊂ A。
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我们对于测度可以定义所谓的测度的推出：假设我们可测空间 (X,A, µ) 和 (Y,B) 以及它们之

间的可测映射：

f : X → Y.

其中，我们假定了 X 上配备了测度 µ。据此，我们可以定义 Y 上的⼀个测度 f∗µ 使得 (Y,B, f∗µ)

称为测度空间。这个测度 f∗µ 被称作是µ 在 f 下的像测度，其定义如下：对每个 B ∈ B，根据 f

的可测性，f−1(B) ∈ A，所以，我们可以⽤ µ 来衡量 f−1(B) 的“⾯积”：

(f∗µ)(B) := µ
(
f−1(B)

)
.

在本周的作业中，我们会验证 f∗µ 是 B 上的测度，从⽽和 (Y,B, f∗µ) 是测度空间。

注记. 测度的像是很重要的概念，这是积分的坐标变换公式的抽象推⼴。我们将要证明，如果 Φ :

U → V 是 Rn 中两个区域之间的微分同胚，其中，U 上的坐标我们用 x = (x1, · · · , xn) 表示，V 上

的坐标我们用 y = (y1, · · · , yn) 表示，那么，它所对应的多元函数的 Riemann 积分的换元公式就是

Φ∗

(∣∣∣det (Jac(Φ)) ∣∣∣dx) = dy,

其中，dx 和 dy 分别是 U 和 V 上的 Lebesgue 测度，Jac(Φ) 是 Φ 的 Jacobi 矩阵。这是多元微积

分三⼤基本定理之⼀（另外两个是 Fubini 定理和 Stokes 公式）。

我们最后回忆上次的 Carathéodory 的测度扩张定理：

假定 A 为 X 上的代数，µ 为 A 上 σ-有限加性函数，我们想在 σ(A) 上定义⼀个测度 µ′，使

得 µ′
∣∣
A
= µ。如果 µ(X) <∞，那么下述条件保证了延拓测度 µ′ 的存在性：

条件 (C). 对任意单调下降的序列 {Ai}i⩾0 ⊂ A，如果 µ(A0) < ∞ 并且 lim
i→∞

Ai = ∅，那么

lim
i→∞

µ(Ai) → 0。

如果 µ(X) = +∞，还需要再加上如下条件：

条件 (C∞). 存在单调上升的序列 {Xi}i⩾1 ⊂ A， lim
i→∞

Xi = X 并对任意的 i ⩾ 1 都有 µ(Xi) <

∞，满⾜对任意的 A ∈ A，µ(A) = +∞，我们都有 lim
i→∞

µ(A ∩Xi) = +∞。

在 Carathéodory 定理的证明过程中，我们实际上给出了这个测度 µ′ 的具体构造：对任意的

E ⊂ σ(A)，我们有

µ∗(E) = inf
Ai∈A,
E⊂

∪
Ai

( ∞∑
i=1

µ(Ai)

)
.

我们还可以要求上⾯公式中的 {Ai}i⩾1 是两两不相交的。

Carathéodory 的测度扩张定理是我们构造测度的最有效⼯具。
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R1 上的 Lebesgue 测度：长度的定义

在 R1 上，我们考虑由所有的开集所⽣成的 σ-代数 B(R1)，我们将要在 R1 上构造 Lebesgue
测度。先规范⼀下术语：当我们谈论⼀个区间的时候，我们指的是形如 [a, b], (a, b), (a, b], [a, b) 的区

间，其中 a 和 b 可以分别取到 −∞ 和 +∞。对于任意上述⼀个区间 I，⽆论它是开的还是闭的，我

们定义它的长度为

|I| = b− a.

当然，我们容许 |I| = +∞。

任意给定两个区间，如果它们的并集合不构成新的区间，我们就称这两个区间是分离的，⽐如

说，(0, 1) 与 (1, 2) 是分离的，因为 (0, 1)∪ (1, 2) 不是区间；(1, 2) 与 [1,+∞) 就不是分离的，因为

它们的并为 (1,∞) 是⼀个区间。再⽐如 [−1, 0] 与 [2019, 2020] 是分离的⽽ [1, 2020] 与 [2019, 2021]

就不是分离的。

定义 260. 令 A(R1) 为 R1 上有限个区间的并所构成的集合的全体，即

A(R1) =
{
I1 ∪ I2 ∪ · · · ∪ Im

∣∣m ∈ Z⩾1, Ii 为区间, 1 ⩽ i ⩽ m
}
.

按照定义，A(R1) 是 R1 上的代数，因为任意两个 A(R1) 中东西的并还在 A(R1) 中。

考虑 A(R1) 中的元素 I1 ∪ I2 ∪ · · · ∪ Im，如果某个 Ik 和 Iℓ 不是分离的，不妨假设 k = m− 1，

ℓ = m，那么我们可以把这两个区间并在⼀起的到⼀个新的区间 I ′m−1 = Im−1 ∪ Im，这样⼦令

I ′1 = I1, I
′
2 = I2, · · · , I ′m−2 = Im−2，我们就可以把这个元素重新写成 I ′1 ∪ I ′2 ∪ · · · ∪ I ′m−1。我们可

以重复这种操作⼀直到 I1 ∪ I2 ∪ · · · ∪ Im 中的区间两两都是分离的。所以，A(R1) 中元素可以写成

有限个分离的区间的并。另外，A(R1) 中元素只能以唯⼀的⽅式写成有限个分离的区间的并，我们

把这个性质的证明留成作业。

在 A(R1) 上有⼀个⾃然的加性函数 m：对于 P = I1∪ I2∪ · · · ∪ Im ∈ A(R1)，其中，{Ik}1⩽k⩽m
是 m 个两两分离的区间的并，我们定义

m(P ) = |I1|+ |I2|+ · · ·+ |Im| ∈ [0,∞].

为了说明 m : A(R1) → [0,+∞] 是加性函数，我们固定 P = I1 ∪ I2 ∪ · · · ∪ Im ∈ A(R1)，只要说明

对于任意的区间 I，I ∩ P = ∅，我们有

m(P ∪ I) = m(P ) + |I|

即可，因为对于⼀般的 Q = J1 ∪ J2 ∪ · · · ∪ Jn ∈ A(R1)，我们可以把 P ∪ Q 看作是每次并上⼀个

Ji 从⽽⽤这个结论归纳得到。为此，我们分情况讨论。我们可以假设所出现的区间的长度都是有限

的，否则就没有什么可以证明的。另外，我们可以把所有的⼩区间的端点都去掉，这样对于区间的

长度没有影响，从⽽，I ∩ P = ∅ 意味着 I 与任意的 Ai 都是分离的，所以

m(P ∪ I) = |I1|+ |I2|+ · · ·+ |Im|+ |I|.
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我们想要把加性函数 m 扩张到 B(R1) = σ(A(R1)) 上去（仍然记作 m）：

A(R1) [0,∞]

B(R1)

m

ι
m

我们要使⽤ Carathéodory 扩张定理。先验证条件 (C∞)：令 Xp = [−p, p]，那么，{Xp}p⩾1 ⊂ A1

并且 lim
p→∞

Xp = R1。对于任意的 P = I1 ∪ I2 ∪ · · · ∪ Im ∈ A(R1)，假设 m(P ) = ∞，我们不妨设

|I1| = ∞。那么，

m(Xp ∩ P ) ⩾ m(Xp ∩ I1) → ∞, p→ ∞.

所以条件 (C∞) 成⽴。

现在来验证条件 (C)。我们将⽤到⽤ R1 上紧集的性质。我们⾸先观察到，如果 P = I1 ∪ I2 ∪
· · · ∪ Im ∈ A(R1) 的长度是有限的，即

|I1|+ |I2|+ · · ·+ |Im| <∞,

那么，我们可以在差⼀个 ε > 0 的意义下把所有的 Ii 都修改称有界闭区间，从⽽把 P 修改称略⼩

的紧集合。实际上，对任意的 i ⩽ m，我们假设 Ii 的左端点为 ai，右端点为 bi，那么，我们考虑

I ′i =
[
ai +

ε

2i
, bi −

ε

2i

]
⊂ Ii，从⽽，P ′ = I ′1 ∪ I ′2 ∪ · · · ∪ I ′m ∈ A(R1) 是紧集（有界闭集），并且

m(P )− ε < m(P ′) < m(P ).

现在任取 A(R1) 中下降的序列 {Ai}i⩾1，其中 m(A1) <∞ 并且 lim
i→∞

Ai = ∅，条件 (C) 要求我

们来验证 lim
i→∞

m(Ai) = 0。⽤反证法：如果不然，那么 lim
i→∞

m(Ai) = a > 0（极限总是存在的因为

{m(Ai)}i⩾1 是单调下降的）。利⽤刚才讨论的性质，对每个 i ⩾ 1，我们选取 A(R1) 中紧集 A′
i ⊂ Ai，

使得 m(Ai − A′
i) <

a

2i+1
。当然，我们序列 {A′

i}i⩾1 可能不再是下降的序列了，我们要对它们加以

修正：定义

Ãi =
∩
j⩽i

A′
j ⊂ Ai.

很明显，序列 {Ãi}i⩾1 ⊂ A(R1) 是下降的紧集序列。我们有

Ai − Ãi ⊂
∪
j⩽i

(Ai −A′
j).

从⽽，

m(Ai − Ãi) <
∑
j⩽i

m(Ai −A′
j)

⩽
∑
j⩽i

m(Aj −A′
j) ⩽

∑
j⩽i

a

2j+1
=
a

2
.
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所以，我们得到紧集 Ãi ↘ ∅，并且上⾯的不等式表明

lim
i→∞

m(Ãi) >
a

2
> 0.

这显然是不可能的，因为紧集序列 Ãi ↘ ∅ 意味着从某个 i0 开始，后⾯的 Ai 全为空集！（我们将

在作业中重新证明这个重要的命题，同学们应该熟记它）

根据 Carathéodory 定理，我们就有如下重要的定理：

定理 261. 在 R1 配备 Borel-代数 B(R1)，存在唯⼀的测度 m（称为 Lebesgue 测度），使得对任

意的区间 I ∈ R，我们有 m(I) = |I|。特别地，对任意的 E ∈ B(R1)，它的测度可由如下公式计算

m(E) = inf
E⊂

∪
Ii,

Ii是区间

∞∑
i=1

|Ii|.

Rn 上的 Lebesgue 测度：体积的定义

在 Rn 上，我们称形如 C = I1 × · · · × In 的集合为⽅块，即

C =
{
(x1, x2, · · · , xn)

∣∣x1 ∈ I1, · · · , xn ∈ In
}
,

其中，对每个 i ⩽ n，Ii 均为 R1 上的区间。我们强调，这⾥的⽅块的边是和坐标轴平⾏的。

定义 262. 令 A(Rn) 为 Rn 上有限个⽅块的并所构成的集合的全体，即

A(Rn) =
{
C1 ∪ C2 ∪ · · · ∪ Cm

∣∣m ∈ Z⩾1, Ci 为⽅块, 1 ⩽ i ⩽ m
}
.

按照定义，A(Rn) 是 Rn 上的代数。

命题 263. A(Rn) 中每个元素都可以被写成有限个不交的⽅块的并（⽅式不是唯⼀的）。

证明: 这个命题的证明是显然，因为任意两⽅块的并集都可以写成更⼩的不交⽅块的并集，我们⽤

下⾯的⽰意图来表⽰：

其中，两个⽅块⽤虚线切成了更⼩的⽅块。

我们要在 A(Rn) 上定义⼀个加性函数 m。对于⽅块 C = I1 × I2 × · · · × In，我们令

m(C) = m(I1)×m(I2)× · · · ×m(In) = |I1| × |I2| × · · · × |In| ∈ [0,∞].

其中，|Ij | 是区间 Ii 的长度。我们约定，在 [0,∞] 上，0 乘以任何数（包括 +∞）都得 0，+∞ 乘

以任何⾮零的数都得 +∞。
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对于 A(Rn) 中任意给定的元素 S，我们可以假设 S = C1 ∪C2 ∪ · · · ∪Cm，其中 {Ci}i⩽m 是两

两不交的⽅块。我们就定义

m(S) =
∑
i⩽m

m(Ci) ∈ [0,∞].

由于 S 有可能可以写成其他形式的两两不交的⽅块的并 S = C ′
1 ∪ C ′

2 ∪ · · · ∪ C ′
m′，我们必须说明

m(S) 的定义不依赖于分解 S = C1 ∪ C2 ∪ · · · ∪ Cm 或者 S = C ′
1 ∪ C ′

2 ∪ · · · ∪ C ′
m′ 的选取。与上个

学期对区间的分划进⾏加细是⼀个道理，利⽤上⾯命题的图⽰，我们可以选取两两不交的⽅块分解

S = C ′′
1 ∪ C ′′

2 ∪ · · · ∪ C ′′
m′′，使得每个 Ci 或者 C ′

i′ 都是若⼲个 C ′′
j 的并，从⽽∑

i⩽m
m(Ci) =

∑
i′′⩽m′′

m(C ′′
i′′) =

∑
i′⩽m′

m(C ′
i′).

证明的细节我们留作本次的作业。

这样，我们就得到了 A(Rn) 上的加性函数：

m : B(Rn) → [0,∞].

我们现在要把 m 扩张到整个 B(Rn) = σ (A(Rn)) 上，其中 Borel-代数 B(Rn) 是 Rn 上所有开集所

⽣成的 σ-代数。当然，我们可以⽤更少的开集来⽣成 B(Rn)：

命题 264. B(Rn) 可以由所有顶点为有理点（即每个坐标都是有理数）的闭正⽅体⽣成。

证明: 实际上就第九次课中引理236的证明就可以给出这个结论，我们不再重复。

我们准备再次运⽤ Carathéodory 测度扩张定理来定义 B(Rn) 上的 Lebesgue 测度。对⽐ R1

的情形，我们先证明⼀个引理：

引理 265. 对任意的 S ∈ A(Rn)，如果 m(S) <∞，那么对任意的 ε > 0，存在 S′ ∈ A(Rn)，使得

S′ 是有限个闭的⽅块的并，S′ ⊂ S 并且

m(S − S′) < ε.

证明: 证明是直截了当的：S = C1 ∪ C2 ∪ · · · ∪ Cm，所以只要对每个⽅块 Ci 考虑即可（它的测度

m(Ci) ⾃然是有限的）。对于⽅块 C ⽽⾔，这是显然的，只要把每条边稍微缩短⼀点即可。

先验证条件 (C∞)：令 Xp = [−p, p] × [−p, p] × · · · × [−p, p]，那么，{Xp}p⩾1 ⊂ A(R1) 并且

lim
p→∞

Xp = Rn。对于任意的 S = C1 ∪ C2 ∪ · · · ∪ Cm ∈ A(R1)，假设 m(S) = +∞，我们不妨设

m(C1) = ∞。那么，

m(Xp ∩ S) ⩾ m(Xp ∩ C1) → ∞, p→ ∞.

上⾯后⾯的极限是两个⽅体之间的相交，所以是显然的。据此，条件 (C∞) 成⽴。

现在来验证条件 (C)。现在任取 A(Rn) 中下降的序列 {Ai}i⩾1，其中m(A1) <∞ 并且 lim
i→∞

Ai =

∅，我们要证明 lim
i→∞

m(Ai) = 0。如若不然，那么 lim
i→∞

m(Ai) = a > 0（极限存在因为 {m(Ai)}i⩾1 单
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调下降）。利⽤上述引理，对每个 i ⩾ 1，我们选取 A(Rn) 中紧集 A′
i ⊂ Ai，使得 m(Ai−A′

i) <
a

2i+1
。

和 1 维的情形⼀样，我们对 {A′
i}i⩾1 加以修正来得到单调下降的序列。为此，定义

Ãi =
∩
j⩽i

A′
j ⊂ Ai.

所以，{Ãi}i⩾1 ⊂ A(R1) 是下降的紧集序列。我们有

Ai − Ãi ⊂
∪
j⩽i

(Ai −A′
j).

从⽽，

m(Ai − Ãi) <
∑
j⩽i

m(Ai −A′
j)

⩽
∑
j⩽i

m(Aj −A′
j) ⩽

∑
j⩽i

a

2j+1
=
a

2
.

由于，Ãi ⊂ Ai，所以 Ãi ↘ ∅ 并且上⾯

lim
i→∞

m(Ãi) >
a

2
> 0.

因为紧集序列 Ãi ↘ ∅ 意味着从某个 i0 开始，后⾯的 Ai 全为空集，所以⽭盾！在证明中，我们再

次⽤到了如下的性质：

命题 266 (紧集区间套原理). 给定 Rn 中紧集的序列 {Ki}i⩾1，如果这个序列是下降的并且 ∩i⩾1Ki =

∅，那么，存在 i0 ⩾ 1，使得当 i ⩾ i0 时，Ki = ∅。

我们把上述命题的证明留成本次作业。

根据 Carathéodory 定理，我们得到多元微积分中最基本的⼀个定理：

定理 267. 在 Rn 配备 Borel-代数 B(Rn)，存在唯⼀的测度 m（称为 Lebesgue 测度），使得对任

意的区间 C ⊂ Rn，其中 C = I1 × I2 × · · · × In，我们有

m(C) = |I1| × |I2| × · · · × |In|.

特别地，对任意的 E ∈ B(R1)，它的测度可由如下公式计算

m(E) = inf
E⊂

∪
Ci,

Ci是⽅块

∞∑
i=1

m(Ci).

Lebesgue 测度的基本性质

我们来学习 Lebesgue 测度的基本性质。在 Rn 上，我们可以定义平移变换。这个变换本质上

刻画了 Lebesgue 测度（局部紧的拓扑群也具有这样的⼀个测度，它在群的作⽤下不变，这是所谓

的 Haar 测度）。对任意的 v ∈ Rn，我们定义平移

τv : Rn → Rn, x 7→ x+ v.
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很明显，τ−v 是 τv 的逆，这也是平移。另外，对于 Rn 的⼦集 A ⊂ Rn，我们令

τv(A) =
{
x+ v

∣∣x ∈ A
}
.

按定义，我们有
(
τ−v
)−1

(A) = τv(A)。

命题 268 (Lebesgue 测度的平移不变性). Rn 上的 Lebesgue 测度具有平移不变性，这指的是对任

意的 v ∈ Rn

1) 平移 τv : (Rn,B(Rn)) → (Rn,B(Rn)) 是可测变换。

2) 对任意的 A ∈ B(Rn))，我们有 m
(
τv(A)

)
= m(A)，即 (τv)∗m = m。

反之，平移不变性在如下的意义下刻画了 Lebesgue 测度：假定 µ 是可测空间 (Rn,B(Rn)) 上

的测度，使得对任意的 v ∈ Rn，我们有 τv∗µ = µ。如果

µ
(
[0, 1]× · · · × [1, 1]︸ ︷︷ ︸

n 个

)
= 1,

那么 µ = m。

这是⼀个值得学习的证明，它巧妙地运⽤了 Carathéodory 定理的唯⼀性部分。

证明: 我们⾸先证明平移变换 τv 是可测的（⼀⽅⾯，这是显然的，因为连续映射是可测的），其

中 v ∈ Rn 是给定的向量。实际上，为了验证可测性，我们对 B(Rn) 的⽣成元来验证即可，因为

B(Rn) = σ(A(Rn))，对于任意的 S = C1 ∪ C2 ∪ · · · ∪ Cm ∈ A(Rn)，我们有

τ−1
v (S) = τ−v(C1) ∪ τ−v(C2) ∪ · · · ∪ τ−v(Cm).

这仍然是⼀些⽅块的并，所以，
(
τv
)−1

(S) ∈ A(Rn) ⊂ B(Rn)，所以 τv 可测。这个证明还表明

τv : B(Rn) → B(Rn)

是双射，即 Borel-集经过平移之后仍是 Borel-集。

我们现在证明 Lebesgue 测度的平移不变性，即 (τv)∗m = m。为此，我们定义⼀个新的测度

µ = (τv)∗m，即对每个 B ∈ B(Rn)，

µ(B) = m((τv)
−1B).

对于 S = C1 ∪ C2 ∪ · · · ∪ Cm ∈ A(Rn)，我们假设这些⽅块两两不交。根据上⾯的公式，我们有

µ(S) = m
(
τ−v(C1) ∪ τ−v(C2) ∪ · · · ∪ τ−v(Cm)

)
=
∑
i⩽m

m
(
τ−v(Ci)

)
=
∑
i⩽m

m
(
Ci
)
= m(S).
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上⾯换⾏处的等号成⽴是因为平移不会改变⼀个⽅块的各个边的长度。由于 µ 和 m 在 A(Rn) 上

的取值是⼀样的，所以它们都是同⼀个加性函数的扩张。根据 Carathéodory 测度扩张定理的唯⼀

性，我们知道 m = µ = (τv)∗m。

我们现在证明平移不变性刻画了 Lebesgue 测度：这是⼀个思路清晰的“⼏何”证明。我们研究

⼏种情况：

1) 对任意的⾃然数 k ⩾ 1，我们考虑⼀个每个边都与坐标轴平⾏的边长为 1
k 的（闭）正⽅体 C 1

k
，

根据平移不变性，⽆论这个正⽅体的位置在哪⾥，它的测度 m(C 1
k
) 是固定的。

2) 我们考虑 C 1
k

的⼀个⾯，⽐如说，

C 1
k
=

[
0,

1

k

]
×
[
0,

1

k

]
× · · · ×

[
0,

1

k

]
的⾯

E = {0} ×
[
0,

1

k

]
× · · · ×

[
0,

1

k

]
很明显，对任意的 N，我们可以把 E 的 N + 1 个平移（两两不相交）

{
τ i
Nk

(E)
}
i=0,1,··· ,N 放

到 E 中去，所以

µ(C1) ⩾ µ(C 1
k
) ⩾

N+1∑
i=0

µ
(
τ i
Nk

(E)
)
= (N + 1)E.

令 N → ∞，我们就知道 E 的测度为零。

3) 我们可以⽤ kn 个 C 1
k

拼出来 C1，其中 C1 = [0, 1]× · · · × [1, 1]︸ ︷︷ ︸
n 个

。这 kn 个⼩正⽅体可能在它

们的边界上相交，这些所有边界给出的集合的测度为零，这是 2) 的结论，所以

knµ(C 1
k
) = µ(C1) = 1,

从⽽，µ(C 1
k
) = k−n = m(C 1

k
)。

4) 如果⽅块的边长是有理数，那么我们可以⽤若⼲个 3) 中的正⽅体拼出来，它们只在边界上相

交，⽽边界的测度为零，所以，对于每边长为有理数的⽅块 C，我们有 µ(C) = m(C)。

上⾯的 4) 表明，那么 m 和 µ 在 A(Rn) 上⾯的取值是⼀样的，所以，利⽤ Carathéodory 定理，我

们就有 m = µ。

推论 269. 对任意的 λ > 0，我们可以定义 Rn 上的伸缩变换：

ρλ : Rn → Rn, x 7→ λx.

那么，我们有 (ρλ)∗m = λ−nm，即对任意的 A ∈ B(Rn)，我们有 m (ρλ(A)) = λnm(A)。

证明: 证明很直接：考虑测度 µ = λ−n(ρλ)∗m。由于⽅块在伸缩变换下还变成⽅块（只是每条边变

长了 λ 倍），所以 µ 和 m 在⽅块上的取值是⼀样的。我们利⽤ Carathéodory 定理的结论即可。
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推论 270. 对任意的正交矩阵 R ∈ O(n)，我们可以定义 Rn 上的旋转变换：

R : Rn → Rn, x 7→ R · x.

其中，R · x 是矩阵和列向量的乘法。那么，我们有 R∗m = m，即对任意的 A ∈ B(Rn)，我们有

m (R(A)) = m(A)。

根据我们的⽅块的定义，它们的边必须和坐标轴平⾏，所以旋转之后⽅块的体积很难计算。我

们把这个有意思又有意义的结论留成本次的作业。

注记. （Rn 的子集） 对于 X ⊂ Rn，令 ι : X ↪→ Rn 为标准的包含映射，即

ι : X ↪→ Rn, x 7→ x.

那么，我们可以将 B(Rn) 拉回使得 X 称为可测空间，即令

B(X) := ι∗B(Rn) =
{
ι−1(B) = B ∩X|B ∈ B(Rn)

}
,

我们称上述 σ-代数为 X 上的 Borel-代数。

在今后的应用中，我们只会考虑 X 为开集或闭集的情形，此时 B(X) 就是 X 中的开集或者

闭集⽣成的 σ-代数。所以，当 X 为开集或闭集时，B(X) 中的元素就是 B(Rn) 中的元素，我们仍

然可以计算它的 Lebesgue 测度。

测度空间的完备化（补充材料）

类似于度量空间，我们可以对测度空间进⾏完备化。我们先引⼊⼀个概念：

定义 271. (X,A, µ) 是测度空间。对于 A ⊂ A，如果 µ(A)�0，我们就称它是µ-零测集并且⼤部

分情况都称它为零测集。如果对任意的零测集，它的⼦集仍然是 A 中的元素，我们就称测度空间

(X,A, µ) 是完备的。

定理 272. 对每个测度空间 (X,A, µ)，存在⼀个完备的测度空间 (X,A′, µ′)，使得

1) A ⊂ A′ 并且 µ′
∣∣
A
= µ；

2) 对每个 A′ ∈ A′，存在 A1, A2 ∈ A，使得 A1 ⊂ A ⊂ A2 且 µ(A2 −A1) = 0。

证明: 进⾏完备化的基本想法是⼿动加⼊所有零测集的⼦集。为此，我们定义

A′ :=
{
A′ ⊂ X

∣∣存在 B,C ∈ A，使得 B ⊂ A′ ⊂ C 且 µ(C −B) = 0
}
.

证明分为三步：
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1) A′ 为 σ-代数。

对于 A′ ∈ A′，有 B,C ∈ A，使得 B ⊂ A′ ⊂ C 且 µ(C − B) = 0，所以，Bc ⊃ A′c ⊂ Cc 并

且 µ(Bc −Cc) = 0，从⽽，A′c ∈ A′。对于任意的可数个 A′
i ∈ A′，其中 i = 1, 2, · · ·，我们可

以选取相应的 Bi, Ci ∈ A，使得 Bi ⊂ A′
i ⊂ Ci 并且 µ(Ci −Bi) = 0。那么，对于 A′ =

∪
i⩾1

A′
i

⽽⾔，我们令 B =
∪
i⩾1Bi，C =

∪
i⩾1Ci，从⽽ B,C ∈ A 并且 B ⊂ A′ ⊂ C。另外，

m(C −B) ⩽
∞∑
i=1

m(Ci −Bi) = 0,

从⽽，A′ ∈ A′。这就说明了 A′ 为 σ-代数。

2) 测度 µ′ 的定义。

对于 A′ ∈ A′，存在 B,C ∈ A，使得 B ⊂ A′ ⊂ C 且 µ(C −B) = 0，我们令

µ′(A′) := µ(B).

当然，我们可能有别的选择，即存在 B,C ∈ A，使得 B ⊂ A′ ⊂ C 且 µ(C −B) = 0。为了说

明上式是良好定义的，我们要说明

µ(B) := µ(B).

实际上，我们有

µ(B −B ∩B) ⩽ m(C ∪ C −B ∩B) ⩽ µ(C −B) + µ(C −B) = 0.

所以，µ(B) = µ(B ∩B)。同理，µ(B) = µ(B ∩B)。⾄此，我们定义了映射

µ′ : A′ → [0,∞].

为了验证这是良好定义测度，对于任意的可数个两两不交的 A′
i ∈ A′，其中 i = 1, 2, · · ·，我们

选取相应的 Bi, Ci ∈ A，使得 Bi ⊂ A′
i ⊂ Ci 并且 µ(Ci −Bi) = 0。根据 1)，对于 A′ =

∪
i⩾1

A′
i

和 B =
∪
i⩾1Bi，C =

∪
i⩾1Ci 是相应的集合。我们注意到 {Bi}i⩾1 两两不交，所以

µ′(A′) = µ(B) = µ

(∪
i⩾1

Bi

)
=
∑
i⩾1

µ(Bi) =
∑
i⩾1

µ′(A′
i).

这说明 µ 是测度。

3) (X,A′, µ′) 是完备的。

任选零测集 A′ ∈ A′，我们取 B = ∅，C ∈ A 是零测集。那么，对于任意的 A′′ ⊂ A，我们仍

然选取 B = ∅ 和 C 作为 A′ 定义中的集合，所以 A′′ ∈ A。
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综上所述，命题得证。

注记. 上述证明给出了测度空间完备化的⼀个特定的构造，我们将按照这种⽅式给出的测度空间

(X,A′, µ′) 称为原来测度空间的完备化。我们在⼆年级要学习的实变函数／实分析理论，实际上研

究的是 (Rn,B(Rn),m) 的完备化上的各种分析，这对我们将要学习的多元微积分没有任何影响，我

们就不再展开叙述。从此往后，我们只关⼼ (Rn,B(Rn),m)。

积分理论

我们先做如下的约定：从此往后，除非特别强调，所有的映射都是可测的。

给定⼀个测度空间 (X,A, µ)，我们先定义阶梯函数或者说简单函数的概念：

定义 273. 给定可测函数 f : X → C，如果 f 满⾜如下两个条件：

1) f 只取有限多个值，即 |f(X)| <∞；

2) f 的非零值的逆像的测度有限，即对任意的 λ ∈ C 并且 λ ̸= 0（根据可测性，f−1(λ) ∈ A），

那么 µ(f−1(λ)) <∞，

我们就称 f 是⼀个简单函数或者阶梯函数。我们⽤ E(X,A, µ) 表⽰ (X,A, µ) 上简单函数的全

体，为了简单起见，我们通常把它写成 E(X)。

注记. 同学们应该查阅上学期的笔记对比两边简单函数定义的异同。

任意给定 f ∈ E(X)，假设 λ0, λ1, · · · , λm 是 f 所有可能的取值，其中，当 i ⩾ 1 时，λi ̸= 0。

所以，f 可以写成下⾯的形式：

f(x) =

n∑
i=0

λi · 1Ai(x),

其中，Ai ∈ A 并且对于 i ⩾ 1，µ(Ai) <∞。在上⾯的表达式中，我们⽤ 1Ai 表⽰ Ai 的⽰性函数。

反过来，对任意的 m+ 1 个（可能相同）值 λ0, λ1, · · · , λm（要求当 i ⩾ 1 时，λi ̸= 0），对任

意的 Ai ∈ A（i = 0, 1, · · · ,m）并且当 i ⩾ 1 时，µ(Ai) <∞，我们考虑函数

f(x) =

n∑
i=0

λi · 1Ai(x).

这是显然是⼀个简单函数。

综上所述，我们得到下⾯的命题

引理 274. ⼀个简单函数 f ∈ E(X) 总是可以表示成

f(x) =

n∑
i=0

λi · 1Ai(x).

的形式，其中，λ0, λ1, · · · , λm ∈ C 并且当 i ⩾ 1 时，λi ̸= 0；对每个 i = 0, 1, · · · ,m，Ai ∈ A 并且

当 i ⩾ 1 时，µ(Ai) <∞。
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推论 275. 简单函数 E(X) 是 C-线性空间。

证明: 这是显然的，因为任取两个简单函数

f(x) =
m∑
i=0

αi · 1Ai(x), g(x) =
n∑
i=0

βi · 1Bi(x),

它们的和形如
m∑
i=0

αi · 1Ai(x) +

n∑
i=0

βi · 1Bi(x).

这显然还是简单函数。
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41 简单函数的积分，测度空间上积分的定义，零测集，几乎处处，Beppo
Levi 定理

⼆零⼆零年三⽉⼆⼗五⽇，星期四，晴，⼤风

上节课的最后，我们在测度空间 (X,A, µ) 上定义了简单函数空间 E(X,A, µ)，其中，对于简单

函数 f，按照定义，我们要求它只能取有限多个值并且⾮零值的逆像的测度有限。另外，每⼀个简

单函数都可以写成下⾯的形式：存在 m+ 1 个（可能相同）复数 λ0, λ1, · · · , λm（要求 λ0 = 0，当

i ⩾ 1 时，λi ̸= 0）和 Ai ∈ A（i = 0, 1, · · · ,m）并且当 i ⩾ 1 时，µ(Ai) <∞，使得

f(x) =

n∑
i=0

λi · 1Ai(x).

据此，我们也知道简单函数空间 E(X) 是 C-线性空间。

在简单函数的定义中，我们要求逆像的测度有限，其⽬的是来定义积分的。

定义 276. 对任意的的 f ∈ E(X)，我们用符号表示
ˆ
X

· dµ 积分，其定义为

ˆ
X
fdµ :=

∑
λ∈C

λ · µ
(
f−1(λ)

)
.

从⽽，我们定义映射 ˆ
X

: E(X,A, µ) → C, f 7→
ˆ
X
fdµ.

和我们学习过的 Riemann 积分⼀样，积分算⼦满⾜线性：

命题 277. 积分算⼦ ˆ
X

: E(X,A, µ) → C, f 7→
ˆ
X
fdµ.

是简单函数空间 E(X) 上的 C-线性映射（泛函）。进⼀步，如果 f, g ∈ E(X) 是实数值的函数且对

任意 x ∈ X，f(x) ⩽ g(x)，那么 ˆ
X
fdµ ⩽

ˆ
X
gdµ.

证明: 我们⾸先证明，如果 f(x) =
m∑
i=0

αi ·1Ai(x)，其中 α0, α1, · · · , αm ∈ C 并且当 i ⩾ 1 时，αi ̸= 0；

对每个 i = 0, 1, · · · ,m，Ai ∈ A 并且当 i ⩾ 1 时，µ(Ai) <∞，那么

ˆ
X
f(x)dµ =

m∑
i=0

αiµ(Ai).

注意到，我们不妨要求 α0 = 0 并且
m∪
i=0

Ai = X。实际上，我们⾸先把 f 写成

f(x) =
N∑
i=0

λi · 1Xi(x),
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其中 λ0 = 0, λ1, · · · , λN ∈ C 是两两不同的，f
∣∣
Xi

≡ λi 并且
N∪
i=0

Xi = X（这是⼀个⽆交并），从⽽，

按照积分的定义，我们有 ˆ
X
f(x)dµ =

N∑
i=0

λiµ(Xi).

通过把 f 写成

f(x) =
m∑
i=0

N∑
j=0

αi · 1Ai∩Xj (x)

我们不妨假设对于每个 Ai，都存在 Xj，使得 Ai ⊂ Xj。根据这些 Xj，我们重新把 {Ai}i⩽m 分类，

那么，重新编号之后，我们得到

f(x) =

N∑
j=0

(
m∑
i=0

αij · 1Ai,j (x)

)
,

其中 Ai,j ⊂ Xj。按照 f 的定义，我们⾃然有

m∑
i=0

αij · 1Ai,j (x) = λj1Xj (x),

我们只要证明
m∑
i=0

αijµ(Ai,j) = λjµ(Xj) · · · · · · (⋆)

即可，其中 j ⩽ N 是固定的。为此，我们继续对 Ai,j 进⾏分划，考虑所有的形如

Ai1j ∩Ai2j ∩ · · · ∩Aisj ∩Aci′1j ∩A
c
i′2j

∩ · · · ∩Aci′tj

的集合，它们是两两不相交的，每个 Ai,j 都可以写成它们的并，据此，我们只需要在 (⋆) 中假设

Ai,j 是两两不交的即可，此时，命题是显然的。

回到线性的证明，根据上⾯的结论，任取两个简单函数

f(x) =
m∑
i=0

αi · 1Ai(x), g(x) =
n∑
j=0

βj · 1Bj (x),

那么

f(x) + g(x) =
m∑
i=0

αi · 1Ai(x) +
n∑
j=0

βi · 1Bj (x).

所以，

ˆ
X
f + gdµ =

m∑
i=1

αiµ(Ai) +
m∑
j=1

βjµ(Bj)

=

ˆ
X
fdµ+

ˆ
X
gdµ.
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对于最后⼀个论断，根据线性，我们证明
ˆ
X
hdµ ⩾ 0

即可，其中，h = f − g ⩾ 0。根据积分的定义，
ˆ
X
jdµ :=

∑
λ∈C

λ · µ
(
h−1(λ)

)
.

由于 h ⩾ 0，上式出现的⾮零的 µ
(
h−1(λ)

)
所对应的 λ 都是⾮负的，所以显然成⽴。

注记 (正简单函数积分的定义). 给定可测函数 f : X → [0,+∞]（我们约定 [0,∞] 上的 σ-代数取为

由 [0,∞) 中的开集和点 {+∞} 所⽣成的 σ-代数），如果 f 只取有限多个值，即 |f(X)| <∞，我们

就称它为正的简单函数或者非负简单函数。与之前的定义相比，我们并不对 µ(f−1(c)) 有限制。此

时，我们可以强⾏定义正简单函数的积分：
ˆ
X
fdµ :=

∑
λ∈[0,∞]

λ · µ(f−1(λ)).

如果上面的求和出现了 +∞，我们就说这个积分值是正⽆穷⼤并记作
ˆ
X
fdµ = +∞。

类似上⾯简单函数的定义，如果映射函数 f : X → [0,+∞] 是可测的，那么，我们就称 f 为正

函数或者非负函数。我们现在可以定义测度空间上可测函数的积分了：

定义 278 (积分的定义). 对于正可测函数 f : X → [0,+∞]，我们把它的积分
ˆ
X
fdµ 定义不超过

该函数的正简单函数的积分的上确界，即
ˆ
X
fdµ := sup

φ∈E(X)
0⩽φ⩽f

ˆ
X
φdµ.

对于⼀般的可测函数 f : X → C，如果
ˆ
X
|f |dµ <∞，我们就称 f 为µ-可积的或可积的。

当 f : X → R 是实值可积函数时，我们按照它的正负两部分来定义积分：
ˆ
X
fdµ =

ˆ
X
f+dµ−

ˆ
X
f−dµ,

其中，f = f+ − f−，它们的定义为

f+(x) = f(x)1{x|f(x)⩾0}, f−(x) = −f(x)1{x|f(x)⩽0}.

当 f : X → C 是复值可积函数时，我们按其实部和虚部来定义积分：
ˆ
X
fdµ =

ˆ
X
Re(f)dµ+ i

ˆ
X
Im(f)dµ.

我们先来证明两个简单的性质⽤来熟悉⼀下定义：
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1) 如果实值函数 f 可积，那么 f± 可积并且它们的积分都是有限的。

实际上，我们有 f± ⩽ |f |，所以只要证明下⾯的 2) 即可。

2) 如果 f 和 g 是⾮负函数并且对任意的 x ∈ X，f(x) ⩽ g(x)，那么ˆ
X
fdµ ⩽

ˆ
X
gdµ.

我们需要⽤积分最原始的定义，⾸先考虑如下两个集合

Ef =
{
φ ∈ E(X)

∣∣0 ⩽ φ ⩽ f
}
,

Eg =
{
φ ∈ E(X)

∣∣0 ⩽ φ ⩽ g
}
.

由于 f ⩽ g，所以，Ef ⊂ Eg，从⽽，

sup
φ∈Ef

ˆ
X
φdµ ⩽ sup

φ∈Eg

ˆ
X
φdµ.

所以，
ˆ
X
fdµ ⩽

ˆ
X
gdµ。

注记 (零测集). 积分理论中⼈们最常用的⼀句⿊话就是“⼏乎处处”。如果⼀个 A ∈ A 的测度为零，

即 µ(A) = 0，我们称它为零测集。我们现在考虑某个性质 (P)，如果存在零测集 A，使得{
x ∈ X

∣∣(P) 在 x 处不成立
}
⊂ A,

我们就称 (P) 几乎处处成立。由于上述定义中我们考察了⼀个零测集的⼦集，所以定义更适合的

场合是要求 (X,A, µ) 是完备的测度空间，即要求它的每个零测集的⼦集仍为零测集。这⼀点要求

相对于本课程来说也是零测集，忽略它对理解课程没有影响。

我们有如下常⽤的事实：

练习. 可数个零测集的并还是零测集。

证明留给同学。我们现在证明如下命题：

命题 279. 假设可测函数 f : (X,A, µ) → C ⼏乎处处为零，即 µ
({
x ∈ X

∣∣f(x) ̸= 0
})

= 0，那么
ˆ
X
fdµ = 0.

在证明之前，我们⾸先指出集合
{
x ∈ X

∣∣f(x) ̸= 0
}

是可测的，因为 f 是可测的。下⾯的证明

的步骤是标准的，即先研究正函数，再研究实值函数，再研究复值函数，⼀如积分的定义。

证明: ⾸先假设 f 为正函数，即对任意的 x ∈ X，f(x) ⩾ 0。我们⽤反证法。如果不然，假设ˆ
X
fdµ > 0，那么由于 ˆ

X
fdµ := sup

φ∈E(X)
0⩽φ⩽f

ˆ
X
φdµ,
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所以，存在简单函数 0 ⩽ φ ⩽ f，使得
ˆ
X
φdµ > 0。这显然是不可能的，否则，根据简单函数积分

的定义，我们有 ˆ
X
f(x)dµ =

m∑
i=0

λµ(f−1(λ)) > 0.

所以，有某个 λ > 0，使得 µ(f−1(λ)) > 0，所以在测度⾮零集合 f−1(λ) 上，

f(x) ⩾ φ(x) = λ > 0.

这与 f ⼏乎处处是零⽭盾。

如果 f 是实值函数，我们把 f 写成 f = f+ − f−，其中 f± 分别为 f 的正部和负部分。很明

显，f ⼏乎处处为零意味着 f± ⼏乎处处为零，从⽽
ˆ
X
fdµ =

ˆ
X
f+dµ−

ˆ
X
f0dµ = 0− 0 = 0.

如果 f 是复值函数，我们把 f 写成 f = Re(f) + Im(f)，其中 Re(f) 和 Im(f) 分别为 f 的实

部和虚部。那么，f ⼏乎处处为零意味着 Re(f) 和 Im(f) 都⼏乎处处为零。所以，
ˆ
X
fdµ =

ˆ
X
Re(f)dµ+ i

ˆ
X
Im(f)dµ = 0 + 0 = 0.

这个证明本质上是在运⽤积分的线性（⽬前还没有证明）。

我们现在研究正函数的积分。下⾯的 Beppo Levi 定理是积分理论中最重要的定理之⼀，在证

明之前，我们先回忆测度的⼀个重要性质：它与单调上升序列的极限可以交换，即若 {Ai}i⩾1 是给

A 中的上升序列，那么，

µ( lim
i→∞

Ai) = lim
i→∞

µ(Ai).

我们⽤积分的语⾔来讲这件事情，为此，我们要把上⾯的每⼀个对象都“函数化”（本来它们是集合）。

令 fi(x) = 1Ai(x)，这个集合的序列是上升的指的是函数列 {fi}i⩾1 是上升的，即对任意的 x ∈ X，

数列 {fi(x)}i⩾1 是递增的。根据积分的性质，我们有

µ(Ai) =

ˆ
X
fidµ.

令 A = lim
i→∞

Ai 并且令 f(x) = 1A(x)，那么，这个集合的极限可以做如下的翻译：对任意的点

x ∈ X，我们都有

lim
i→∞

fi(x) = f(x),

即上升的正函数列 {fi}i⩾1 逐点地收敛到 f。所以，上⾯的极限说的是如果上升的正函数列 {fi}i⩾1

逐点地收敛到 f，那么，积分与极限可交换：

lim
i→∞

ˆ
X
fidµ =

ˆ
X
fdµ.

这就是 Beppo Levi 定理的内容，它把测度与极限可交换性“函数化”了（我们更喜欢函数是因为在

函数空间上我们可以做更多的“线性”操作）。
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定理 280 (Beppo Levi). 假设 {fn}n⩾1 为是 (X,A, µ) 上定义的上升的正函数列，即对任意的 x ∈ X，

对任意的 i ⩾ 1，我们有

fi(x) ⩽ fp+1(x), ∀i, ∀x.

对任意的 x ∈ X，令 f(x) = lim
i→∞

fi(x)（可以取 +∞），我们通常它简写为 fi(x) ↗ f(x)。那么，f

为可测函数并且

lim
i→∞

ˆ
X
fidµ =

ˆ
X
fdµ.

特别地，对于任意的正函数列 {gi}i⩾1，函数级数
∞∑
i=1

gi 是 X 上良好定义的可测正函数并且

ˆ
X

∞∑
i=1

gidµ =
∞∑
i=1

ˆ
X
gidµ.

证明: 由于对任意的 i ⩾ 1，我们有 f(x) ⩾ fi(x)，所以（已经证明），

lim
i→∞

ˆ
X
fidµ ⩽

ˆ
X
fdµ.

我们只要证明下⾯的不等式即可：

lim
i→∞

ˆ
X
fidµ ⩾

ˆ
X
fdµ.

利⽤积分的定义，对任意的 ε > 0，选取简单函数 φ(x) =
m∑
i=0

λi1Xi ⩽ f(x)，其中 0 = λ0 < λ1 <

λ2 < · · · < · · · < λm 并且当 i ̸= 0 时，µ(Xi) <∞。我们还可以假设
∪
i⩽m

Xi = X 并且

|
ˆ
X
fdµ−

ˆ
X
φdµ| < 1

2
ε.

根据 φ(x) ⩽ f(x)，所以在每个 Xi 上，f(x) ⩾ λi。令 A =

m∑
i=1

µ(Xi)。如果 i ̸= 0，我们可以将 φ

中的 λi 替换成 λi −
ε

2A
。此时，在每个 Xi 上 f(x) > λi 并且

|
ˆ
X
fdµ−

ˆ
X
φdµ| < ε.

现在，对每个指标 i ⩾ 0，定义集合

Ai =
{
x
∣∣fi(x) ⩽ φ(x)

}
.

由于 Ai ⊂
n∪
k=1

Xk，所以 µ(Ai) 的测度有限。另外，根据 {fi}i⩾1 是上升的，所以 {Ai}i⩾1 是下降的

⼦集序列。由于在 f(x) ̸= 0 处，f(x) > φ(x) 并且 f(x) = lim
i→∞

fi(x)，所以

lim
i→∞

Ai = ∅ ⇔ lim
i→∞

(Ai)
c = X.
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对固定的指标 i，我们定义简单函数

φi(x) = 1(Ai)c(x)φ(x).

很明显，我们有 fi ⩾ φi。按照积分的定义，我们有

ˆ
X
φidµ ⩾

ˆ
X

n∑
k=1

λk1Xk−Aidµ =
n∑
i=1

λkµ(Xk −Ai).

当 i→ ∞，我们可以⽤集合取极限和测度可交换的性质，所以右边的极限恰好就是
ˆ
X
φdµ。从⽽，

ˆ
X
φidµ ⩾

ˆ
X
φdµ.

再根据 ∣∣ˆ
X
fdµ−

ˆ
X
φdµ

∣∣ < ε

并且 ε 是任选的，不等式得证。

函数级数的情形我们留作作业。

推论 281. 对正函数可测函数 f : (X,A, µ) → [0,+∞]，存在上升的简单正函数序列 {fi}i⩾1，使得

对每个 x ∈ X，我们都有 f(x) = lim
i→∞

fi(x)。特别地（根据 Beppo Levi），

lim
i→∞

ˆ
X
fidµ =

ˆ
X
fdµ.

证明: 由于 (X,A, µ) 是 σ-有限的，我们选取上升序列 {Xi}i⩾1，使得对每个 i 都有 µ(Xi) <∞ 并

且
∪
i⩾1

Xi = X。我们定义

φi(x) =


0, x /∈ Xi;

i, x ∈ Xi 且 f(x) ⩾ i;

k
2i
, x ∈ Xi, f(x) < i 且 k

2i
⩽ f(x) < k+1

2i
.

这是上升的函数序列。对任给定的 x ∈ X，不妨设 x ∈ Xi0 并且 f(x) < i0。根据 φi 的定义，对任

意的 i ⩾ i0，我们有

0 ⩽ f(x)− φi(x) ⩽ 2−i.

这说明 {φi}i⩾1 逐点收敛到 f。

注记. 用⼀列上升的简单函数来逐点地逼近正函数是积分理论中非常很有用的技巧，因为在逐点逼

近的同时，积分也收敛（Beppo Levi）。我们今后可以看到，这个技巧可以把个关于函数的问题转化

为关于简单函数的问题，从⽽极⼤地简化了证明。

467



注记 (对⽐ Riemann 积分). 考虑 Rn 中的开集 Ω，f : Ω → R 是连续的正函数。可以证明，Ω 总

是可以分解为⼀些（可数个）闭⽅块的并，即

Ω =

∞∪
k=1

Ck.

在研究 Lebesgue 测度的平移不变性时，我们证明了⽅块的边界的测度是零。上面这些⽅块有可能

会相交，但它们只能在边界处相交，由于边界是零测集，这不会影响 f 的积分的值。此时，我们可

以考虑 Darboux 下和的类比，即如下简单函数的积分：

φ(x) =
∞∑
k=1

(
inf
x∈Ck

f(x)

)
· 1Ck

(x).

当我们让⽅块越来越小的时候（类比为分划的加细），我们自然期盼 φ(x) 给出上升到 f 的简单函

数序列。根据 Beppo Levi 定理，我们就用 φ(x) 的积分的极限来定义 f 的积分。除去⼀些枝节的

论证，这基本上就是 Riemann 积分的定义。

另外，Riemann 意义下的积分需要对 Ω 的分划作比较严格的要求，⽽我们有了更⼤的自由，对

于简单函数所对应的集合不做太多的要求。
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41.1 作业：子流形与零测集，Stieltjies 测度的构造，Borel-Cantelli 定理和无理数的
逼近

清华大学 19-20 春季学期，数学分析二，作业 5

请⽤ A4 ⼤⼩的纸张正反面⽤钢笔，签字笔或者圆珠笔书写，并注明⾃⼰的姓名，年级和

作业的总页数。除定理公式所涉及的⼈名之外，请使⽤中文。本次作业的提交时间和地点

为 2 月 57 日上午的课堂上，逾期视作零分。

课堂基本概念：σ-代数与可测映射

A0) 给定映射 f : X → Y，验证如下集合论的基本事实：由于可数个（这个条件没有必要）Y 的

⼦集 {Bi}i⩾1，我们都有

f−1(
∪
i⩾1

Bi) =
∪
i⩾1

f−1(Bi), f−1(
∩
i⩾1

Bi) =
∩
i⩾1

f−1(Bi).

A1) 假设 U1 ∈ Rm，U2 ∈ Rn 是开集，F1 ∈ Rm，F2 ∈ Rn 是闭集。证明，在 Rm+n 中，

U1 × U2 =
{
(x, y)

∣∣x ∈ U1, y ∈ U2

}
, F1 × F2 =

{
(x, y)

∣∣x ∈ F1, y ∈ F2

}
分别也是开集和闭集。

A2) J 是⼀个指标集。如果对每个 j ∈ J，Mj 都是 X 上的单调类，那么

M :=
∩
j∈J

Mj

也是 X 上的单调类

A3) (Y,B) 是可测空间，X 是集合，f : X → Y 是映射。证明，

f∗B = f−1(B) = {f−1(B)|B ∈ B}.

是 X 上的 σ-代数。利⽤这个结论证明如下的结论：如果 Y ′ ⊂ Y 是⼦集，那么，

B
∣∣∣
Y ′

=
{
B ∩ Y ′∣∣B ∈ B

}
是 Y ′ 上的 σ-代数（我们称它为 B 在 Y ′ 上的限制）。

A4) (X,A) 是可测空间，f 和 g 是 X 上的可测函数。证明，|f | 是可测映射函数；令 Xg = {x ∈

X|g(x) ̸= 0}，证明，函数
f

g
是
(
Xg,A

∣∣∣
Xg

)
上的可测函数。

A5) (X,A) 是可测空间，f : X → Y 是映射，令

B =
{
B ⊂ Y

∣∣f−1(B) ∈ A
}
,

证明，B 为 σ-代数。
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A6) (X1, d1) 和 (X2, d2) 是距离空间，(X, d) 是它们的乘积距离空间。证明，单位映射

ι : (X,BX) → (X,BX1 ⊗BX2), x 7→ x

是可测的。进⼀步证明 BX1 ⊗BX2 ⊂ BX。

A7) 给定测度空间 (X,A, µ)，{Ai}i⩾1 是 A 中下降的序列。假设对某个 i0 有 µ(Ai0) < ∞，试证

明

µ( lim
i→∞

Ai) = lim
i→∞

µ(Ai).

A8) 给定测度空间 (X,A, µ) 和可测空间 (Y,B) 以及它们之间的可测映射 f : X → Y，对每

个 B ∈ B，我们定义

(f∗µ)(B) := µ
(
f−1(B)

)
.

证明，f∗µ 是 (Y,B) 上的测度。我们将 f∗µ 称作是 µ 在 f 下的像测度。

A9) (X,A) 是可测空间，给定 X 中可数个点 {xk}k⩾1 和正数的序列 {ak}k⩾1。对任意的 A ∈ A，

我们定义

µ(A) =

( ∞∑
k=1

akδxk

)
(A) =

∞∑
k=1

akδxk(A).

其中，δxk 是 xk 点定义的 Dirac 测度。证明，µ 是 (X,A) 上的测度。

A10) 给定 S ∈ A(Rn)，S 有多种⽅式写成两两不交的⽅块的并，例如

S = C1 ∪ C2 ∪ · · · ∪ Cm, S = C ′
1 ∪ C ′

2 ∪ · · · ∪ C ′
m′ .

证明， ∑
i⩽m

m(Ci) =
∑
i′⩽m′

m(C ′
i′).

（这验证了课堂上关于 m : A(Rn) → [0,∞] 是良好定义的论断）

A11)（经典必做题⽬）对任意正交矩阵 R ∈ O(n)，我们定义 Rn 上的旋转变换：

R : Rn → Rn, x 7→ R · x.

其中，R · x 是矩阵和列向量的乘法。那么，我们有 R∗m = m，即对任意的 A ∈ B(Rn)，我

们有 m (R(A)) = m(A)。

A12)（必须熟记的结论：紧集的区间套原理）假设 {Ki}i⩾1 是 Rn 中⼀列下降的紧集并且 ∩i⩾1Ki = ∅。
证明，存在 i0，使得当 i ⩾ i0 时，Ki = ∅。

A13) 对于 Rn，我们⽤ Euclid 距离所定义的拓扑。证明，

B(Rn) = B(R)⊗B(R)⊗ · · · ⊗B(R)︸ ︷︷ ︸
n 个

.
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可测函数

证明如下关于可测函数的结论，其中我们假设 (X,A) 是可测空间。

B1)（可测函数的极限也可测）给定实值可测函数的序列 {fi}i⩾1，其中对于每个 i，fi : X → R}
是可测函数。假设该序列逐点收敛，即对任意的 x ∈ X，都有 lim

i→∞
fi(x) = f(x)。对任意的

c ∈ R，n ∈ Z⩾1，我们令

U(c) = (c,∞), U(c)n = (c+
1

n
,∞).

证明，

f−1(U(c)) =

∞∪
n=1

f−1(U(c)n) =

∞∪
n=1

∞∪
m=1

∩
q⩾m

f−1
q (U(c)n),

据此证明 f 是可测的。

B2) 我们在 R 配备 Borel-代数。证明，如果 f : R → R 是单调函数，那么 f 是可测的。

B3) 假设 f : (X,A) → R 和 g : (X,A) → R 均为可测函数，我们定义

A< =
{
x ∈ X

∣∣f(x) < g(x)
}
,

A> =
{
x ∈ X

∣∣f(x) > g(x)
}
,

A= =
{
x ∈ X

∣∣f(x) = g(x)
}
.

证明，A<, A>, A+ ∈ A。

B4) 假设 {fn : (X,A) → R}n⩾1 是⼀列可测实值函数，我们定义

A∞ =
{
x ∈ X

∣∣ lim
n→∞

fn(x) = +∞
}
,

Ab =
{
x ∈ X

∣∣数列 {fn(x)}n⩾ 是有界的
}
.

证明，A∞, Ab ∈ A。

子流形与零测集

考虑 E ⊂ Rn，如果对任意的 ε > 0，存在可数个⽅块 Ck，使得

E ⊂
∞∪
k=1

Rk 并且
∞∑
k=1

|Rk| < ε,

我们就称 E 是（Rn 中的）零测集。（这个定义没⽤到我们刚刚学过的测度理论）

C1) 证明，可数个 Rn 中的零测集的并还是 Rn 中的零测集。
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C2) 举例说明，Rn 中的零测集可以是稠密的。

C3) 证明，Rn 中零测集在微分同胚下的像也是零测集，即若 Φ : Rn → Rn 是微分同胚，E ⊂ Rn

是 Rn 中的零测集，那么 Φ(E) 也是 Rn 中的零测集。

C4) 假设 M ⊂ Rn 是⼦流形并且 codimM ⩾ 1。证明，M 是 Rn 中的零测集。

C5) 如果 f : R → R 是连续函数，我们⽤ Γf = {(x, y) ∈ R2|y = f(x)} 表⽰它的图像。证明，Γf

是 R2 中的零测集。

C6)* 给定 n 个变元的实系数⾮零多项式 F (x1, · · · , xn)。证明，F−1(0) 是 Rn 中的零测集。

Carathéodory 测度扩张定理应用举例：Stieltjies 测度的构造

如果 (R,B(R)) 上的测度 µ 在所有紧集上都有限，即对任意的有界闭集 K ⊂ R，µ(K) < ∞，

我们就称 µ 为 Stieltjies 测度。我们要刻画 (R,B(R)) 上的所有 Stieltjes 测度。

D1) 假设 µ 为 Stieltjies 测度。如果点 x ∈ R 满⾜ µ({x}) > 0，我们就称 x 是 µ 的⼀个原子。证

明，µ 只有可数个原⼦。

D2) 假设 µ 为 Stieltjies 测度，我们定义 R 上的函数 F：

F (x) =

µ([0, x)), x ⩾ 0;

−µ([x, 0)), x < 0.

证明，F 是 R 上增函数并且是左连续的。

D3) 证明，x ∈ R 是 F 的不连续点当且仅当 x 是原⼦。据此，给出 D1) 的⼀个新证明。

D4) 证明，任给左连续的增函数 F (x)，存在唯⼀的 (R,B(R)) 上的测度 µ，使得

µ([a, b)) = F (b)− F (a).

D5) 证明，上述构造的 µ 是 Stieltjies 测度。

（这个习题把 (R,B(R)) 上的 Stieltjes 测度的空间等价为 R1 上的左连续的增函数的空间，同学们⼀

应该对照上学期所学的 Stieltjes 积分）
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测度理论的其它有趣应用举例一：Borel-Cantelli 定理和无理数的逼近

给定 X 中可数个⼦集 {An}n⩾1，我们定义：

A∞ = {x|x 属于⽆穷多个 An}, A∞+ = {x|只有有限多个 An，使得 x /∈ An}.

很明显，我们有
∩
n

An ⊂ A∞+ ⊂ A∞ ⊂
∪
n

An。

E1) 证明，A∞ =
∞∩
n=1

∪
m⩾n

Am，A∞+ =
∞∪
n=1

∩
m⩾n

Am。

E2) 证明，如果序列 An 是上升或者下降的，那么 A∞ = A∞+ = lim
n→∞

An。

E3) 令 Bn = (An)
c = X −An。证明，B∞ = (A∞+

)c 和 A∞ = (B∞+
)c。

从此往后，假设 (X,A, µ) 是测度空间并且 {An} ⊂ A。

E4) 证明，A∞ ∈ A 和 A∞+ ∈ A。

E5) 证明如下不等式：

lim
n→∞

µ(
∩
m⩾n

Am) = µ(A∞+) ⩽ µ(A∞) ⩽ lim
n→∞

∑
m⩾n

µ(Am).

E6) 证明 Borel-Cantelli 定理：如果 {An} ⊂ A 满⾜
∑
n

µ(An) <∞，那么对⼏乎所有的 x ∈ X，

它只出现在有限个 An 中，即出现在⽆限多个 An 中的点的测度是零：µ(A∞) = 0。

E7) 证明，如果存在 n0 使得 µ(
∪
m⩾n0

Am) <∞，那么有

µ(A∞) = lim
n→∞

µ(
∪
m⩾n

Am).

E8) 证明（Dirichlet 的⼀个定理），对每个实数 α，有⽆限多不同的有理数 p
q，使得

|α− p

q
| < 1

q2
.

（提⽰：⽤抽屉原理，请查阅⽂献。Hurwitz 对于上述逼近有⼀个改进，可以证明有⽆限多不

同的有理数
p

q
，使得 |α− p

q
| < 1√

5q2
。我们下⾯要说明这个逼近的精度是最好的。）

E9) 我们⽤ I 表⽰开区间 (0, 1)，⽤ m 表⽰ I 上的 Lebesgue 测度。假设正实数的序列 {aq}q⩾1 满

⾜
∑
q

1

aq
<∞。对每个 q，定义 Borel 集

Aq = I ∩
( ∪

0⩽p⩽q

(p
q
− 1

q · aq
,
p

q
+

1

q · aq
))
.

证明，
∑
q

m(Aq) <∞。
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E10) 序列 {aq}q⩾1 如上所述。令 D =
{
α ∈ I

∣∣存在⽆穷多个有理数
p

q
，使得 |α − p

q
| < 1

q·aq
}
。证

明，D 是零测集。

E11) 任给 ε > 0和 a > 0。考虑满⾜下⾯性质的实数 α：存在⽆穷多个有理数
p

q
，使得 |α−p

q
| < a

q2+ε
。

证明，这样的实数的测度为零。（这表明 Dirichlet 定理给出的逼近在某种意义上是最佳的）

———————————————————-
I remember one occasion when I tried to add a little seasoning to a review, but I wasn’t allowed

to. The paper was by Dorothy Maharam, and it was a perfectly sound contribution to abstract
measure theory. The domains of the underlying measures were not sets but elements of more
general Boolean algebras, and their range consisted not of positive numbers but of certain abstract
equivalence classes. My proposed first sentence was: ”The author discusses valueless measures in
pointless spaces.”

—– I want to be a Mathematician by Paul R. Halmos
———————————————————-
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42 Lebesgue 积分与 Riemann 积分之间的关联，可积函数空间，积分
的线性，L1-空间，Fatou 引理，Lebesgue 控制收敛定理，积分对参
数的连续依赖性，

⼆零⼆零年三⽉三⼗⽇，星期⼀，晴

抽象积分理论的一些具体例子与讨论

给定测度空间 (X,A, µ)，正可测函数 f : X → [0,+∞] 的积分被定义为：
ˆ
X
fdµ := sup

φ∈E(X)
0⩽φ⩽f

ˆ
X
φdµ.

对于⼀般的可测函数 f : X → C，如果
ˆ
X
|f |dµ <∞，我们就说 f 是可积的。

我们先看⼀个例⼦：

例子. 假设 X = Z⩾1 = {1, 2, · · · , n, · · · }，A = P(X) 是 X 上所有的⼦集所组成的 σ-代数。我们

考虑数集合元素个数的测度：

µ : Z⩾1 → [0,∞], A 7→ µ(A) = |A|.

从⽽，我们得到了测度空间
(
Z⩾1,P(Z⩾1, µ)

)
。这个空间上函数

f : Z⩾1 → C, n 7→ f(n),

就是⼀个复数的数列。很明显，任意这样的函数都是可测的（因为 A = P(X)）。我们将要在本次作

业中证明，f 可积分当且仅当
∞∑
n=1

|f(n)| <∞

并且此时 ˆ
Z⩾1

fdµ =

∞∑
n=1

f(n).

所以，我们所熟悉的级数求和实际上是⼀种积分理论。

类似于上学期我们所学的关于级数收敛或者反常积分的判别法，我们对于积分的收敛性（即⼀

个函数是否可积分）有如下的判别准则：

命题 282. f 和 h 是测度空间 (X,A, µ) 上的可测函数。如果 h 正的可积函数，并且不等式

|f(x)| ⩽ h(x)

⼏乎处处成立，那么 f 是可积函数。
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证明: 令 B =
{
x ∈ X

∣∣f(x) > g(x)
}
，按照命题中的要求，µ(B) = 0。我们令 f1(x) = f(x)1Bc(x)，

那么，对所有的 x ∈ X，我们都有

|f1(x)| ⩽ h(x).

作为正函数，我们⾃然有 ˆ
X
|f1|dµ ⩽

ˆ
X
|h|dµ <∞.

所以 f1(x) 是可积的。为了说明 f(x) 是可积分的，我们⽐较 |f(x)| 与 |f1(x)|：对于任意的 x，都

有 |f1(x)| ⩽ |f(x)|，所以 ˆ
X
|f1|dµ ⩽

ˆ
X
|f |dµ.

这两个函数只在零测集 B 上有差别。按照积分的定义，我们有ˆ
X
|f |dµ := sup

φ∈E(X)
0⩽φ⩽|f |

ˆ
X
φdµ.

对于简单函数⽽⾔，我们在⼀个零测集上改变函数值（全改为零）是不影响它的积分的，这可以⽤

简单函数的积分定义直接看出，所以，我们总是可以假设上⾯积分定义中的函数 φ 在 B 上取零。

此时，φ ∈ E(X) 并且 0 ⩽ φ ⩽ |f | 意味着 φ ∈ E(X) 并且 0 ⩽ φ ⩽ |f1|，这说明ˆ
X
|f1|dµ =

ˆ
X
|f |dµ.

这就给出了命题的证明。

尽管我们现在还没有⾜够好的⼯作计算积分（⽬前只会计算简单函数的积分！），但是通过这个

⽐较的判别法，我们可以判断函数的可积性。下⾯的⼏个例⼦很有启发性：

例子. 1) 给定 Rn 上的可测函数 f（我们用 Lebesgue 测度），假设对⼏乎处处的 x ∈ Rn，f 满

⾜如下的控制：

|f(x)| ⩽ C

1 + |x|n+ε
,

其中 ε > 0。那么，f 是可积函数。

根据上面的判断法则，我们只要证明函数 f(x) =
C

1 + |x|n+ε
可积即可。由于⼯具的限制，这个

性质的证明目前并不简单，我们这里给出证明的细节（借此机会复习 Lebesgue 测度的积分性

质）。我们把 Rn 分成⼀些环面的并（这个分解和所谓的 Littlewood-Paley 分解相关，我们将在

数学分析三（如果存在的话）中学习）。令 BR =
{
x ∈ Rn

∣∣|x| ⩽ R
}
，我们令 Ck = B2k+1 −B2k，

那么，

Rn = B1 ∪ C1 ∪ C2 ∪ · · · ∪ Ck ∪ · · ·

B1 C1 C2 C2
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尽管我们现在还不能计算这些换面或者球面的体积，但是，由于 B1 和 C1 都被⼀个边长为 4

的⽅块覆盖，所以我们知道存在常数 a，使得 m(C1) +m(B) ⩽ a。另外，每个 Ck 都可以由

C1 通过伸缩变换

Rn → Rn, x 7→ 2kx,

得到，按照 Lebesgue 测度在伸缩变换下的性质，我们知道

m(Ck) = (2k)nm(C1) ⩽ 2kna.

在每个 Ck 上，我们有

f(x) =
C

1 + |x|n+ε
⩽ C

1 + |2k|n+ε
⩽ C

|2k|n+ε
.

我们构造简单函数

h(x) = C1B1 +

∞∑
k=1

C

|2k|n+ε
1Ck

.

很明显，f(x) ⩽ h(x)。⽽ h 的积分可以直接计算：

ˆ
Rn

hdm = Cm(B1) +
∞∑
k=1

C

|2k|n+ε
m(Ck)

⩽ Cm(B1) +
∞∑
k=1

C

|2k|n+ε
2kna = Cm(B1) + Ca

∞∑
k=1

1

2kε
.

上面的级数显然是有限的。

2) 我们考虑 R 上的函数 f(x) =
sin(x)
x

。我们上学期证明了作为 Riemann 积分的反常积分，f

是可积分的。然⽽，在 Lebesgue 的意义，f 的可积性说的是
∣∣∣sin(x)

x

∣∣∣ 可积分，这个积分是⽆

限⼤，我们可以仿照 1) 中的想法来证明，同学们会在本周的作业中完成。

下⾯的命题很有⽤，它的证明也很值得学习：

命题 283. f 测度空间 (X,A, µ) 上的正可测函数。那么如下命题是等价的：

1) f ⼏乎处处为零；

2)
ˆ
X
fdµ = 0。

证明: 我们上次课证明了 1)⇒2)。反之，假设
ˆ
X
fdµ = 0。对每个⾃然数 n，我们考虑集合

An =
{
x ∈ X

∣∣f(x) ⩾ 1

n

}
.

根据定义，我们⾃然有 f(x) ⩾ 1
n1An(x)。所以，我们有如下积分不等式：

0 =

ˆ
X
fdµ ⩾

ˆ
X

1

n
1Andµ =

1

n
µ(An).
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从⽽对所有 n ⩾ 1，µ(An) = 0。然⽽，由于 f 是正函数，我们显然有

{x|f(x) ̸= 0} = {x|f(x) > 0} =
∪
n⩾1

An.

所以，µ({x|f(x) ̸= 0}) = 0，即 f ⼏乎处处为零。

在 R1 上配备 Lebesgue 测度 m，如果⼀个可测函数 f : R1 → C 在这个测度下是可积的，我们

就称这个函数是 Lebesgue 可积的。我们可以探讨我们刚刚建⽴的抽象积分理论与上学期 Riemann
积分的联系。为了简单期间，我们在下⾯的定理中假设 f 是实值的。

定理 284. 假定 f 是闭区间 [a, b] 上的 Riemann 可积的函数（有界），那么 f 是 Lebesgue 可测的

并且其 Lebesgue 积分恰为其 Riemann 积分。

证明: 我们利⽤ Darboux 上下和来逼近函数的积分。为此，任取 [a, b] 区间的分划 I = [x0, x1] ∪
[x1, x2] ∪ · · · ∪ [xn−1, xn]，其中 x0 = a，xn = b，x0 < x1 < · · · < xn。令

Mk = sup
x∈[xk−1,xk]

f(x), mk = inf
x∈[xk−1,xk]

f(x).

我们现在⽤ Borel-可测的简单函数来代替 Darboux 上下和：

F I(x) =
n∑
k=1

Mk1[xk−1,xk], F I(x) =
n∑
k=1

mk1[xk−1,xk].

那么， ˆ
[a,b]

F Idm,

ˆ
[a,b]

F Idm

恰好是分划 I 的 Darboux 上下和，其中，上⾯积分是⽤我们的测度对简单函数进⾏积分（Lebesgue
积分的意义下）。

我们现在选取特殊分划：对任意的 n，分划 In 对应为区间 [a, b] 的 2n 等分。此时，我们将对

应的简单函数 F In(x) 和 F In(x) 简记为 Fn 和 Fn。很明显，我们就得到两个单调的序列 {Fn}n⩾1

和 {Fn}n⩾1。由于有界单调数列⼀定有极限，所以，存在可测函数 F 和 F，使得

Fn ↘ F, Fn ↗ F .

由于 Fn ⩾ Fn，所以 F ⩾ F。按照 Riemann 积分的定义，上和的极限等于下和的极限（都等于该

函数的积分），即

lim
n→∞

ˆ
[a,b]

Fndm = lim
n→∞

ˆ
[a,b]

Fndm.

根据 Beppo Levi 定理，我们就有

ˆ
[a,b]

Fdm =

ˆ
[a,b]

Fdm =

ˆ b

a
f(x)dx︸ ︷︷ ︸

Riemann 积分

.
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所以，（利⽤积分的线性，即将证明） ˆ
[a,b]

F − F = 0.

从⽽，由于 F = F ⩾ 0，所以，在⼀个零测集之外，我们有

F = F , ⼏乎处处.

另外，按照定义，我们还有

F ⩾ f ⩾ F

这说明，在差⼀个零测度的⼦集意义下（要⽤到测度的完备性，我们不去追究这个细节），我们

有 F = f = F。所以，上述的论证说明了 f 是可测的并且它的 Riemann 积分与 Lebesgue 积分是

⼀致的。

注记. 如果 f 是区间 [a, b] 上可测有界的函数，它明显是可积的（抽象积分意义下），所以，Lebesgue
积分中有更多的可积函数。然⽽，我们通常关⼼的函数⼤多都有很好的连续性，所以这两种积分理

论没有区别，这正是上面定理的内容。

Beppo Levi 定理的应用：Fatou 引理与 Lebesgue 控制收敛定理

我们上周课程最后讲到了 Beppo Levi 定理以及⼀个技术性的逼近定理（存在上升的简单函数

列逼近正可测函数）。利⽤这个两个结论，我们有很多有趣有意义的推论：

推论 285. f 和 g 是测度空间 (X,A, µ) 上的正可测函数。那么，对任意的非负实数 a, b ∈ R⩾0，我

们有 ˆ
X
af + bgdµ = a

ˆ
X
fdµ+ b

ˆ
X
gdµ.

证明: 我们选取单调上升的简单函数序列 {fi}i⩾1 和 {gi}i⩾1，使得它们分别逐点收敛到 f 和 g。所

以，{afi + bgi}i⩾1 也是单调上升的简单函数序列并且逐点收敛到 af + bg。根据积分的对于简单函

数的线性，对每个 i，我们有
ˆ
X
afi + bgidµ = a

ˆ
X
fidµ+ b

ˆ
X
gidµ.

令 i→ ∞，由 Beppo Levi 定理，左右两端分别收敛到推论中要证明等式的左右两端。

Beppo Levi 定理的⼀个重要推论是 Fatou 引理：

定理 286 (Fatou). {fi}i⩾1 是测度空间 (X,A, µ) 上的正可测函数序列。那么，我们有如下的积分

不等式： ˆ
X
lim inf
i→∞

fidµ ⩽ lim inf
i→∞

ˆ
X
fidµ,
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其中，对任意的 x ∈ X，
(
lim inf
i→∞

fi

)
(x) = lim inf

i→∞
fi(x)。特别地，如果函数列 {fi}i⩾1 逐点地收敛

到 f，即对任意的 x， lim
i→∞

fi(x) = f(x)，那么，我们有

ˆ
X
fdµ ⩽ lim inf

i→∞

ˆ
X
fidµ.

注记. Fatou 引理叙述中的不等式⼀般⽽⾔不能取到等号，同学们可以（作业）构造函数列 {fi}i⩾1

逐点地收敛到 f，使得 ˆ
X
fdµ < lim inf

i→∞

ˆ
X
fidµ.

证明之前，有必要回忆“下极限”的概念：给定实数序列 {ai}i⩾1，序列 {inf
i⩾p

ai}p⩾1 是递增的。我

们定义

lim inf
i→∞

ai = lim
p→∞

(
inf
i⩾p

ai

)
.

证明: 令 f(x) = lim inf
p→∞

fp(x)。我们定义函数列 {gp(x)}p⩾1，其中

gp(x) = inf
i⩾p

fi(x).

那么，{gp(x)}p⩾1 为上升的正函数序列并且逐点地收敛到 f(x)。根据 Beppo Levi 定理，我们有

lim
p→∞

ˆ
X
gpdµ =

ˆ
X
fdµ.

然⽽，根据 gp(x) 的定义，对每个 x ∈ X，我们有 gp(x) ⩽ fp(x)。从⽽，
ˆ
X
gpdµ ⩽

ˆ
X
fpdµ.

这表明

lim
p→∞

ˆ
X
gpdµ = lim inf

p→∞

ˆ
X
gpdµ ⩽ lim inf

p→∞

ˆ
X
fpdµ.

上⾯不等式左边就是
ˆ
X
fdµ，这就完成了 Fatou 引理第⼀部分的证明。第⼆部分是第⼀部分的直

接推论。

定义 287 (可积函数空间与 L1(X,A, µ) 空间). 给定测度空间 (X,A, µ)，我们把这个空间上所有可

积函数的全体记作 L1(X,A, µ)。和传统的微积分课程中处理的函数有所不同，在可积函数的定义

中，由于函数被写成正函数的组合，这里的“函数”的取值可以取 ±∞ 或者
√
−1×±∞。

这是线性⼦空间：对于任意的 f, g ∈ L1(X,A, µ)，α, β ∈ C，按照定义，正函数 |f | 和 |g| 是

可积分的。根据上面的推论，|α||f |+ |β||g| 也是可积的。此时，我们注意到，对任意的 x ∈ X，有

|αf(x)|+ |βg(x)| ⩽ |α||f(x)|+ |β||g(x)|,

所以，αf + βg ∈ L1(X,A, µ)。
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考虑⼏乎处处为零的函数

N =
{
f ∈ L1(X,A, µ)

∣∣f ⼏乎处处为零
}
.

很明显，N 是 L1(X,A, µ) 的线性⼦空间：对任意的 f, g ∈ N，按照定义，存在零测集 A 和 B，使

得 f
∣∣
Ac ≡ 0，g

∣∣
Bc ≡ 0。那么，对任意的 α, β ∈ C，我们有

αf + βg
∣∣
(A∪B)c

≡ 0.

⽽ A ∪B 还是零测集，所以，αf + βg ∈ N。

我们定义 L1(X,A, µ) 空间为如下的等价类的集合（商空间）：

L1(X,A, µ) = L1(X,A, µ)/N.

也就是说，L1(X,A, µ) 中的元素是函数的等价类，同⼀个类中的任两个函数之差为⼀个⼏乎处处

为零的函数（这将对积分没有贡献）。我们在多元微积分的课程中不对此做进⼀步的解读，同学们

会在实分析的课上对这个空间做深⼊的了解。

注记. 对于 f ∈ L1(X,A, µ)，我们把它看成⼀组函数的等价类 [f ] ⊂ L1(X,A, µ)，f ∈ [f ] 是这里面

的⼀个代表。那么，在 L1(X,A, µ) 中 [f ] = 0 的意思是 f ∈ N 或者 [f ] = N。另外，f ⼏乎处处为

零等价于 |f | ⼏乎处处为零。所以，对于 f ∈ L1(X,A, µ)，f = 0 当且仅当
ˆ
X
|f |dµ = 0。

我们现在终于可以证明积分算⼦的线性了：

定理 288. L1(X,A, µ) 为 C-线性空间且积分算⼦ˆ
X
− dµ : L1(X,A, µ) → C, f 7→

ˆ
X
fdµ,

是 C-线性映射。进⼀步，对于 f ∈ L1(X,A, µ)，我们

|
ˆ
X
fdµ| ⩽

ˆ
X
|f |dµ.

证明: 我们已经证明了 L1(X,A, µ) 是 C-线性空间。我们详细分情形来证明积分算⼦的线性。任选

f, g ∈ L1(X,A, µ)。

1) 如果 f 和 g 都是正函数并且 a, b ⩾ 0，我们已经证明了ˆ
X
af + bgdµ = a

ˆ
X
fdµ+ b

ˆ
X
gdµ.

2) f 和 g 都是正函数，a = 1，b = −1 的情况。我们要证明ˆ
X
f − gdµ =

ˆ
X
fdµ−

ˆ
X
gdµ.

为此，令 h = f − g。我们可以把 h 写成正部和负部的差，即 h = h+ − h−。所以，

h+ + g = h− + f.
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根据正函数的线性，我们得到
ˆ
X
h+dµ+

ˆ
X
gdµ =

ˆ
X
h−dµ+

ˆ
X
fdµ.

再根据
ˆ
X
hdµ 的定义，我们有

ˆ
X
hdµ =

ˆ
X
h+dµ−

ˆ
X
h−dµ,

所以 ˆ
X
f − gdµ =

ˆ
X
hdµ =

ˆ
X
h+dµ−

ˆ
X
h−dµ =

ˆ
X
fdµ−

ˆ
X
gdµ.

3) f 和 g 都是实值函数，a, b ∈ R⩾0 的情况。此时，我们有
ˆ
X
af + bgdµ =

ˆ
X
(af+ + bg+)− (af− + bg−)dµ

=

ˆ
X
(af+ + bg+)dµ−

ˆ
X
(af− + bg−)dµ

= a

ˆ
X
f+dµ+ b

ˆ
X
g+dµ− a

ˆ
X
f−dµ− b

ˆ
X
g−dµ.

4) f 和 g 都是实值函数，a, b ∈ R 的情况。按照积分的定义，我们⾃然有

ˆ
X
fdµ =

ˆ
X
f+dµ−

ˆ
X
f−dµ = −

(ˆ
X
f−dµ−

ˆ
X
f+dµ

)
= −

ˆ
X
fdµ.

此时，对与 a 和 b 可能的正负情况逐⼀讨论即可。

5) f 和 g 都是复值函数，a, b ∈ C 的情况。我们 f，g，a 和 b 都⽤它们的实部和虚部写出来，展

开即可，这些繁琐且⽆启发性的细节留给同学们在课下验证。

⾄此，我们完整地证明了积分的线性。为了证明定理中的不等式，选取复数 eiθ0，使得

eiθ0
ˆ
X
fdµ = |

ˆ
X
fdµ|.

根据积分的线性，我们有

|
ˆ
X
fdµ| =

ˆ
X
eiθ0fdµ.

所以，函数 eiθ0f 的虚数部分对积分没有贡献，从⽽
ˆ
X
eiθ0fdµ =

ˆ
X
Re
(
eiθ0f

)
dµ ⩽

ˆ
X
Re
(
eiθ0f

)
+
dµ ⩽

ˆ
X
|f |dµ.

最后⼀步，我们⽤到了 Re
(
eiθ0f

)
+
⩽ |f |，这是显然的。

  ⼀旦有了积分的线性，我们就可以⽅便地证明很多命题了
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推论 289. （积分的区域可加性）给定测度空间 (X,A, µ)，f 是 X 上的可积函数。我们定义 f 的

支集suppf 为

suppf = {x ∈ X
∣∣f(x) ̸= 0}.

假设 suppf ⊂ A ∈ A，我们也把
ˆ
X
fdµ 写成

ˆ
A
fdµ。对于任意的 A,B ∈ A，A∩B = ∅，我们有

f · 1A 和 f · 1B 均可积并且 ˆ
A∪B

f =

ˆ
A
fdµ+

ˆ
B
fdµ.

证明: 由于 |f · 1A| ⩽ |f |，所以 f · 1A 可积。推论中的等式就是对 f · 1A + f · 1B 的积分应⽤线

性。

推论 290. 在零测集上改变函数的值不会影响其积分，也就是说，如果 f1, f2 ∈ L1(X,A, µ)，使得

f1 = f2 ⼏乎处处，那么 ˆ
X
f1dµ =

ˆ
X
f2dµ.

证明: 按照要求，f = f1 − f2 ⼏乎处处是 0，所以其积分为 0，从⽽

0 =

ˆ
X
fdµ =

ˆ
X
f1 − f2dµ =

ˆ
X
f1dµ−

ˆ
X
f2dµ.

推论 291 (L1(X,A, µ) 是赋范线性空间). 映射

∥ · ∥L1(X,A,µ) : L
1(X,A, µ) → R⩾0, [f ] 7→

ˆ
X
|f |dµ,

是范数。我们这个范数称作是L1 范数，对于 f ∈ L1(X,A, µ)，我们把它的范数简记为 ∥f∥L1。从

⽽，
(
L1(X,A, µ), ∥ · ∥L1

)
是赋范线性空间。

证明: ⾸先，对于等价类 [f ] 中的任何两个代表元 f1, f2 ∈ [f ]，它们⼏乎处处相等，所以 |f1| = |f2| ⼏
乎处处，从⽽，

∥[f ]∥L1 =

ˆ
X
|f1|dµ =

ˆ
X
|f2|dµ.

这表明映射是良好定义的。另外，我们知道
∣∣∣ˆ

X
|f |dµ

∣∣∣ = 0 等价于在 L1(X,A, µ) 中 f = 0。所以，

∥f∥L1 = 0 等价于在 L1(X,A, µ) 中 f = 0。对于任意的 a, b ∈ C 和 a, b ∈ L1(X,A, µ)，根据积分的

线性，我们有

∥af + bg∥L1 =

ˆ
X

∣∣af + bg
∣∣dµ ⩽

ˆ
X
|a||f |+ |b||g|dµ

= |a|∥f∥L1 + |b|∥g∥L1 .

这就说明了 ∥ · ∥L1 是范数。

注记. 我们将证明
(
L1(X,A, µ), ∥ · ∥L1

)
是完备的赋范线性空间。
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注记. （⼦空间上的积分）假定 Y ∈ A，我们定义 A
∣∣
Y
= {A ∈ A|A ⊂ Y }，这 σ-代数：实际上，如

果令

ι : Y → X, y 7→ y,

那么，A
∣∣
Y
= ι∗A。我们可以将测度 µ 限制到 A|Y 上得到⼀个测度 µ

∣∣
Y
：对任意的 A ∩ Y ⊂ A|Y，

我们定义

µ
∣∣
Y
(A ∩ Y ) = µ(A ∩ Y )

。这样，我们就得到了测度空间 (Y,A
∣∣
Y
, µ
∣∣
Y
) 从⽽可以对 Y 上定义的函数进⾏积分。另外，对于

Y 上定义函数，还可以将它用零延拓成 X 上的函数从⽽将该函数视作是整个空间 X 上的函数，然

后我们可以在 X 上积分。这两种做法是等价的，我们会在作业中证明。

我们还必须做出如下的澄清：当 X = Rn，Y 是⼦流形时（余维数⾄少是 1），那么 µ
∣∣
Y

在任

何集合上取值都是 0（因为此时⼦流形的测度是零）。多元微积分的课程要专门研究⼦流形上的积

分理论，通常的微积分教材里把这些积分称作是曲线和曲面上的积分。

我们现在可以证明积分理论中最重要的收敛定理了，它的应⽤渗透到近代分析的每个⾓落：

定理 292 (Lebesgue 控制收敛定理). 假定测度空间 (X,A, µ) 上的可测函数列 {fi}i⩾1 ⼏乎处处收

敛到函数 f，即存在零测集 N ∈ A，使得对任意的 x ∈ N c，我们有 lim
i→∞

fi(x) = f(x)。如果存

在所谓的控制函数 h ∈ L1(X,A, µ)，使得对每个 i，|fi(x)| ⩽ h(x) ⼏乎处处成立（即存在零测集

Ni ∈ A，使得对任意的 x ∈ (Ni)
c，|fi(x)| ⩽ h(x)）, 那么，我们有

lim
i→∞

ˆ
X
|fi − f |dµ = 0.

特别地，我们有

lim
i→∞

ˆ
X
fidµ =

ˆ
X
fdµ.

证明: 我们要应⽤ Beppo Levi 定理。⾸先，定义正函数序列 {gi}i⩾1：

gi(x) = 2h(x)− sup
k⩾i

|f(x)− fk(x)|.

按照构造⽅式，这是单调上升的函数序列。根据定理的条件，{gi}i⩾1 ⼏乎处处收敛到 2h，即对于

任意的 x /∈ N，我们有 lim
i→∞

gi(x) = 2h(x)。

我们考虑集合 N ∪
∪
i⩾1

Ni，这是⼀个零测集。在 X −N ∪
∪
i⩾1

Ni 上，我们有

gi(x) ⩾ 0, gi(x) → 2h(x).

利⽤ Beppo Levi 定理，我们知道

lim
i→∞

ˆ
X

(
2h(x)− sup

k⩾i
|f(x)− fk(x)|

)
dµ = lim

i→∞

ˆ
X
gidµ

= 2

ˆ
X
hdµ.
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在⽅程的两边同时减掉 2

ˆ
X
hdµ，我们就得到

lim
i→∞

ˆ
X
sup
k⩾i

|f(x)− fk(x)|dµ = 0.

我们只要简单地去掉 sup 就证明了 Lebesgue 控制收敛定理。

注记. 在 Lebesgue 控制收敛定理的证明过程中，我们得到了更强的结论：

lim
i→∞

ˆ
X
sup
k⩾i

|f(x)− fk(x)|dµ = 0.

下⾯的两个推论有着众多的应⽤，我们会在作业和考试中展现它们：

推论 293 (积分对参数的连续依赖性). 假定参数空间 Ω 为距离空间（⼀般⽽⾔，Ω 是 Rn 中的⼀

个开集），(X,A, µ) 是测度空间。函数

f : X × Ω → C, (x, t) 7→ f(x, t),

满⾜如下条件：

1) 对每个固定的 t ∈ Ω，函数 x 7→ f(x, t) 是可测的；

2) 对⼏乎处处的 x，映射 t 7→ f(x, t) 在 t0 ∈ Ω 处连续（即存在零测集 N，使得对任意的 x ∈ N c，

映射 t 7→ f(x, t) 在 t0 ∈ Ω 处连续）；

3) 存在正函数 h ∈ L1(X,A, µ)，使得对每个 t ∈ Ω，我们有

|f(x, t)| ⩽ h(x)

对⼏乎处处的 x 成立（即存在存在零测集 Nt，使得对任意的 x /∈ Nt，我们有 |f(x, t)| ⩽ h(x)）。

那么，函数

F : Ω → C, t 7→ F (t) =

ˆ
X
f(x, t)dµ(x)

是良好定义的并且在 t0 处连续。

证明: 由于 |f(x, t)| ⩽ h(x)，所以对于固定的 t，f(x, t) 是可积的，从⽽函数 F (t) 是良好定义的。

我们来证明 F 在 t0 处的连续性。为此，任取点列 tk → t0，我们希望证明
ˆ
X
f(x, tk)dµ(x) →

ˆ
X
f(x, t0)dµ(x).

这就是 Lebesgue 控制收敛定理的内容，因为我们可以选取 h 作为控制函数。
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43 积分与求导数的可交换性，乘积测度的构造

⼆零⼆零年四⽉⼆⽇，星期四，晴

我们上次课证明了 Lebesgue 控制收敛定理和它的⼀个推论（对参数的连续依赖性）：

定理 294 (Lebesgue 控制收敛定理). 假定测度空间 (X,A, µ) 上的可测函数列 {fi}i⩾1 ⼏乎处处收

敛到函数 f。如果存在控制函数 h ∈ L1(X,A, µ)，使得对每个 i，|fi(x)| ⩽ h(x) ⼏乎处处成立。那

么，我们有

lim
i→∞

ˆ
X
|fi − f |dµ = 0.

特别地，我们有

lim
i→∞

ˆ
X
fidµ =

ˆ
X
fdµ.

推论 295 (积分对参数的连续依赖性). 假设 Ω 为距离空间，(X,A, µ) 是测度空间。函数

f : X × Ω → C, (x, t) 7→ f(x, t),

满⾜如下条件：

1) 对每个固定的 t ∈ Ω，函数 x 7→ f(x, t) 是可测的；

2) 对⼏乎处处的 x，映射 t 7→ f(x, t) 在 t0 ∈ Ω 处连续；

3) 存在正函数 h ∈ L1(X,A, µ)，使得对每个 t ∈ Ω，我们有 |f(x, t)| ⩽ h(x) 对⼏乎处处的 x 成

立。

那么，函数

F : Ω → C, t 7→ F (t) =

ˆ
X
f(x, t)dµ(x)

是良好定义的并且在 t0 处连续。

我们这次证明另⼀个推论：

推论 296 (积分与求导数的可交换性). 假定参数空间 I 为 R 中的开区间，(X,A, µ) 是测度空间，

N ∈ A 为零测集合，X ′ = X −N。我们假设函数

f : X × I → C, (x, t) 7→ f(x, t)

满⾜如下条件：

1) 对任意固定的 t ∈ I，函数 x 7→ f(x, t) 是可积的；

2) 对任意固定的 x ∈ X ′，函数 t 7→ f(x, t) 对 t 的导数
∂f

∂t
(x, t) 存在并且存在正函数 h ∈

L1(X,A, µ)，使得对任意的 (x, t) ∈ X ′ × I，都有

|∂f
∂t

(x, t)| ⩽ h(x).
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那么，函数

F : I → C, t 7→ F (t) =

ˆ
X
f(x, t)dµ(x)

是良好定义的并且在 I 上可微。进⼀步，我们有如下的导数公式

F ′(t) =

ˆ
X

∂f

∂t
(t, x)dµ(x).

注记. 我们用 dµ(x) 表明是对 x 来积分。

证明: 任意选取实数数列 {εk}k⩾1，使得 lim
k→∞

εk = 0。对于任意的 x ∈ X ′，按定义，我们知道

∂f

∂t
(t, x) 是可测函数序列

{
f(x, t+ εk)− f(x, t)

εk

}
k⩾1

在 x 点的极限，从⽽
∂f

∂t
(t, x) 是可测函数。

由于
∣∣∂f
∂t

(x, t)
∣∣ ⩽ h(x)，所以

∂f

∂t
(t, x) 是可积的，从⽽函数

t 7→
ˆ
X

∂f

∂t
(t, x)dµ(x).

是良好定义的。

现在证明 F 的导数存在并计算它的导数。固定 t ∈ I，根据积分的线性，我们有

F (t+ εk)− F (t)

εk
=

ˆ
X

f(x, t+ εk)− f(x, t)

εk
dµ(x)

=

ˆ
X′

f(x, t+ εk)− f(x, t)

εk
dµ(x).

根据中值定理，我们知道最后⼀式的被积函数可写为 f ′(x, t+ θεk)，其中 θ ∈ [0, 1]。据此，我们有∣∣∣f(x, t+ εk)− f(x, t)

εk

∣∣∣ = |f ′(x, t+ θεk)| ⩽ h(x).

我们现在可以对函数序列
{
f(x, t+ εk)− f(x, t)

εk

}
k⩾1

应⽤ Lebesgue 控制收敛定理，因为 h 就是

控制函数：

lim
k→∞

F (t+ εk)− F (t)

εk
=

ˆ
X

f(x, t+ εk)− f(x, t)

εk
dµ(x)

=

ˆ
X

∂f(x, t)

∂t
dµ(x).

这就给出了证明。

乘积测度与 Fubini 公式

所谓的 Fubini 定理，就是将乘积空间上的积分化为分量空间上的积分的公式，它将保证我们

能把 Rn 上的积分化为 R1 上的积分来计算。为此，我们的第⼀件事情是建⽴乘积测度。

给定两个测度空间 (X,A, µ) 和 (Y,B, ν)，我们要求 µ 和 ν 是 σ-有限的。我们要在可测空间

(X × Y,A⊗B) 上定义⼀个测度 µ⊗ ν。
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根据定义，X ×Y 上的 σ-代数 A⊗B 是按照如下的⽅式构造的：我们称 X × Y 上形如 A×B

的⼦集为矩形，其中 A ∈ A, B ∈ B；我们⽤ R̃ 表⽰有限个两两不交的矩形之并所构成集合的全体

并且证明了 R̃ 是代数；A⊗B 被定义为 R̃ 所⽣成的 σ-代数，即 A⊗B = σ(R̃)；A⊗B 也可以由

所有的矩形⽣成。

与 Lebesgue 测度的构造类似，我们要在 R̃ 上构造⼀个加性函数并利⽤ Carathéodory 定理把

它扩张成 A⊗B 上的测度。为此，在矩形 A×B ∈ R̃，我们定义

θ(A×B) = µ(A)ν(B).

我们规定 0 乘任何数都得 0，∞ 乘任何⾮零正数都得 ∞。

对于 R̃ 中的元素 S，按照 R̃ 的定义，我们可以将 S 写成有限个不交的矩形的并：

S =
⨿
i⩽m

Ai ×Bi, Ai ∈ A, Bi ∈ B.

此时，我们定义

θ(S) =
∑
i⩽m

θ(Ai ×Bi) =
∑
i⩽m

µ(Ai)ν(Bi).

然⽽，把 S 写成有限个不相交的矩形的并的⽅式不是唯⼀的，我们还可能有别的⽅式：

S =
⨿
j⩽n

A′
j ×B′

j ∈ R̃.

这样，我们得到 S 的两种不同的分解，为了说明 θ(S) 是良好定义的（不依赖于分解的选取），我

们必须证明 ∑
i⩽m

µ(Ai)ν(Bi) =
∑
j⩽n

µ
(
A′
j

)
ν
(
B′
j

)
.

我们要考虑这两种分解共同的“加细”：对每个 1 ⩽ i ⩽ m，我们有

Ai ×Bi =
⨿
j⩽n

(
Ai ×Bi

)
∩
(
A′
j ×B′

j

)
=
⨿
j⩽n

(
Ai ∩A′

j

)
×
(
Bi ∩B′

j

)
.

所以，上述两种分解可以加细为如下的关于 S 的新的分解：

S =
⨿
i⩽m,
j⩽n

(
Ai ∩A′

j

)
×
(
Bi ∩B′

j

)
.

利⽤这个分解，我们有∑
i⩽m,j⩽n

µ
(
Ai ∩A′

j

)
ν
(
Bi ∩B′

j

)
=
∑
i⩽m

(∑
j⩽n

µ
(
Ai ∩A′

j

)
ν
(
Bi ∩B′

j

))
=
∑
i⩽m

µ
(
Ai
)
ν
(
Bi
)
.
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上⾯最后⼀个红⾊等号我们⽤到了等式

Ai ×Bi =
⨿
j⩽n

(
Ai ∩A′

j

)
×
(
Bi ∩B′

j

)
.

我们暂且假设这个等号成⽴。类似地，如果我们先对 i ⩽ m 求和，我们就得到了∑
i⩽m,
j⩽n

µ
(
Ai ∩A′

j

)
ν
(
Bi ∩B′

j

)
=
∑
j⩽n

µ
(
A′
j

)
ν
(
B′
j

)
.

这就证明了两种分解所对应的 θ 的值都是⼀样的！

当然，我们必须证明如下的等式：如果（所有的元素都来⾃ A 或者 B），

A×B =
⨿
j⩽n

(
A ∩A′

j

)
×
(
B ∩B′

j

)
,

那么 ∑
j⩽n

µ
(
A ∩A′

j

)
ν
(
B ∩B′

j

)
= µ(A)ν(B).

为此，我们不妨假设 Aj 均为 A 的⼦集并且
∪
j⩽n

Aj = A，Bj 均为 B 的⼦集并且
∪
j⩽n

Bj = B，⽽且

A×B =
⨿
j⩽n

Aj ×Bj .

我们要证明 ∑
j⩽n

µ
(
Aj
)
ν
(
Bj
)
= µ(A)ν(B).

如果 {Aj}j⩽n 是两两不交的，{Bj}j⩽n 也是两两不交的，那么命题上述公式是显然的，因为

µ(A)ν(B) =

∑
j⩽n

µ
(
Aj
)∑

j⩽n
µ
(
Bj
)

=
∑
j,j′⩽m

µ
(
Aj
)
µ
(
Bj′
)
.

对于⼀般的情形，我们要 Aj 和 Bj 进⼀步分解成不相交的集合即可。我们考虑{
X1 ∩X2 ∩ · · · ∩Xn

∣∣Xi = Ai 或 (Ai)
c
}
,

它们是两两不交的并且可以把 Aj 都并出来。

据此，我们有

命题 297. 映射

θ : R̃ → [0,∞], S 7→
∑
i⩽m

µ(Ai)ν(Bi).

是代数 R̃ 上的 σ-有限的加性函数。
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证明: 根据定义，这显然是加性函数。为了说明 σ-有限性，由于 X 和 Y 是 σ-有限的，所以存在上

升的序列 {Ai}i⩾1 ⊂ A，Xi ↗ X，{Bi}i⩾1 ⊂ B，Bj ↗ Y，其中对每个 i，µ(Ai) 和 ν(Bj) 是有限

的。所以，我们就有上升的序列 {Ai ×Bi}i⩾1 ⊂ R̃，使得 Ai ×Bi ↗ X × Y。按照 θ 的定义，对每

个 i，θ(Ai ×Bi) = µ(Ai)ν(Bi) 是有限的。这就完成了证明。

我们注意到，这⾥的构造和 Lebesgue 测度的构造在形式上⼀摸⼀样。

我们将使⽤ Carathéodory 测度扩张定理来构造 A⊗B 上的乘积测度：

R̃ [0,∞]

A⊗B

θ

ι
µ⊗ν

为此，先证明⼀个粗糙版本的 Fubini 定理：

引理 298. 对任意 S ∈ R̃，x ∈ X，我们定义 S 的 x-截面为：

Sx = {y ∈ Y |(x, y) ∈ S} ⊂ Y.

那么，Sx ∈ B。进⼀步，函数

X → [0,∞], x 7→ ν(Sx),

为 (X,A) 上的可测函数并且

θ(S) =

ˆ
X
ν(Sx)dµ(x).

证明: 我们考虑 S 的分解 S =
⨿
i⩽m

Ai ×Bi，其中矩形们 Ai ×Bi 两两不交，通过对 Ai 进⼀步进⾏

细分（如同上⼀个命题中所证明的），我们可以进⼀步要求 Ai 们两两不交。此时，我们可以精确的

计算 S 的 x-截⾯：

Sx =

Bi, 如果 x ∈ Ai;

∅, 如果 x /∈
∪
i⩽mAi.

这显然是 B 中的元素。我们现在研究 ν(Sx) 的可测性，实际上

ν(Sx) =

ν(Bi), 如果 x ∈ Ai;

0, 如果 x /∈
∪
i⩽mAi.

这是⼀个简单函数，⾃然可测。所以，我们有
ˆ
X
ν(Sx)dµ(x) =

∑
i⩽m

ˆ
X
ν(Bi)1Ai(x)dµ(x)

=
∑
i⩽m

µ(Ai)ν(Bi).

根据定义，上式右边即为 θ(S)，命题得证。
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利⽤上述引理，我们来验证 θ 满⾜ Carathéodory 扩张定理中的条件 (C) 和条件 (C∞)：

条件 (C∞) 的验证：

根据 σ-有限性，存在上升的序列 {Ai}i⩾1 ⊂ A，Ai ↗ X，{Bi}i⩾1 ⊂ B，Bj ↗ Y，其中

对每个 i，µ(Ai) 和 ν(Bj) 是有限的。令 Z = X × Y 为整个乘积空间，考虑上升的集合的序列

{Zi = Ai ×Bi}i⩾1，很明显，我们有 Zi ↗ Z 并且每个 Zi 的 θ 体积有限。条件 (C∞) 要求我们证

明：对于任意的 S ∈ R̃，如果 θ(S) = ∞，那么

lim
i→∞

θ(S ∩ Zi) = ∞.

由于 S ∈ R̃ 为有限个矩形的并，所以只要对某个 S = A × B 的情形证明 θ(S ∩Xi) → ∞ 即

可（这⾥和 Lebesgue 测度的构造又是⼀样的）。由于我们假设了 θ(A × B) = ∞，不妨 µ(A) =

∞ ⽽ ν(B) > 0（可以是 ∞）。根据 Zi = Ai ×Bi，所以

θ
(
Zi ∩ (A×B)

)
= µ(Ai ∩A)ν(Bi ∩B).

利⽤测度 µ 和 ν 的性质，我们有

µ(Ai ∩A) → ∞, ν(Bi ∩B) ⩾ δ > 0,（当 i ⾜够⼤时候）.

从⽽，我们有

lim
i→∞

θ
(
Zi ∩ (A×B)

)
→ ∞.

条件 (C) 的验证：

任意选取 R̃ 中下降的序列 {Si}i⩾1，如果 θ(S0) <∞ 并且 Si ↘ ∅，那么，条件 (C) 要求我们

证明

lim
i→∞

θ(Si) = 0.

我们运⽤粗糙版本的 Fubini 定理。⾸先，研究 X 上的可测函数列 {fi(x)}i⩾1，其中，

fi(x) : X → [0,∞], x 7→ ν ((Si)x) .

由于 Si 是下降集合序列，所以，{fi(x)}i⩾1 是 X 上下降的正可测函数序列。根据定义，我们有按

照定义，我们有

fi(x) = ν ((Si)x) .

当 x ∈ X 固定时，由于 Si ↘ ∅，所以 (Si)x ↘ ∅，从⽽，ν
(
(Si)x

)
↘ 0。那么，从⽽对任意的 x，

fi(x) → 0，即函数列 {fi}i⩾1 逐点收敛到 0。我们对函数列 {fi(x)}i⩾1 运⽤ Lebesgue 控制收敛定

理，其中，这列函数中的第⼀项 f0 可以作为控制函数。根据上⾯粗糙版本的 Fubini 定理，我们就

有

θ(Si) =

ˆ
X
fi(x)dµ(x) → 0,

这就证明了条件 (C)。

综上所述，我们证明了如下重要的定理：
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定理 299 (乘积测度). 给定 σ-有限的测度空间 (X,A, µ) 和 (Y,B, ν)，在可测空间 (X × Y,A⊗B)

上存在唯⼀的 σ-有限的测度 µ⊗ ν，使得对任意的 A ∈ A 和 B ∈ B，我们都有

(µ⊗ ν)
(
A×B

)
= µ(A)ν(B).

特别地，对任意的 E ∈ A⊗B，它的测度可由如下公式计算

(µ⊗ ν)
(
E
)
= inf

E⊂
∪∞
i=1

(Ai×Bi)

Ai∈A,Bi∈B

∞∑
i=1

µ(Ai)ν(Bi).

注记. 在之前的课程中，我们已经证明了 R2 = R1 × R1 上 Borel 代数是 R1 上的 Borel 代数的乘

积，即 B(R2) = B(R1) ⊗ B(R1)。由于我们上面关于乘积测度的构造过程和 Lebesgue 测度的构造

是⼀样的，所以 R2 上的 Lebesgue 测度 m2 就是两个 R1 上的 Lebesgue 测度 m1 的张量积。这还

可以通过观察它们在⽅块上的取值以及测度的唯⼀性来证明。所以，我们有(
R2,B(R2),m2

)
=
(
R2,B(R1)⊗B(R1),m1 ⊗m1

)
.

类似的结论对于 Rn 也成立，我们不再赘述。
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43.1 作业：Lebesgue 控制收敛，十进制小数的研究

清华大学 19-20 春季学期，数学分析二，作业 6

请⽤ A4 ⼤⼩的纸张正反面⽤钢笔，签字笔或者圆珠笔书写，并注明⾃⼰的姓名，年级和

作业的总页数。除定理公式所涉及的⼈名之外，请使⽤中文。本次作业的提交时间和地点

为 2 月 64 日上午的课堂上，逾期视作零分。

课堂内容的补充与复习

A1)（积分与级数之间的关联）考虑正整数集上的测度空间 (Z⩾1,P (Z⩾1) , µ)，其中 µ 是数元素个

数的测度：

µ(A) = |A|.

考虑这个空间上复数值函数 f(x)。证明，f 可积分当且仅当

∞∑
n=1

|f(n)| <∞

并且此时 ˆ
Z⩾1

fdµ =
∞∑
n=1

f(n).

A2)（Beppo Levi 定理的标准应⽤）考虑测度空间 (X,A, µ) 上的正函数列 {gi}i⩾1。证明，函数级

数
∞∑
i=1

gi 是 X 上良好定义的可测正函数并且

ˆ
X

∞∑
i=1

gidµ =
∞∑
i=1

ˆ
X
gidµ.

A3) 考虑 R 上的函数 f(x) =
sin(x)
x

。证明，在 Lebesgue 的意义下，f 不可积。

A4) f 是测度空间 (X,A, µ) 上的简单函数。证明，f 的积分与 f 作为简单函数所定义的积分是⼀

致的。（提⽰：利⽤已经证明的关于积分的线性）

A5) (X,A, µ) 是测度空间，Y ∈ A，我们定义 A
∣∣
Y
= {A ∈ A|A ⊂ Y }。对任意的 A ∩ Y ⊂ A|Y，

我们定义

µ
∣∣
Y
(A ∩ Y ) = µ(A ∩ Y ).

证明，µ
∣∣
Y

是 A|Y 上的测度。对于任意给定的可测函数 f : Y → C，令

f̂ : X → C, x 7→ f̂(x) =

f(x), x ∈ Y ;

0, x /∈ Y.
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证明，f 在 (Y,A
∣∣
Y
, µ
∣∣
Y
) 上可积当且仅当 f̂ 在 (X,A, µ) 上可积，并且此时我们有

ˆ
X
f̂dµ =

ˆ
Y
fdµ

∣∣
Y
.

A6)（Fatou 引理中的不等式的等号未必能取到）试构造某个测度空间 (X,A, µ) 上的可测正函数

序列 {fi}i⩾1，使得该序列逐点地收敛到 f 但是
ˆ
X
fdµ < lim inf

i→∞

ˆ
X
fidµ.

A7) (X,A, µ) 是测度空间。证明，对任意可测函数 f : X → C，都存在阶梯函数序列 {φi}i⩾1，使

得对每个 x ∈ X，都有

lim
k→∞

φk(x) = f(x).

A8) 试构造例⼦，说明如果 f 和 g 是测度空间 (X,A, µ) 上的可积函数，它们的乘积 f · g 未必是。

Lebesgue 控制收敛定理（必须掌握的内容）

如果不加说明，那么 Rn 上的测度 dx 总假定是 Lebesgue 测度。

问题 B：基本的 Lebesgeu 控制收敛习题

B1) f 是 Rn 上的可积函数，{Xk}k⩾1 是单调上升的 Borel 集的序列并且 lim
k→∞

Xk = Rn。试证明

lim
k→∞

ˆ
Xk

f(x)dx =

ˆ
Rn

f(x)dx.

B2) 对于⾃然数 n，令

Γn =

ˆ n

0
(1− x

n
)ne

x
2 dx,

试计算 lim
n→∞

Γn。

B3) 利⽤积分
ˆ 1

0

dx

1 + x
来计算

∞∑
n=1

(−1)n+1

n
。

B4) f 是 Rn 上的可积函数，{Xk}k⩾1 是 Borel-集的序列并且

lim
k→∞

m(Xk) = 0.

试证明：

lim
k→∞

ˆ
Xk

f(x)dx = 0.
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B5) f 是 R 上的可积函数。我们令

f̃ : [0, 1] 7→ C, x 7→
∑
k∈Z

f(x+ k).

证明，f 是良定义的可测函数并且 f 在 [0, 1] 上可积，并进⼀步证明
ˆ
[0,1]

f̃(x)dx =

ˆ
R
f(x)dx.

B6) 对于每个 x ⩾ 0，我们定义 F (x) =

ˆ ∞

0

1− cos(u)
u2

e−xudu。

B6-1) 证明，对于 x ∈ [0,∞)，F (x) 是良定义的并计算 lim
x→∞

F (x)。

B6-2) 证明，F ∈ C2
(
(0,∞)

)
并计算其两阶导数 F ′′。

B6-3) 给出 F 的解析表达式。

B6-4) 计算积分
ˆ ∞

0

1− cos(u)
u2

du.

B6-5) F (x) 在 0 处的右导数是否存在？

问题 C：卷积初步

f 是 R 上的可积函数。

C1) 如果 g 是 R 上的有界的连续函数，证明

f ∗ g(x) =
ˆ
R
f(x− y)g(y)dy =

ˆ
R
f(y)g(x− y)dy

定义了 R 上的⼀个有界的连续函数。

C2) 如果 g 是 R 上连续可微的函数，并且 g 和 g′ 均有界，证明 f ∗ g 是连续可微的，并且

(f ∗ g)′ = f ∗ g′.

问题 D：Fourier 变换初步

D1)（有限测度的 Fourier 变换）我们在 R 上取定 Borel-代数（由开集⽣成的 σ-代数）。

D1-1) 如果 µ 是⼀个有限测度（即 µ(R) <∞），那么

µ̂(ξ) =

ˆ
R
e−ixξdµ(x)

定义了 R 上的⼀个连续有界的函数（称作是该有限测度的 Fourier 变换）。
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D1-2) 我们定义 Dirac 测度 δ0 如下：对于 Borel-集 A，如果 0 ∈ A，则 δ0(A) = 1；否则 δ0(A) = 0。

证明，δ0 是⼀个有限测度并计算它的 Fourier 变换。

D2)（可积函数的 Fourier 变换） f 是 R 上的可积函数。

D2-1) 对于 ξ ∈ R，我们定义

f̂(ξ) =

ˆ
R
e−ixξf(x)dx.

证明，上式定义了 R 上的⼀个连续有界的函数（称作是 f 的 Fourier 变换）。

D2-2) 如果 g(x) = xf(x) 也是 R 上的可积函数，证明 f̂(ξ) 连续可微并且

d

dξ
f̂(ξ) = −iĝ(ξ).

D2-3)（Riemann-Lebesgue 引理）证明，对任意的 f ∈ L1(R, dx)，我们都有

lim
ξ→∞

f̂(ξ) = 0.

（提⽰：先对特殊的阶梯函数来证明）

选做题：测度理论

十进制小数的研究

对 x ∈ [0, 1)，我们将它按照⼗进制⼩数展开写成 x =

∞∑
n=1

an(x)

10n
，其中 an(x) ∈ {0, 1, · · · , 9}。

E1) 证明，对 x ∈ [0, 1)，下⾯的四个表述等价：

– x 允许⾄少两种不同的上述⼩数展开；

– x 有⼀种⼩数展开使得存在 n0，当 n ⩾ n0 时，an = 0;

– x 有⼀种⼩数展开使得存在 n0，当 n ⩾ n0 时，an = 9;

– x 可写为
m

10k
的形式，其中 m, k 为整数。

在此之后，我们⽤第⼆种表⽰，从⽽上述⼗进制⼩数展开是唯⼀的。

E2) 对 α1, α2, · · · , αn ∈ {0, 1, · · · , 9}，我们定义

I(α1, · · · , αn) = {x ∈ [0, 1)|ai(x) = αi, i = 1, 2, · · · , n}.

证明，当 n 固定的时候，不同的 (α1, · · · , αn) 所定义的 I(α1, · · · , αn) 两两不交并且恰好覆

盖 [0, 1)。进⼀步说明 I(α1, · · · , αn) 是形如 [a, b) 的区间并确定 a, b 及该区间的长度。
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E3) 给定⼦集 A ⊂ [0, 1) 和 n ⩾ 1，我们定义

Nn(A) = #
{
I(α1, · · · , αn)

∣∣I(α1, · · · , αn) ∩A ̸= ∅
}
.

证明，极限 lim
n→∞

Nn(A)

10n
存在。

E4) 假定 A 是 Borel 集合，m(A) 为其 Lebesgue 测度。证明，m(A) ⩽ lim
n→∞

Nn(A)

10n
。

E5) 举例⼦使得上述不等式中等号成⽴或者不成⽴。

E6) 我们定义

A1× = {x ∈ [0, 1)|对每个 n, an(x) ̸= 1}.

证明，A1× 是 Borel 集并计算其的 Lebesgue 测度。

E7) 证明，Nn+1(A1×) ⩽ 9Nn(A1×) 并利⽤这个不等式来检验上⼀步测度的计算。

E8) 对于 α1, · · · , αn ∈ {0, 1, 2, · · · }，定义

A(α1,··· ,αn)× = {x ∈ [0, 1)|(α1, · · · , αn) 不作为 x ⼩数展开的连续的 n 项出现}.

证明，A(α1,··· ,αn)× 是 Borel 集。

E9) 证明，Nm+n(A(α1,··· ,αn)×) ⩽ (10n − 1)Nm(A(α1,··· ,αn)×) 并计算 A(α1,··· ,αn)× 的测度。

E10) 证明，对⼏乎处处的 x ∈ [0, 1)，任何由 0, 1, · · · , 9 构成的有限长度的字符串都会在 x 的⼗进

制⼩数展开中出现⽆限多次。

一个 Borel 集的研究

我们把有理数写成
p

q
的形式并要求 q > 0 并且 p 和 q 互素。给定 n ∈ Z⩾0 和 ε > 0，定义

An,ε =
∪
p
q
∈Q

(p
q
− ε

qn
,
p

q
+

ε

qn
)
, Ãn,ε = An,ε ∩ [0, 1], An =

∩
ε>0

An,ε, Ãn =
∩
ε>0

Ãn,ε.

F1) An 是 R 上稠密的 Borel 集。

F2) 证明, 如果 n ⩾ 3，那么 An 是零测集（Lebesgue 测度为零）。

F3) 证明，
∩
n

An ̸= Q。

F4) 证明，
∩
n

An 是不可数集

F5) 证明，
∩
n

An −Q 在 R 中稠密。
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F6) 证明，当 n = 2 并且 ε = 1 时，A2,1 = R。

F7) 证明，A1 = R。

———————————————————-
When I was about thirteen, the library was going to get Calculus for the Practical Man. By

this time I knew, from reading the encyclopedia, that calculus was an important and interesting
subject, and I ought to learn it.

—– Richard P. Feynman
———————————————————-
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43.2 习题课：硬币空间的测度理论

清华大学 19-20 春季学期，数学分析二，第四／五次习题课内容

测度理论：⼀个例⼦的研究

——————————————–
Happy Hunger Games! And may the odds be ever in your favor.
——————————————–

硬币空间的测度理论

令 Ω = {0, 1}Z>0，其元素 ω 可⽤⽆限长的数列 ω = (ω1, ω2, · · · ) 来表⽰，其中 ωi 为 0 或者 1。

A1) 按⼆进制⽅式定义映射

Φ : Ω → [0, 1], ω 7→
∞∑
k=1

ωk
2k
.

证明：这个映射是满射并且除了形如 n
2k

∈ (0, 1) 的数之外，每个 [0, 1] 中的数的原像只有⼀

个，并确定所有数的原像。

A2) 对于每个 s = (s1, · · · , sn) ∈ {0, 1}n，我们定义

Cs = {ω ∈ Ω|ω1 = s1, · · · , ωn = sn}.

证明，当 s 遍历 {0, 1}n 时，Cs 构成了集合 Ω 的⼀个拆分（也就是说 Cs 们两两不相交⽽且

它们的并恰好是 Ω）。再令 Fn 为由 {Cs|s ∈ {0, 1}n} 所⽣成的代数（称作是前 n 次扔硬币的

代数）。证明，我们可以建⽴⼀个从 Fn 到 P({0, 1}n)（幂集合）的⼀⼀对应。

A3) 证明，F1 ⊂ F2 ⊂ · · · 是上升的序列并且 F∞ =
∪
n⩾1

Fn 也是代数但是 F∞ ̸= Ω。

A4) 证明，对每个 A ∈ F∞，总存在 n 和 s1, · · · , sk ∈ {0, 1}n，使得 A = Cs1 ∪ · · · ∪ Csk。定

义 P (A) =
k

2n
，证明，这个定义不依赖于 n 的选取。

A5) 证明，P 是 F∞ 上的⼀个加性函数且全空间测度为 1（概率测度）。

A6)（⾮等概率分布，⽤来模拟第 k 次扔硬币正⾯朝上的概率是 pk）对于每个 k ∈ Z>0，我们给⼀

个数 0 ⩽ pk ⩽ 1。证明，存在唯⼀⼀个 F∞ 上的加性函数 P̃ 使得，对 s = (s1, · · · , sn)，我

们有

P̃ (Cs) =
∏
k⩽n,
sk=1

pk
∏
k⩽n,
sk=0

(1− pk).

A7) 我们定义 Ω 上的 Borel-代数 B(Ω) = σ(F∞)（我们后⾯会看到为什么叫它 Borel-代数）。证

明，B(Ω) 可以由所有的 Cs ⽣成，其中 s = (s1, · · · , sn) 为⼀个有限长的字符串。试说明，对

于任何⼀个 ω ∈ Ω，我们有 {ω} /∈ F∞ 但是 {ω} ∈ B(Ω)。
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A8) 假设 {Mp}p⩾1 ∈ F∞ 是下降的序列并且
∩
p⩾1

Mp = ∅，证明，存在 p0 使得 Mp0 = ∅。

A9) 证明存在唯⼀⼀个 B(Ω) 上的概率测度 P，使得对任何 s = (s1, · · · , sn) 我们都有 P (Cs) =

2−n。

A10) 证明，

Φ : (Ω,B(Ω)) → ([0, 1],B([0, 1]))

是可测映射（其中 B([0, 1]) 是 [0, 1] 上的 Borel-代数）并且

Φ∗P = m（Lebesgue 测度）

A11) 我们定义

Ψ : ([0, 1],B([0, 1])) → (Ω,B(Ω))

如下：Ψ(x) 为 x 的⼆进制展开，如果展开⽅式超过⼀种，则取从某位开始都是零的那种展开。

证明 Ψ 可测映射且 Ψ∗m = P = m。

注记. 从⽽ (Ω,B(Ω), P ) 作为测度空间与 [0, 1] 加上 Lebesgue 测度同构（在 Ω 上去掉⼀个零

测集后上述映射为双射）。

A12) 证明，第 6) 问中的加性函数也可以唯⼀地延拓成为 (Ω,B(Ω)) 上的⼀个概率测度。

A13) 令

Am = {ω ∈ Ω|ωk = 1, k ⩾ m},

B = {ω ∈ Ω|有⽆限个 k 使得 ωk = 0},

C = {ω ∈ Ω|有⽆限个 k 使得 ωk = 0�还有⽆限个 l 使得 ωl = 1}.

证明，它们都是 B(Ω) 中的元素并计算它们的测度。

A14) 假设 {mk}k⩾1 为单调上升的⾃然数序列（可能是有限项的数列），{smk
}k⩾1 为 0 或者 1 构成

的序列，定义

C(sm1 , sm2 , · · · ) = {ω ∈ Ω|ωmk
= smk

, k = 1, 2, · · · }.

证明，C(sm1 , sm2 , · · · ) ∈ B(Ω)。证明，如果 {mk}k⩾1 仅含有 N 项，那么其测度为 2−N；如

果 {mk}k⩾1 有⽆限项，那么其测度为零。

A15) 给定两个序列 {mk}k=1,2,··· 和 {m′
k}k=1,2,···，如果它们没有公共的项（也就是说 {mk}∩{m′

k} =

∅，证明，

P
(
C(sm1 , sm2 , · · · ) ∩ C(sm′

1
, sm′

2
, · · · )

)
= P

(
C(sm1 , sm2 , · · · )

)
P
(
C(sm′

1
, sm′

2
, · · · )

)
.

A16) 给定两个有限长序列 {mk}k=1,2,··· ,N 和 {m′
k}k=1,2,··· ,N ′，假定它们有 Ñ 个共同的元素，证

明，

P
(
C(sm1 , sm2 , · · · ) ∩ C(sm′

1
, sm′

2
, · · · )

)
= 2−(N+N ′−Ñ) 或 0.
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硬币空间上的移位算子及其遍历性

我们定义移位算⼦ S : Ω → Ω：对于 ω = (ω1, ω2, · · · ) ∈ Ω，有

S(ω) = (ω2, ω3, · · · ), 即 S(ω)i = ωi+1.

再定义 σ-代数 Gn 如下：对于每⼀个 k ⩾ n，令 Ωk = {ω ∈ Ω
∣∣ωk = 1}。定义

Gn = σ
(
Ωn,Ωn+1,Ωn+2, · · ·

)
,

即包含所有 Ωk（其中 k ⩾ n）的最⼩的 σ-代数。

B1) 证明，对于 B(Ω) ⽽⾔，S 是可测映射。

B2) 证明，G2 = S−1
(
B(Ω)

)
。

B3) 令 Sn = S ◦ S ◦ · · · ◦ S︸ ︷︷ ︸
复合 n 次

，证明 Gn+1 =
(
Sn
)−1(

B(Ω)
)
。

B4) 证明，如下两个论断等价：

(a) f : (Ω,Gn+1) → [0,∞] 可测；

(b) f : (Ω,B(Ω)) → [0,∞] 可测并且 f(ω) 不依赖于 ω1, ω2, · · · , ωn。

B5) 令 G∞ =
∩
n Gn。证明，

f : Ω → [0,∞], ω 7→ lim sup
n→∞

ω1 + · · ·+ ωn
n

,

是 G∞-可测的。

B6) 对每个 α ∈ [0, 1]，定义

Xα =
{
ω ∈ Ω

∣∣ lim
k→∞

ω1 + ω2 + · · ·+ ωk
k

= α
}
.

证明：Xα 是⼀个不可数集合并且 Xα ∈ B(Ω)− F∞。

B7) 给定 s = (s1, s2, · · · , sn) ∈ {0, 1}Z>0，我们定义算⼦

Ts : Ω → Ω, ω 7→ (s1, · · · , sn, ω1, ω2, · · · ).

证明，对每个 B ∈ B(Ω)，我们都有 Ts(B) ∈ B(Ω) 并且 P (Ts(B)) = 2−nP (B)。

B8) 证明，如果 A ∈ B(Ω) 使得 S−1(A) = A，那么 P (A ∩ Cs) = 2−nP (A)。

B9) 证明，给定 A ∈ B(Ω) 使得 S−1(A) = A，证明，

B̃ = {B ∈ B|P (A ∩B) = P (A)P (B)}

是 σ-代数。

B10) 证明 S 的遍历性，即对于满⾜ S−1(A) = A 的 A ∈ B(Ω)，我们⼀定有 P (A) = 0 或者 P (A) =

1。
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44 乘积测度的构造，Fubini 公式的证明和应用，Rn 上积分的降维计算：

Arichimedes 的墓碑

⼆零⼆零年四⽉九⽇，星期四，阴转晴

上次课⾥，我们证明了乘积测度的存在性，即给定 σ-有限的测度空间 (X,A, µ) 和 (Y,B, ν)，

在可测空间 (X × Y,A ⊗ B) 上存在唯⼀的 σ-有限的测度 µ ⊗ ν，使得对任意的 A ∈ A 和 B ∈ B，

我们都有

(µ⊗ ν)
(
A×B

)
= µ(A)ν(B).

特别地，对任意的 E ∈ A⊗B，它的测度可由如下公式计算

(µ⊗ ν)
(
E
)
= inf

E⊂
∪∞
i=1

(Ai×Bi)

Ai∈A,Bi∈B

∞∑
i=1

µ(Ai)ν(Bi).

证明过程的⼀个重要辅助⼯具是所谓的粗糙版本的 Fubini 定理，我们现在就它加以改进：

引理 300. 任意给定 S ∈ A⊗B，x ∈ X，我们定义 S 在 x 处的截面Sx 为

Sx = {y ∈ Y |(x, y) ∈ S} ⊂ Y.

Y

X

S Sx

x

那么，如下三条性质成立

1) Sx ∈ B；

2) 函数

X → [0,∞], x 7→ ν(Sx),

为 (X,A) 上的可测函数；

3) S 的测度可以用截面的测度通过积分得到：

µ⊗ ν(S) =

ˆ
X
ν(Sx)dµ(x).

注记. 粗糙版本的 Fubini 定理讲的是对于 S ∈ R，即 S 是有限个两两不交的矩形的并，上面的结

论 1)，2) 和 3) 都成立。

502



证明: ⽤集合 M 表⽰所有 A⊗B 中满⾜引理三个结论 1)，2) 和 3) 的集合 S 所组成的集合。粗糙

版本的 Fubini 表明 R̃ ⊂ M。如果可以证明 M 为单调类，根据 R̃ 是代数，我们就可以推出 M 包

含了 R̃ 所⽣成的 σ-代数，即 M ⊃ A⊗B，这就说明了 M = A⊗B，从⽽证明了引理。

我们如下来证明 M 是单调类。根据单调类的定义，我们需要对上升和下降的⼦集序列分别进

⾏验证它们的极限的仍然在 M 中：

(↗) 对任意上升的集合序列 {Si}i⩾1 ∈ M，如果当 i→ ∞ 时，Si ↗ S，验证 S ∈ M。

⾸先固定的 x ∈ X。根据 Si ↗ S，我们推出 (Si)x ↗ Sx。由于 Si ∈ M，根据定义，Si 满⾜

引理叙述中的 1)，所以 (Si)x ∈ B 所以在 Y 中，从⽽（因为 B 是 σ-代数）

S =
∪
i⩾1

(Si)x ∈ B.

上述对于任意的 x ∈ X 都成⽴，这表明 S 满⾜引理叙述中的 1)。

由于对任意的 i ⩾ 1，(Si)x ∈ B，Sx ∈ B，我们可以定义 X 上的函数：

fi(x) = ν ((Si)x) , f(x) = ν (Sx) .

由于 (Si)x ↗ Sx，所以对任意的 x，{fi(x)}i⩾1 是递增的序列并且极限为 f(x)，即递增函数

列 {fi}i⩾1 逐点地收敛到 f(x)。根据 Si ∈ M 以及 M 的定义，fi 是 (X,A) 上的可测函数。所

以，f : X → [0,∞] 也是可测的，这表明 S 满⾜引理叙述中的 2)。

为了证明 S 满⾜引理叙述中的 3)，我们利⽤ Beppo Levi 定理：
ˆ
X
ν(Sx)dµ(x) =

ˆ
X
f(x)dµ(x)

Beppo Levi
= lim

i→∞

ˆ
X
fi(x)dµ(x)

= lim
i→∞

ˆ
X
ν(Six)dµ(x)

= lim
i→∞

µ⊗ ν(Si)

= µ⊗ ν(S).

其中，倒数第⼆个等号成⽴是因为 Si ∈ M 满⾜引理叙述中的 3)；倒数第⼀个等号可以取到

是因为 µ⊗ ν 是测度。

(↘) 对任意下降的集合序列 {Si}i⩾1 ∈ M，如果当 i→ ∞ 时，Si ↘ S，验证 S ∈ M。我们分两种

情形讨论：

– µ 和 ν 均为有限测度，即 µ(X) <∞，ν <∞。

此时，我们可以参照上升序列的情况如法炮制：

503



对任意的 x ∈ X，我们有 (Si)x ↘ Sx。根据 Si ∈ M，所以 (Si)x ∈ B 所以在 Y 中，从

⽽ S ∈ B。我们仍定义函数

fi(x) = ν ((Si)x) , f(x) = ν (Sx) .

那么，函数列 {fi}i⩾1 递减并且逐点地收敛到 f(x)，这⼀点是由测度有限保证的。根据

fi 在 (X,A) 上可测，我们推出 f 也可测。最终，我们可以⽤ f1 作为控制函数从⽽利⽤

Lebesgue 控制收敛定理：ˆ
X
ν(Sx)dµ(x) =

ˆ
X
f(x)dµ(x)

Lebesgue
= lim

i→∞

ˆ
X
fi(x)dµ(x)

= lim
i→∞

ˆ
X
ν(Six)dµ(x)

= lim
i→∞

µ⊗ ν(Si)

= µ⊗ ν(S).

其中，倒数第⼆个等号成⽴是因为 Si ∈ M 满⾜引理叙述中的 3)；倒数第⼀个等号可以

取到是因为 µ⊗ ν 是测度。

– µ 和 ν 是 σ-有限的测度。

利⽤ σ-有限性，先取有限测度的⼦集 {Xp}p⩾1 ⊂ A，使得 Xp ↗ X 和有限测度的⼦

集 {Yp}p⩾1 ⊂ B，使得 Yp ↗ Y。利⽤已经证明的有限测度的情况，我们有

S ∩
(
Xp × Yp) ∈ M = lim

i→∞
Si ∩

(
Xp × Yp

)
∈ M

另外，当 p→ ∞ 时，S∩
(
Xp×Yp) ↗ S。此时，对任意的 p，我们已经有 S∩

(
Xp×Yp) ∈ M。

再利⽤前⾯关于上升序列的结论，我们就说明了 S ∈ M。

综上所述，这种版本的 Fubini 定理成⽴，实际上，这个命题表明，对于形如 1S，其中 S ∈ A⊗B

的⽰性函数，Fubini 定理是成⽴的，请参考后⾯ Fubini 定理的叙述。

我们可以利⽤上升的阶梯函数列来逼近正函数，加上 Beppo Levi 定理，我们就可以证明正函

数版本的 Fubini 定理：

定理 301 (Fubini 定理：正函数版本). 给定 σ-有限的测度空间 (X,A, µ) 和 (Y,B, ν)，对于可测的

正函数

f : (X × Y,A⊗B, µ⊗ ν) → [0,∞],

我们有

1) – 对任意的 x ∈ X，函数

Y −→ [0,∞], y 7→ f(x, y)

是 B-可测的；
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– 函数

X −→ [0,∞], x 7→
ˆ
Y
f(x, y)dν(y),

是 A-可测的；

– 上面两个叙述中 X 和 Y 是对称的（可以把 X 换成 Y）。

2) 我们有如下的积分等式：ˆ
X×Y

f(x, y) dµ⊗ ν =

ˆ
X

(ˆ
Y
f(x, y)dν(y)

)
dµ(x)

=

ˆ
Y

(ˆ
X
f(x, y)dµ(x)

)
dν(y).

注记. 在正函数版本的 Fubini 定理中，我们并不要求函数是可积的，也就是说可以容许正函数的积

分是⽆限的。

证明: 这个命题对于形如 f = 1S 的⽰性函数（S ∈ A⊗B）是成⽴的，这是前⾯引理的内容。利⽤

积分的线性，这个命题对于形如

f =
∑
i⩽n

λi1Si

的简单函数也成⽴，其中对任意的 1 ⩽ i ⩽ m，Si ∈ A⊗B，系数 λi 是⾮负的。

对于 (X × Y,A⊗B) 上的正可测函数 f，我们选取单调上升的正简单函数列 {fi(x, y)}i⩾1，使

得该函数列逐点地收敛到 f。对固定的 x，作为 Y 上的函数，我们⾃然有如下的逐点收敛性：

lim
i→∞

fi(x, y) = f(x, y).

根据 fi(x, y) 是 B-可测的，所以 y 7→ f(x, y) 也是 B-可测的。利⽤ Beppo Levi 定理，我们得到ˆ
Y
f(x, y)dν(y) = lim

i→∞

ˆ
Y
fi(x, y)dµ(y).

由于
ˆ
Y
fi(x, y)dµ(y) 是 A-可测的，所以 x 7→

ˆ
Y
f(x, y)dµ(y) 是 A-可测的，⾄此，定理的第⼀部

分中关于可测性的论断得到了证明。

为了证明第⼆部分，我们可以将ˆ
Y
f(x, y)dν(y) = lim

i→∞

ˆ
Y
fi(x, y)dµ(y).

右端视作是为单调上升的（X 上的）正函数列。由于要证明的等式对于 fi 是成⽴的，由 Beppo Levi
定理，当 i→ ∞ 时，我们就有ˆ

X×Y
f(x, y) dµ⊗ ν

Beppo Levi
= lim

i→∞

ˆ
X×Y

fi(x, y) dµ⊗ ν

= lim
i→∞

ˆ
X

(ˆ
Y
fi(x, y)dν(y)

)
dµ(x)

Beppo Levi
=

ˆ
X

(ˆ
Y
f(x, y)dν(y)

)
dµ(x).

所以命题成⽴。
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最终，我们证明可积函数版本的 Fubini 定理：

定理 302 (Fubini 定理：可积函数版本). 给定 σ-有限的测度空间 (X,A, µ) 和 (Y,B, ν)，f(x, y) 是

(X × Y,A⊗B, µ⊗ ν) 上的定义的复值可积函数（允许取 ∞）。那么，存在两个零测集 NX ∈ A 和

NY ∈ B，使得

1) – 对任意的 x ∈ X −NX，Y 上的函数

Y → C, y 7→ f(x, y)

是 B-可测的并且这个函数是还是 ν-可积的；

– X 上的函数

X → C, x 7→
ˆ
Y
f(x, y)dν(y)

在 X 上⼏乎处处有定义，这个函数是 A-可测的同时还是 µ-可积的；

– 上述性质对于 X 和 Y 是对称的。

2) 我们有如下的积分等式：
ˆ
X×Y

f(x, y) dµ⊗ ν =

ˆ
X

(ˆ
Y
f(x, y)dν(y)

)
dµ(x)

=

ˆ
Y

(ˆ
X
f(x, y)dµ(x)

)
dν(y).

证明: 我们观察到，上⾯的所有叙述在 C-线性操作下是保持的，所以，通过实部和虚部的分解，我

们可以只要对 f 在 R ∪ {±∞} 中取值的情况进⾏证明即可。此时，我们将 f 分解为正和负的两部

分：

f = f+ − f−.

其中，f± ⩽ |f |，所以 f± 的积分（对测度 µ⊗ ν ⽽⾔）是有限的。根据正函数版本的 Fubini 定理，

X 上的函数

F+
X : X → [0,∞], x 7→

ˆ
Y
f+(x, y)dν(y)

可测并且其积分有限。然⽽，我们并不能排除这个函数的取值是 +∞ 的可能。类似的，我们定义

F−
X : X → [0,∞], x 7→

ˆ
Y
f−(x, y)dν(y)

令

N+
X = (F+

X )−1(+∞), N−
X = (F−

X )−1(∞).

由于 F±
X 的积分有限，所以，N±

X 是 µ-零测集。最终，我们令

NX = N+
X ∪N−

X .

这是 µ-零测集。
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现在任意选取 x ∈ X −NX，作为 Y 上的函数，我们⾃然有 f(x, ·) = f+(x, ·)− f−(x, ·)。按照

NX 的定义，积分
ˆ
Y
f±(x, y)dν(y) 是有限的，所以，作为 Y 上的函数，f±(x, ·) 是 ν-可积的。所以，

对任意的 x ∈ X −NX，f(x, y) 作为 Y 上的函数对测度 ν(y) 是可积的，即
ˆ
Y
|f(x, y)|dν(y) <∞。

再者，按照定义，对于 x ∈ X −NX，函数

x 7→
ˆ
Y
f(x, y)dν(y) =

ˆ
Y
f+(x, y)dν(y)−

ˆ
Y
f−(x, y)dν(y),

是两个 µ-可积函数之差，所以也是 µ-可积。

最后，定理中的积分等式是通过正函数版本的 Fubini 定理及积分的线性直接得到。⾄此，我

们完成了 Fubini 定理的证明。

注记. 在可积版本的 Fubini 定理的叙述中，很多地⽅都有⼏乎处处的限制，这是不可避免的，除非

能排除证明过程中类似于 N±
X 类型的集合。

注记 (应⽤). 在使用正函数版本的 Fubini 定理的时候，我们对函数没有要求（只要求可测），这非

常得⽅便；对于可积情形的 Fubini 定理，我们要求
ˆ
X×Y

|f(x, y)|d(µ⊗ ν) <∞,

这是必须验证的条件。

Rn 上积分自此始

如果不加说明，Rn 上的测度总是 Lebesgue 测度 m，我们还⽤ dx1 · dxn 表⽰ dm。

推论 303 (积分的降维计算). 给定 Rn 中的开集（或者闭集）Ω ⊂ Rn。对任意的 xn ∈ R，我们定

义 xn 对于在 Ω 的截面：

Ωxn =
{
(x1, · · · , xn) ∈ Rn−1

∣∣(x1, · · · , xn−1, xn) ∈ Ω
}
.

那么，对每个⼏乎处处的 xn ∈ R，函数

Ωxn → R, (x1, · · · , xn−1) 7→ f(x1, · · · , xn−1, xn)

是 Ωxn ⊂ Rn 上的可积函数。我们还有如下的积分等式：

ˆ
Ω
f(x1, · · · , xn−1, xn)dx1 · · · dxn =

ˆ
R

(ˆ
Ωxn

f(x1, · · · , xn−1, xn)dx1 · · · dxn−1

)
dxn,

其中，当 Ωxn = ∅ 时，⽆论 f(x1, · · · , xn−1;xn) 是否有定义，我们都规定
ˆ
Ωxn

f(x1, · · · , xn−1, xn)dx1 · · · dxn−1 = 0.

这个推论的证明很简单：
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证明: 我们定义 Rn 上的函数 F：

F : Ω → R, x 7→ f(x)1Ω(x).

由于 |F (x)| ⩽ |f(x)|，所以，F 是可积的。我们对 Rn = Rn−1 ×R1 运⽤ Fubini 定理就给出了上述

定理。

注记. 这个推论在积分的计算中是最有用的：Fubini 定理把⼀个⾼维数的积分转化为两个低维数的

积分，从⽽使我们可以用⼀元微积分的理论归纳地计算多元微积分。我们需要特别地指出，⼤多数

情况下，通过降维得到的都是传统的 Riemann 积分（我们已经证明它和 Lebesgue 积分是⼀码事），

所以我们可以用任何学习过的关于 Riemann 积分的性质。

我们看⼏个例⼦：

例子. 计算如下的积分
ˆ
Ω
fdx1 · · · dxn，其中

1) Ω = [1, 2]× [0, 3] ⊂ R2，f(x, y) = xy + y2 + 1：

这个函数是有界的，自然可积。按照 Fubini 公式，我们知道
ˆ
[1,2]×[0,3]

f(x, y)dxdy =

ˆ 3

0

(ˆ 2

1
xy + y2 + 1dx

)
dy

=

ˆ 3

0

y

2
x2
∣∣2
1︸ ︷︷ ︸

= 3y
2

+y2 + 1dy = 18
3

4
.

2) Ω = [1, 2] × [0, 2] ⊂ R2，f(x, y) = yexy：这个函数是有界的，自然可积。按照 Fubini 公式，

我们知道（计算过程中我们可能会去掉零测集 y = 0）
ˆ
[1,2]×[0,2]

f(x, y)dxdy =

ˆ 2

0
y

(ˆ 2

1
exydx

)
dy

=

ˆ 3

0
e2y − eydy =

1

2
e6y + ey − 1.5.

3) Ω 由 x = 1，x = 4，y = (x− 2)2 − 4，y = −(x− 3)2 + 4 围成，f(x, y) = 3x− 2y + 1：

对于任意的 x ∈ [1, 4]，不难看出，

Ωx =
{
y ∈ R

∣∣(x− 2)2 − 4 ⩽ y ⩽ −(x− 3)2 + 4
}
.

所以，

ˆ
Ω
f(x, y)dxdy =

ˆ 4

1

(ˆ −(x−3)2+4

(x−2)2−4
3x− 2y + 1dy

)
dx

=

ˆ 4

1
(3x+ 1)

(
10x− 2x2 − 5

)
− y2

∣∣∣−(x−3)2+4

(x−2)2−4
dx = 某个数.
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例子 (Arichimedes 的墓碑). 我们计算如下三个基本的⼏何对象的测度：

1) 计算单位圆盘 Ω = B(1) ⊂ R2 的面积 m2 (B(1))。

对任意的 |x| ⩽ 1，我们有

Ωx =
{
y ∈ R

∣∣−√1− x2 ⩽ y ⩽
√
1− x2

}
.

从⽽，

m2 (B(1)) =

ˆ
Ω
1dxdy =

ˆ 1

−1
|Ωx|dx

=

ˆ 1

−1
2
√

1− x2dx.

这就是上学期我们来计算曲线下面积的做法，答案是 π。

2) 计算柱体 C = B(1) × [−1, 1] =
{
(x, y, z) ∈ R3

(
x, y) ∈ B(1),−1 ⩽ z ⩽ 1} ⊂ R3 的体积

m3 (C)。

由于 B(1) ⊂ R2 和 [−1, 1] ⊂ R 都是 Borel 集，所以，C = B(1)× [−1, 1] 是 R3 中的⼀个“矩

形”，由于 m3 = m2 ⊗m2，它的体积自然是

m3 (C) = m2 (B(1))m1 ([−1, 1]) = 2π.

3) 计算单位球 Ω = B(1) ⊂ R3 的体积 m3 (B(1))。

对任意的 |z| ⩽ 1，我们有

Ωz =
{
(x, y) ∈ R

∣∣x2 + y2 ⩽ 1− z2
}
.

这是⼀个半径为
√
1− z2 的球面，它的面积是 π(1− z2). 从⽽，

m3 (B(1)) =

ˆ
Ω
1dxdy =

ˆ 1

−1
m2(Ωz)dx

= π

ˆ 1

−1
1− z2dx =

4

3
π.

特别地，我们得到了
m3 (B(1))

m3 (C)
=

2

3
.

这是传说中 Archimedes 墓碑上的图形和数字。
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44.1 作业：Archimedes 对抛物线面积的计算，Gauss 积分

清华大学 19-20 春季学期，数学分析二，作业 7

请⽤ A4 ⼤⼩的纸张正反面⽤钢笔，签字笔或者圆珠笔书写，并注明⾃⼰的姓名，年级和

作业的总页数。除定理公式所涉及的⼈名之外，请使⽤中文。本次作业的提交时间和地点

为 2 月 71 日上午的课堂上，逾期视作零分。

Fubini 定理与积分的计算

A. 经典习题，计算与反例

我们假设 (X,A, µ) 和 (Y,B, ν) 是测度空间并且 µ 和 ν 是 σ-有限的。

A1)（Fubini 定理的反例）函数 f(x, y) 在 [0, 1]× [0, 1] 上定义：

f(x, y) =


x2−y2

(x2+y2)2
, (x, y) ̸= (0, 0);

0, (x, y) = (0, 0).

证明， ˆ 1

0

(ˆ 1

0
f(x, y)dy

)
dx ̸=

ˆ 1

0

(ˆ 1

0
f(x, y)dx

)
dy.

Fubini 定理的那个条件没有被满⾜？ 

A2)（Fubini 定理的反例）我们考虑测度空间 ([0, 1],B,m)（Borel 代数加上 Lebesgue 测度）和

([0, 1],P([0, 1]), µ)，其中 P([0, 1]) 是 [0, 1] 上所有的⼦集所构成的 σ-代数，µ(A) 为 A 中的元

素个数。

– 证明，([0, 1],P([0, 1]), µ) 是测度空间但不是 σ 有限的。

– 我们考虑在 [0, 1]× [0, 1] 上定义的函数：

f(x, y) = 1x=y(x, y).

证明， ˆ 1

0

(ˆ 1

0
f(x, y)dy

)
dx ̸=

ˆ 1

0

(ˆ 1

0
f(x, y)dx

)
dy.

Fubini 定理的那个条件没有被满⾜？

A3) 假设 f 和 g 是 R1 上的局部上 Riemann 可积（即在每个闭区间上⾯都可积）的实值函数。对

任意的 x ∈ R，我们定义

F (x) =

ˆ x

0
f(s)ds, G(x) =

ˆ x

0
g(s)ds.

证明，对任意的 a < b，我们都有

F (b)G(b) = F (a)G(a) +

ˆ b

a
F (t)g(t)dt+

ˆ b

a
G(t)f(t)dt.
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A4) 假设 (X,A, µ) 和 (Y,B, ν) 是测度空间并且 µ 和 ν 是 σ-有限的。

– 证明，集合 Dµ = {x ∈ X|µ({x}) > 0} 是可数的。

– 证明，集合 ∆ = {(x, y) ∈ R1 × R1|x = y} ⊂ X × Y 是 A⊗B-可测的。

– 证明如下的公式

µ⊗ ν(∆) =
∑
x∈Dµ

µ({x})ν({x}).

A5)（Archimedes，公元前三世纪）假设 Γ 是 y = −cx2 在平⾯上所定义的抛物线，其中 c > 0。

A,B ∈ Γ 是给定的两点，AB 是这两点所连的线段（我们称它为 Γ 的⼀条弦）。

– 证明，Γ 是 R2 中的 1 维光滑⼦流形。进⼀步证明，存在唯⼀的点 C ∈ Γ，使得 Γ 在 C

处的切线与 AB 平⾏。

– 假设 C 的坐标是 (C1, C2)，那么由 x = C1 定义的直线与 AB 相交于 AB 的中点。

– 证明，由 Γ 与 AB 所围成的图形的⾯积是三⾓形 ABC ⾯积的
4

3
倍。

A6)（Gauss 积分的计算）试计算下⾯的积分：

•
ˆ
x2+y2⩽R2

e−(x2+y2)dxdy, 其中 R > 0;

•
ˆ
R
e−ax

2+bx+cdx, 其中 a > 0;

•
ˆ
Rn

exp(−1

2

n∑
i,j=1

Aijxixj)dx, 其中 A = (Aij) 是 n× n 的正定（对称）矩阵;

•
ˆ
Rn

exp(−1

2

n∑
i,j=1

Aijxixj +
n∑
i=1

Bixi)dx, 其中 A = (Aij) 是 n× n 的正定（对称）矩阵.

A7)* 假设 f : Rn → R 是 Borel-可测的函数，证明，存在零测集（Lesbegue 意义下）N ⊂ R，使得

对任意的 y /∈ N，我们有

m ({x ∈ Rn|f(x) = y}) = 0.

积分的计算

注记 (符号约定). ⼈们通常用
¨

表示在 R2 上的区域上积分，用
˚

表示在 R3 上的区域上积

分，这和平时的⼀个积分号
ˆ

表达的意思是⼀致的。
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B. 计算积分：第一组

(B1)

¨
[0,π/2]×[0,1]

x cos(xy)dxdy (B2)

¨
[0,π]2

sin(x+ y)dxdy

(B3)

¨
[3,4]×[1,2]

dxdy

(x+ y)2
(B4)

¨
[0,2]2

[x+ y]dxdy

(B5)

¨
[0,π]2

| cos(x+ y)|dxdy (B6)

¨
{|x|+|y|⩽1}

ex+ydxdy

(B7)

¨
{x2+y2⩽a2}

|xy|dxdy (B8)

¨
{x2+y2⩽a2}

x cos(xy)dxdy.

(B9)

¨
{x2

a2
+ y2

b2
⩽1}

√
1− x2

a2
− y2

b2
dxdy (B10)

¨
{x4+y4⩽1}

|xy|dxdy

(B11)

¨
{x2+y2⩽x+y}

√
x2 + y2dxdy (B12)

¨
{x2+y2⩽Rx}

√
R2 − x2 − y2dxdy.

C. 计算积分：第二组

(C1)

¨
D
y2dxdy, D由旋轮线{(a(t− sin t), a(1− cos t)), t ∈ [0, 2π]}与y = 0围成.

(C2)

¨
D
e

y
x+y dxdy, D是以(0, 0), (0, 1), (1, 0)为顶点的三⾓形.

(C3)

¨
D
(x− y)2 sin(x+ y)dxdy, D是以(π, 0), (2π, 0), (π, 2π), (0, π)为顶点的正⽅形.

(C4)

¨
D
x2 + y2dxdy, D由曲线x2 − y2 = 1, x2 − y2 = 2, xy = 1, xy = 2围成.

(C5)

¨
D

1

xy
dxdy, D由四条抛物线y2 = px, y2 = qx, x2 = ay, x2 = by(0 < p < q, 0 < a < b)围成.

(C6)

˚
D

dxdydz

(1 + x+ y + z)3
, D = {(x, y, z) ∈ R3 : x+ y + z ⩽ 1, x, y, z ⩾ 0}.

(C7)

˚
D
(x2 + y2 + z2)dxdydz, D由球⾯x2 + y2 + z2 = a2与锥⾯z =

√
x2 + y2围成.

(C8)

˚
D
zdxdydz, D由两个球⾯x2 + y2 + z2 = 2az, x2 + y2 + z2 = az围成.

D. 计算体积

计算下列集合的体积:

D1) n 维单形 {(x1, · · · , xn) ∈ Rn : x1, · · · , xn ⩾ 0, x1 + · · ·xn ⩽ a}, a > 0.
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D2) ⼼脏线 {(x, y) ∈ R2 : (x2 + y2)2 + 4ax(x2 + y2)− 4a2y2 = 0} 围成的区域⾯积.

D3) 球体 x2 + y2 + z2 ⩽ a2 被圆柱体 x2 + y2 = ax 截下的⽴体的体积.

———————————————————-
I never failed in mathematics. Before I was fifteen I had mastered differential and integral

calculus.

—- Albert Einstein
———————————————————-

513



45 抽象换元积分公式，Borel 测度的正则性引理，微分同胚下换元积分
公式的证明

⼆零⼆零年四⽉⼗三⽇，星期⼀，晴

我们上⼀周证明了 Fubini 定理，它讲的是，给定 σ-有限的测度空间 (X,A, µ) 和 (Y,B, ν)，

X ×Y 上的函数 f 是正可测的或者是复值可积函数，那么 f 在 X ×Y 上的积分可以通过每个分量

的积分来计算：
ˆ
X×Y

f(x, y) dµ⊗ ν =

ˆ
X

( ˆ
Y
f(x, y)dν(y)

)
dµ(x)

=

ˆ
Y

( ˆ
X
f(x, y)dµ(x)

)
dν(y).

注记 (Fubini ⽤来交换积分顺序). 除了在计算积分时可以降维之外，Fubini 定理还有其它的应用：

它表明在 X 上的积分运算与在 Y 上的积分运算是可交换的，即
ˆ
X

( ˆ
Y
f(x, y)dν(y)

)
dµ(x) =

ˆ
Y

(ˆ
X
f(x, y)dµ(x)

)
dν(y),

这个可以把在某些空间上积分运算转化为在另⼀个空间上的积分运算（可能更简单），下面的命题

是⼀个典型的（重要）例⼦，它在基本的调和分析理论中有很多应用。

推论 304. f 是测度空间 (X,A, µ) 上的正函数，其中

f : X → [0,∞)

在 R⩾0 上取值。⼀元函数 g : [0,∞) → [0,∞) 是递增的并且连续可微，它满⾜ g(0) = 0，那么
ˆ
X
g ◦ fdµ =

ˆ
[0,∞)

g′(t)µ({x|f(x) ⩾ t})dt.

特别地，我们有 ˆ
X
fdµ =

ˆ
[0,∞)

µ ({x|f(x) ⩾ t}) dt.

证明: 根据 Newton-Leibiniz 公式，我们有
ˆ
X
g ◦ fdµ =

ˆ
X
(g(f(x))− g(0)) dµ

=

ˆ
X

(ˆ
[0,f(x)]

g′(x)ds

)
dµ

=

ˆ
X

(ˆ
[0,∞)

g′(s)1[0,f(x)](s)ds
)
dµ.
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根据正函数版本的 Fubini 定理，我们有
ˆ
X
g ◦ fdµ =

ˆ
X×[0,∞)

(
g′(s)1[0,f(x)](s)

)
ds⊗ dµ

=

ˆ
[0,∞)

(ˆ
X
g′(s)1[0,f(x)](s)dµ

)
ds

=

ˆ
[0,∞)

g′(s)µ({x|f(x) ⩾ s})ds.

特别地，当 g(s) = s 时，我们就得到了第⼆个等式。

换元积分公式

换元积分公式是计算积分的另⼀个重要⼿段，为了给出⼀个相对漂亮的表述，我们先进⾏⼀些

抽象的表述。

给定测度空间 (X,A, µ)，我们总是假设 µ 是 σ-有限的。我们考虑 X 上的正可测函数

ρ : X → [0,∞].

我们假设这个函数是⼏乎处处有界的，即在⼀个零测集之外，ρ是有界的，即存在 N ∈ A，µ(N) = 0，

使得对任意的 x /∈ N，我们都有

ρ(x) <∞.

我们要定义⼀个新的测度：

ν := ρµ : A → [0,∞], A 7→
ˆ
X
ρ(x)1A(x)dµ(x).

如果 A,B ∈ A，A ∩B = ∅，根据积分的线性，我们有

ν(A ∪B) =

ˆ
X
ρ(x)1A∪B(x)dµ(x)

=

ˆ
X
ρ(x)1A(x)dµ(x) +

ˆ
X
ρ(x)1B(x)dµ(x)

= ν(A) + ν(B).

所以，ν 是加性函数。

我们再任意选取单调上升的序列 {Aj}j⩾1 ⊂ A，使得 Aj ↗ A。根据 Beppo Levi 定理，我们有

ν(Aj) =

ˆ
X
ρ · 1Aidµ→

ˆ
X
ρ · 1Adµ = ν(A),

这表明 ν 是测度。

我们还可以说明这是⼀个 σ-有限性，要点是⽤ ρ 是⼏乎处处有界的。根据 µ 的 σ-有限性，我

们选取 {Xp}p⩾1 ⊂ A，使得 Xp ↗ X 使得并且对每个 p，我们都有 µ(Xp) < ∞。我们现在定义如

下的集合

Yp = {x|ρ(x) ⩽ p} ∩Xp.
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很明显，{Yp}p⩾1 ⊂ A 是上升的并且 Yp ↗ X。为了说明 ν(Yp) ⩽ ∞，我们只要注意到

ν(Yp) =

ˆ
X
ρ(x)1Yp(x)dµ(x)

⩽
ˆ
X
p1Xp(x)dµ(x)

= pµ(Xp) <∞.

总结上⾯的证明，我们有如下的结论：

定义 305. 给定 σ-有限的测度空间 (X,A, µ)，正可测函数 ρ ⼏乎处处有界，那么 ν = ρµ 是 (X,A)

上 σ-有限的测度。我们将 ν 称作是 (X,A, µ) 上以 ρ 为密度的测度。

对于以 ρ 为密度的测度的测度 ν 以及 (X,A, µ) 上的可测函数。我们可以证明 fρ 对于测度 µ

可积当且仅当 f 对于测度 ν 可积，并且此时有
ˆ
X
f(x)dν(x) =

ˆ
X
f(x)ρ(x)dµ(x).

我们把这个性质的证明留作习题。

我们先证明⼀个抽象版本的换元积分公式（漂亮但是⽤途不⼤）。给定测度空间 (X,A, µ) 和可

测空间 (Y,B)，考虑可测映射

Φ : (X,A, µ) → (Y,B).

我们已经证明过，我们可以将测度 µ ⽤ Φ 推出来定义 (Y,B) 的测度 Φ∗µ：对任意的 B ∈ B，我们

定义

(Φ∗µ) (B) = µ
(
Φ−1(B)

)
.

我们要指出，这样得到的测度未必是 σ-有限的，⽐如考虑映射

Φ : R2 → R, (x, y) 7→ x.

那么，R1 上的 Lebesgue 测度 Φ∗m2 就不是 σ-有限的，因为对任意的 A ⊂ R1，如果 m1(A) > 0，

那么 (Φ∗µ) (A) = +∞，同学们会在本次作业中完成这个证明。抽象的换元积分公式如下：

定理 306. 给定测度空间 (X,A, µ)，可测空间 (Y,B)，(Y,B) 上可测函数 f 以及这两个空间之间

的可测映射

Φ : (X,A, µ) → (Y,B).

那么，f 在 (Y,B,Φ∗(µ)) 上可积当且仅当
(
f ◦Φ

)
(x) 在 (X,A, µ) 上可积。在此情形下，我们还有

ˆ
Y
f(y)dν(y) =

ˆ
X

(
f ◦ Φ

)
(x)dµ(x).

其中 ν = Φ∗µ。
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证明: 这个证明过程只需要照章办事：⾸先，如果 f = 1B 是⽰性函数，其中 B ∈ B，那么，
ˆ
Y
1Bdν = ν(B) = µ(Φ−1(B))

=

ˆ
X
1Φ−1(B)(x)dµ(x) =

ˆ
X
1B ◦ Φdµ.

所以，命题明显成⽴。所以，通过线性命题对⼀切简单正函数上式都成⽴。对于⼀般的正函数，f，

我们选取单调上升的简单正 {fi}i⩾1 序列，使得它们逐点收敛到 f。那么，根据 Beppo Levi 定理，

我们有
ˆ
Y
fdν = lim

i→∞

ˆ
Y
fdν

= lim
i→∞

ˆ
X
fi ◦ Φdµ

=

ˆ
X
f ◦ Φdµ.

从⽽，该定理对正函数也成⽴。特别地，由于 |f ◦ Φ| = |f | ◦ Φ，从⽽ f 在 (Y,B,Φ∗(µ)) 上可积当

且仅当
(
f ◦ Φ

)
(x) 在 (X,A, µ) 上可积。为了验证可积函数的等式，我们只要将函数分解为正负部

分或这实虚部利⽤线性即可，我们略去冗长⽆聊的细节。

我们现在正式进⼊ Rn 上的换元积分公式（对 Lebesgue 测度⽽⾔）。⾸先，我们引⼊必要的记

号。

假定 Ω1 和 Ω2 是 Rn 中的两个开集，映射

Φ : Ω1 → Ω2

是微分同胚（只要要求是 C1-同胚即可，即 Φ 与 Φ−1 都是 C1 的）。如果⽤坐标来写，我们把 Φ 的

坐标函数写成

Φ : Ω1 → Ω2, (x1, · · · , xn) 7→
(
Φ1(x1, · · · , xn), · · · ,Φn(x1, · · · , xn)

)
映射 Φ 的微分可以⽤它的 Jacobi ⾏列式来写，为了后⾯⽅便起见，我们把它简记为：

JΦ(x1, · · · , xn) =
∣∣Jac(Φ)(x1, · · · , xn)∣∣ = det

(
∂Φi
∂xj

) ∣∣∣
x=(x1,··· ,xn)

.

定理 307 (换元积分公式). 假定 Ω1 和 Ω2 是 Rn 中的两个开集，映射

Φ : Ω1 → Ω2

是微分同胚。我们用 dx 和 dy 分别表示开集 Ω1 和 Ω2 上的 Lebesgue 测度。

对于 Ω2 上的可测函数

f : Ω2 → C
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⽽⾔，它在 Ω2 上对测度 dy 是可积的当且仅当 f ◦ Φ 在 Ω1 对带密度的测度 |JΦ(x)|dx 是可积的。

此时，我们进⼀步有

Φ∗
(
|JΦ|dx

)
= dy.

用积分的语⾔表达：对任意的 Ω2 上对 dy 可积的函数 f，我们有
ˆ
Ω2

f(y)dy =

ˆ
X

(
f ◦ Φ

)
(x)|JΦ(x)|dx.

Ω1 Ω2

x1

xn
yn

y1

Φ

dy = dy1dy2 · · · dyn
dx = dx1dx2 · · · dxn

Φ∗
(
|Jϕ|dx

)
= dy

注记. 记住（不是证明）上面的公式可以用如下的窍门：将 y = Φ(x) 直接代⼊左边，f(y) 就变成

了
(
f ◦ Φ

)
(x)；另外，对于微分⽽⾔，我们有 dy = dΦ ◦ dx，我们然后将 dΦ 替换成它的⾏列式的

绝对值 |JΦ(x)| 即可。

换元积分公式是本学期最困难的证明之⼀，我们要分若⼲步骤来完成。在考察⼀般的微分同胚

之前，我们先研究⽐较特殊的⼀种微分同胚：仿射变换。

我们假定 Φ 为仿射变换，也就是说它是⼀次函数：

Φ : Ω1 → Ω2, x 7→ Φ(x) = A · x+ x0,

这⾥我们把 x ∈ Rn 看作是列向量，其中 x0 ∈ Rn，A 为 n× n 的实系数可逆矩阵。此时，

Φ−1(y) = A−1 · y −A−1 · x0.

如果 A 为单位矩阵，此时 Φ 就是平移变换 τx0，此时 Ω2 = τx0Ω1。根据 Lebesgue 测度的平移

不变性，我们有

(τx0
)
∗m = m.

此时，我们显然有
∣∣JΦ∣∣ = 1。所以，利⽤抽象版本的换元积分公式就有

ˆ
Ω1

f ◦ Φdx =

ˆ
Ω1

f(x+ x0)dx

=

ˆ
Ω2

f(y)d(τx0
)
∗m =

ˆ
Ω2

f(y)dy.

这表明，对于 f（和 Ω1）复合上任何⼀个平移都不会改变其积分。所以，通过对 Φ 复合上某个平

移变换，我们只需要考虑 x0 = 0 的情形即可。

518



我们现在假设

Φ(x) = A · x.

根据矩阵的极分解定理，A 可以写为

A = O · S,

其中 O 为正交矩阵，S 为对称矩阵9。从⼏何上来看，O 对应着旋转⽽ A 对应着不同⽅向上的伸

缩（需要进⼀步⽤正交矩阵来对⾓化）。我们已经证明了 Lebesgue 测度在正交变换下不变（作业五

A11)），我们可以照搬上述关于平移的论证，通过对 Φ 复合上某个正交变换，从⽽将命题约化为 A

是对称的情况。另外，每个对称矩阵都可以通过正交矩阵对⾓化，所以，再次通过复合正交矩阵，

可以进⼀步假 A 为对⾓矩阵：（在下图中，R 是正交矩阵，Λ 是对⾓矩阵）

Ω1 Ω2

R(Ω1)
tR(Ω2)

A

R tR

Λ

,

根据上⾯的讨论，最终，我们只要对如下的映射来证明命题即可：

Φ : (x1, · · · , xn) 7→ (λ1x1, · · · , λnxn),

其中 λ1, · · · , λn 都是正实数。

我们要⽤ Fubini 公式降低维数 n 进⾏计算。为此，我们先考虑 n = 1 的情形。⾸先，我们已

经证明过对于伸缩变换

ρλ : R1 → R1, x 7→ λx,

其中 λ > 0，我们有

(ρλ)∗m = λ−1m.

我们现在假设 Ω2 = ρλ (Ω1)。根据抽象版本的换元积分公式，我们有
ˆ
Ω1

f(λx)dx =

ˆ
Ω2

f(y)(ρλ)∗m = λ−1

ˆ
Ω2

f(y)dy.

所以命题成⽴。对于⼀般的维数 n，我们⽤ Fubini 公式。为了书写简洁，我们⽤ dx̄表⽰ dx1 · · · dxn−1，

9实际上，由于 tA ·A 为正定矩阵，我们可以取对称矩阵 S 使得 S2 = tA ·A，此时 O = A · S−1。这个分解是唯⼀

的，称作是可逆矩阵的极分解
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⽤ dȳ 表⽰ dy1 · · · dyn−1ˆ
Ω1

f(λ1x1, · · · , λnxn)dx̄⊗ dxn

=

ˆ
Rn

f(λ1x1, · · · , λnxn)1Ω(x1, · · · , xn)dx̄⊗ dxn

=

ˆ
R

(ˆ
Rn−1

f(λ1x1, · · · , λnxn)1Ω1(x1, · · · , xn)dx̄
)
dxn

=(λ1 · · ·λn−1)
−1

ˆ
R

(ˆ
Rn−1

f(y1, · · · , yn−1, λnxn)1Ω1

(
y1
λ1
, · · · , yn−1

λn−1
, xn

)
dȳ

)
dxn

=(λ1 · · ·λn)−1

ˆ
Ω2

f(y)dy.

注意到 (λ1 · · ·λn)−1 恰好是 JΦ 的倒数，所以命题成⽴。

综上所属，当 Φ 为仿射变换时，我们就证明了换元积分公式。为了证明⼀般的情况，需要⼀个

关于证明 Rn 中 Borel-集上的正则性（对于 Lebesgue 测度⽽⾔），这是⼀个技术性的引理，本⾝也

很有意义：

定理 308 (正则性定理). 我们在 Rn 上的 Borel-代数 B(Rn) 上给定满⾜如下条件的测度 µ：

• 如果 K ⊂ Rn 是紧集，我们有 µ(K) <∞。

那么，对于任意的 A ∈ B(Rn) 和任意的 ε > 0，存在开集 U 包含 K 和被 K 包含的闭集 F（即

F ⊂ A ⊂ U）使得

µ(U − F ) < ε.

证明: 我们定义

A =
{
A ∈ B(Rn)

∣∣对任意 ε > 0，存在开集 U ⊃ A 和闭集 F ⊂ A，使得 µ(U − F ) < ε}.

我们注意到，如果 K 是紧集，那么 K ∈ A：由于紧集是闭集，我们取 F = K；对任意的 k ∈ Z⩾1，

考虑开集

Uk =
{
x ∈ Rn

∣∣d(x,K) <
1

k

}
.

其中，距离函数 d(x,K) 的定义如下：

d(x,K) = inf
y∈K

d(x, y).

由于 K 是紧集，所以函数

K → R, y 7→ d(x, y)

的最⼩值实际上可以取到。特别地，x ∈ K 当且仅当 d(x,K) = 0。另外，由于 K 是有界的，所以，

对任意的 k，Uk 也有界（包含在某个有界闭球中），从⽽ µ(U1) < ∞。很明显，我们有 Uk ↘ K，

根据测度与极限可交换性，我们就有 µ(Uk) → µ(K)。从⽽，存在 k0，使得 µ(Uk0 −K) < ε，我们

选取 U = Uk0 即可。
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为了证明这个命题，我们要说明 A 包含了所有的 Borel 集，为此，只要证明 A 是 σ-代数即可。

很明显，∅ ∈ A。另外，A 在取补集的操作下封闭，这⾮常容易证明：假设 A ∈ A。对任意 ε > 0，

存在开集 U ⊃ A 和闭集 F ⊂ A，使得 µ(U−F ) < ε，所以，对于其补集 Ac，我们有 F c ⊃ Ac ⊃ U c，

此时，F c 为开集，U c 为闭集。另外，

µ(F c − U c) = µ(U − F ) < ε.

所以，Ac ∈ A。

现在来证明 A 在取可数并的操作下封闭。任意给定序列 {Ai}i⩾1 ⊂ A。根据 A 的定义，对任

意的 i ⩾ 1，存在开集 Ui 和闭集 Fi，使得

Fi ⊂ Ai ⊂ Ui, µ(Ui − Fi) <
ε

2i
.

我们定义

F̃ =
∪
i⩾1

Fi, U =
∪
i⩾1

Ui,

那么，我们显然有

F̃ ⊂
∪
i⩾1

Ai ⊂ U,

并且

µ(U − F̃ ) ⩽
∑
i⩾1

µ(Ui − Fi)

<
∑
i⩾1

ε

2i
= ε.

U 显然是开集。但是，我们并不能保证 F̃ 为闭集。为了对 F̃ 进⾏⼀定的改造，我们只要能证明下

述引理即可（从⽽完成正则性定理的证明）：

引理 309. 测度 µ 在 B(Rn) 上定义，它在任意的紧集上取值有限。集合 G =
∪
i⩾1

Fi 是可数个闭集

的并，那么对任意的 ε > 0，存在闭集 F ⊂ G，使得

µ(G− F ) < ε.

分两种情况来证明引理：

1) G 的测度有限，即 µ(G) <∞。

对任意的 j ⩾ 1，我们定义

Fj =
∪
i⩽j

Fi.

这是⼀列上升的闭集序列并且 Fj ↗ G。特别地，我们有 lim
j→∞

Fj = G，从⽽当 j → ∞ 时，

µ(G− Fj) → 0。据此，只需要取 F = Fk0，其中 k0 ⽐较⼤即可。
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2) G 的测度⽆限，即 µ(G) = ∞。

我们考虑 G 和环⾯的交

Gk = G ∩
{
x ∈ Rn

∣∣k − 1 ⩽ |x| ⩽ k
}
.

我们注意到 µ(Gk) <∞ 并且 Gk 也是可数个闭集的并：Gk =
∪
i⩾1

Gk ∩Fi。根据上⼀情形，对

任意的 k ⩾ 1，存在闭集 Hk ⊂ Gk，使得

µ(Gk −Hk) <
ε

2k
.

我们现在令

F =
∪
k⩾1

Hk.

我们⾃然有

µ(G− F ) ⩽
∑
k⩾1

µ(Gk −Hk) < ε.

为了说明 F 为闭集，我们现在利⽤分解 G =
∪
k⩾1

Gk 的最重要的性质：对任意的 k, k′，如果

|k − k′| ⩾ 2，那么 Gk ∩Gk′ = ∅。任意⼀个 F 中的收敛点列⼀定会落在某个 Gk ∪Gk+1 中，

从⽽落在 Hk ∪Hk+1 中（这是闭集），所以 F 是闭集。

这就完成了正则性定理的证明。

我们现在正式开始换元积分公式的证明。

换元积分公式的证明. 我们分成五个步骤来完成这⼀任务：

第一步，正⽅体的体积在 Φ 下变换的控制：假定 Q 是⼀个边长为 h > 0 的闭正⽅体，那么

m(Φ(Q)) ⩽
(
sup
x∈Q

∥Jac(Φ)(x)∥
)n
m(Q),

其中，对任意 x = (x1, · · · , xn) ∈ Rn 和 n× n 的矩阵 A = (Aij)，我们⽤如下的范数：

∥x∥ = sup
i⩽n

|xi|, ∥A∥ = sup
i⩽n

( n∑
j=1

|Aij |
)
.

Φ

Q Φ(Q)

x∗
Φ(x∗)

x

Φ(x)
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我们对 Φ 的每个分量⽤ Lagrange 中值定理。假设 x∗ 为 Q 的中⼼，x 为 Q 中任意⼀点，那

么，对于指标 i ⩽ n，我们有

Φi(x)− Φi(x
∗) =

∑
j⩽n

∂Φi
∂xj

(ξi)(xj − x∗j ),

其中 ξi 为线段 xx∗ 上的⼀点（从⽽，ξi ∈ Q）。这样，我们得到

∥Φ(x)− Φ(x∗)∥ = sup
i⩽n

|Φi(x)− Φi(x
∗)|

Lagrange
⩽ sup

i

∑
j⩽n

|∂Φi
∂xj

(ξj)||(xj − x∗j )|

⩽ ∥x− x∗∥ sup
i⩽n

∑
j⩽n

|∂Φi
∂xj

(ξj)|

⩽ h

2
sup
x∈Q

∥Jac(Φ)(x)∥.

最后⼀步，我们还⽤到了 ∥x − x∗∥ ⩽ 0.5 × h。从⽽，Φ(Q) 落在以 Φ(x∗) 为中⼼且边长不超过

sup
x∈Q

∥Jac(Φ)(x)∥h 的正⽅体⾥⾯，这个⽅块的体积⾃然不超过 sup
x∈Q

∥Jac(Φ)(x)∥nm(Q)。

第二步，假定 Q 是闭正⽅体，那么我们有如下不等式：

m(Φ(Q)) ⩽
ˆ
Q
|JΦ(x)|dx

由于 Φ 是 C1 同胚，所以映射

Q→ Rn
2
, x 7→ Jac(Φ)(x)

是连续的。根据连续映射在紧集上的⼀致连续性，对任意给定的 ε > 0，我们将 Q 分解为有限个⾜

够⼩的闭的正⽅体 Qi 的并集，其中 i ⩽ N，我们要求 Qi 的内部两两不交并且并且对任意的 i 和

x, x′ ∈ Qi，我们都有

∥
(
JacΦ(x′)

)−1 · JacΦ(x)∥ < (1 + ε)
1
n .

Q1 Q2

Qi

Q

现在选定⼀个⼩正⽅体 Qi 以及⼀个点 q0 ∈ Qi，我们对映射 (JacΦ(q0))−1 ◦ Φ 应⽤第⼀步的结论：

m
(
(JacΦ(q0))−1 (Φ(Qi))

)
= m

(
(JacΦ(q0))−1 ◦ Φ(Qi)

)
⩽
(
sup
x∈Qi

∥
(
(JacΦ(q0))−1 ◦ JacΦ(x)∥

)n
m(Qi)

⩽ (1 + ε)m(Qi).
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利⽤仿射变换的换元积分公式，我们有

m(Φ(Qi)) = m
(
(JacΦ(q0)) ◦ (JacΦ(q0))−1 ◦ Φ

)
(Qi)

)
= |JΦ(q0)|m

(
(JacΦ(q0))−1 ◦ Φ

)
(Qi)

)
⩽ (1 + ε)|JΦ(q0)|m(Qi).

现在允许 q0 变化，对上式两边在 Qi 上积分，我们得到

m(Φ(Qi))m(Qi) ⩽ (1 + ε)m(Qi)

ˆ
Qi

|JΦ(x)|dx,

从⽽（约掉共同的因⼦）

m(Φ(Qi)) ⩽ (1 + ε)

ˆ
Qi

|JΦ(x)|dx.

另外，这些⼩正⽅体 Qi 内部两两不相交，从⽽ Φ(Qi) 内部两两不相交，并且对任意的 i 和 j，

Qi ∩Qj 和 Φ(Qi ∩Qj) 都是零测集（零测集在微分同胚下的像还是零测集）。下⾯我们对 Qi 的指

标求和来得到 Q 上的积分：

m(Q) =
∑
i

m(Φ(Qi))

⩽
∑
i

(1 + ε)

ˆ
Qi

|JΦ(x)|dx

= (1 + ε)

ˆ
∪

iQi

|JΦ(x)|dx

= (1 + ε)

ˆ
Q
|JΦ(x)|dx.

令 ε→ 0，这完成了第⼆步的证明。

第三步，U ⊂ Ω1 是开集，我们有不等式

m(Φ(U)) ⩽
ˆ
U
|JΦ(x)|dx.

我们已经证明过每个开集 U 都可以表⽰成可数个正⽅体块 Qi 的并集 U =
∞∪
i=1

Qi 并且这些

Qi 的内部两两不交（利⽤ 2−k ⼤⼩的⽹格来实现）。根据第⼆步的结论，我们有

m(Φ(U)) = lim
N→∞

m(
∪
i⩽N

Φ(Qi))

⩽ lim
N→∞

∑
i⩽N

m(Φ(Qi))

⩽
∞∑
i=1

ˆ
Qi

|JΦ(x)|dx

=

ˆ
U
|JΦ(x)|dx.
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第四步，B ⊂ Ω1 是 Borel 集，我们有不等式

m(Φ(B)) ⩽
ˆ
B
|JΦ(x)|dx.

我们假设
ˆ
B
|JΦ(x)|dx <∞（否则没有什么可以证明的）。考虑测度带有密度的测度

µ = |JΦ(x)|dx.

每个紧集在这个测度下是有限值（因为 |JΦ(x)| 在紧集上有界）。根据我们刚证明的正则性定理，存

在开集 U，B ⊂ U ⊂ Ω1，使得

µ(U) ⩽ (1 + ε)µ(B).

也就是说， ˆ
U
|JΦ(x)|dx ⩽ (1 + ε)

ˆ
B
|JΦ(x)|dx.

从⽽，

m(Φ(B)) ⩽ m(Φ(U)) ⩽
ˆ
U
|JΦ(x)|dx

⩽ (1 + ε)

ˆ
B
|JΦ(x)|dx.

其中，倒数第⼆个不等号我们⽤了第三步的结论。令 ε→ 0，第四步的结论成⽴。

第五步，f 是 Ω1 上定义的正可测函数，那么，我们有
ˆ
Ω2

f(y)dy =

ˆ
Ω1

(
f ◦ Φ

)
(x)|JΦ(x)|dx.

我们⾸先来证明不等式：
ˆ
Ω2

f(y)dy ⩽
ˆ
Ω1

(
f ◦ Φ

)
(x)|JΦ(x)|dx.

根据第四步，上⾯的不等式对⽰性函数 f = 1B 成⽴，其中 B 是 Borel-集。所以，根据积分的线

性，上述不等式对正的简单函数也成⽴。另外，我们可以去单调上升的正简单函数序列 {fi}i⩾1 使

得该函数列逐点地收敛到 f，从⽽，利⽤ Beppo Levi 定理，我们就有
ˆ
Ω2

f(y)dy = lim
i→∞

ˆ
Ω2

fi(y)dy

⩽ lim
i→∞

ˆ
Ω1

(
fi ◦ Φ

)
(x)|JΦ(x)|dx

=

ˆ
Ω1

(
f ◦ Φ

)
(x)|JΦ(x)|dx.
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我们现在说明上⾯的不等号实际上是等号。此时，要⽤到 Φ 有逆：对 Ψ = Φ−1 同样成⽴上述不等

式。所以，
ˆ
Ω1

(
f ◦ Φ

)
(x)|JΦ(x)|dx ⩽

ˆ
Ω2

(
f ◦ Φ ◦Ψ

)
(y)|JΦ(Ψ(y))||JΨ(y)|dy

=

ˆ
Ω2

f(y)dy.

最后⼀步，我们⽤到了 |JΦ(Ψ(y))||JΨ(y)| = 1，根据链式法则，这是明显的。

第六步，对于⼀般可积函数换元积分公式也成⽴。我们只需要把函数拆为正负和实部虚部的和，

利⽤线性即可。这就完成了定理的证明。

注记. 在 1 维 Riemann 积分情形下，换元积分公式的表达有所不同。假设 φ : [a, b] → [c, d] 是微分

同胚（严格单调的 C1 函数），那么我们有

ˆ φ(b)

φ(a)
f(y)dy =

ˆ b

a
f(φ(x))φ′(x)dx.

我们注意到，φ 的 Jacobi ⾏列式是没有加绝对值符号的。这当然和积分的区域相关，因为我们要

求了 ˆ φ(b)

φ(a)
f(y)dy = −

ˆ φ(a)

φ(b)
f(y)dy.

这和我们刚证明的换元积分公式是⼀致的。

526



46 常用的换元积分，行列式的几何含义，子流形上的测度与积分：第一

型曲线／曲面积分，函数图像上的积分公式

⼆零⼆零年四⽉⼗六⽇，星期四，晴

上次课，我们证明了换元积分公式：Ω1 和 Ω2 是 Rn 中开集，我们⽤ dx 和 dy 分别表⽰开集

Ω1 和 Ω2 上的 Lebesgue 测度。映射

Φ : Ω1 → Ω2.

那么，对任意的 Ω2 上对 dy 可积的函数 f，我们有ˆ
Ω2

f(y)dy =

ˆ
X

(
f ◦ Φ

)
(x)|JΦ(x)|dx.

例子. 我们要熟记如下两个最常用的换元积分公式，极坐标换元和球坐标换元：

1) 我们现在考虑 Ω1 = (0,∞)× (−π, π) 和 Ω2 = R2 − {(x, 0)|x ⩾ 0}。注意到，Ω2 和全空间 R2

只相差⼀个零测集，所以在 R2 上的积分可以在 Ω2 上来就算。我们考虑极坐标变换：

Φ : Ω1 = (0,∞)× (−π, π) → Ω2, (r, θ) 7→ (r cos(θ), r sin(θ)).

Φ

0 2π

(r, ϑ)

(x, y)

我们之前已经在作业中计算过这个坐标变换的⾏列式，这给出ˆ ˆ
R2

f(x, y)dxdy =

ˆ ˆ
Ω1

f(r cos(ϑ), r sin(ϑ))rdrdϑ.

我们可以看到，Ω1 具有很好的乘积结构，所以我们可能可以利用 Fubini 公式来计算某些积

分。

2) 令 Ω1 = (0,∞)× (−π, π)× (−π
2 ,

π
2 )，Ω2 = R3 −

{
(x, y, z)

∣∣x = 0, y ⩾ 0, z ∈ R
}
。我们考虑球

坐标变换：

Φ : Ω1 → Ω2, (r, θ, φ) 7→ (r cos(φ) cos(ϑ), r cos(φ) sin(ϑ), r sin(φ)).
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我们有
ˆ ˆ ˆ

R3

f(x, y, z)dxdydz

=

ˆ ˆ ˆ
Ω1

f(r cos(φ) cos(θ), r cos(φ) sin(θ), r sin(φ))r2 cos(φ)drdθ.

我们给出换元积分公式的两个经典应⽤：

例子 (Gauss 积分的计算). 我们要重新计算 I =

ˆ
R
e−x

2
dx。为此，根据 Fubini 公式，我们考虑

I2 =

(ˆ
R
e−x

2
dx

)(ˆ
R
e−y

2
dy

)
=

ˆ ˆ
R2

e−(x2+y2)dxdy

=

ˆ ∞

0

ˆ 2π

0
e−r

2
rdrdϑ

= 2π

ˆ ∞

0
e−r

2
rdr = 2π.

所以，I =
√
2π。

例子 (⾏列式的⼏何含义). 很多的线性代数课本上来就声明⾏列式表示的空间中平⾏多面体的体

积，这实际上是扑风捉影的叙述。只有定义了什么是体积，才能作出这样的论断，我们现在给出这

个说法的解释。给定线性映射（我们直接用矩阵来表示）

A : Rn → Rn,

首先考虑由顶点在原点，以 e1, e2, · · · , en 作为边的平⾏多面体（正⽅体）Ω，它的测度为 1。另外，

A(Ω) 是顶点在原点，以 A(e1), A(e2), · · · , A(en) 作为边的平⾏多面体，根据换元积分公式，它的

体积为

m
(
A(Ω)

)
=

ˆ
Ω
1dx =

ˆ
A(Ω)

1|JA−1 |dy

= |detA|−1

ˆ
A(Ω)

1dy = |detA|−1m
(
A(Ω)

)
.

所以，

m
(
A(Ω)

)
= |detA|m

(
A(Ω)

)
.

(A11, A12, A13)

(A21, A22, A23)

(A31, A32, A33)

(0, 0, 0)
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另外，我们有 

A(e1) = (A11, A12, · · · , A1n),

A(e2) = (A21, A22, · · · , A2n),

· · · · · · · · ·

A(en) = (An1, An2, · · · , Ann).

这就是我们平时所说的以 (Ai1, Ai2, · · · , Ain) 为顶点的平⾏多面体的体积，其中 i ⩽ n。

注记. 我们所寻求的⾼维的积分理论⼀定要具备两个基本的⼯具：第⼀，Fubini 定理，它可以把⾼

维积分（乘积空间上）转化为低维的来计算；第⼆，换元积分公式，它可以把⼀个不规则区域上的

积分转化为乘积型区域上的积分，从⽽用 Fubini 来计算。我们现在建立的积分理论满⾜这两点，传

统的 Riemann 积分理论也要建立这两个公式，所以，从计算积分的观点来看，我们的所得到的理

论和 Riemann 积分实际上差别不⼤。

子流形上的积分（第一型曲线／曲面积分）

我们从测度论的观点来研究传统的曲⾯积分，也就是在⼦流形上进⾏积分。我们从最简单的⼦

流形开始研究这个问题（即 Rn 中的⼀个线性⼦空间或者仿射⼦空间）。我们固定⼀个背景空间 Rn，
在 Rn 上我们将使⽤ Lebesgue 测度 m = dy1 · · · dyn。我们⽤ E 表⽰ Rn 的⼀个 d-维仿射⼦空间

E ⊂ Rn。最基本的问题是：如何测量 E 上集合的体积（⾯积），即如何在 E 上定义测度？对于这

个测度，我们还需要它和直观是⼀致的（和 Euclid ⼏何的直观相符）。为此，我们研究⼀个更简单

明了的例⼦：

例子. 考虑映射

Φ : R → R2, x1 7→ (x1, x1).

它的像就是 R2 中的直线 45◦ 的直线 E。

我们强调⼀点，E ⊂ R2 是我们关⼼的⼏何对象，它还可以通过另外的⽅式来参数话，比如

Ψ : R → R2, x2 7→ (2x2, 2x2).

这个映射的像也是 E。

我们考虑 E 上的 (0, 0) 点和 (1, 1) 点之间的⼀段线段 L，我们直观上希望它的长度是
√
2。

然⽽，根据参数化 Φ 或者 Ψ，我们有若⼲中不同的⽅式给出 E 上的测度：

1) 我们用 Φ∗m 作为 E 上的测度，即我们定义 L 的测度为

m
(
Φ−1(L)

)
= m([0, 1]) = 1.

此时，用 x1 表示参数，L 上的测度 Φ∗m1 为 dx1。我们希望这条直线上的测度是 m1 =
√
2dx1。
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2) 我们用 Ψ∗m1 作为 E 上的测度，即我们定义 L 的测度为

m
(
Φ−1(L)

)
= m([0,

1

2
]) =

1

2
.

此时，用 x2 表示参数，L 上的测度 Φ∗m 为 1
2dx2。我们希望这条直线上的测度是 m2 =

2
√
2dx1。

我们希望说明 m1 或者 m2 是我们在不同的参数化下同⼀个测度的不同表示⽽已（它们都是相对于

参数化的⼀个带有密度的测度）！

仿射⼦空间 E 上的测度，我们也有类似的困境。我们取仿射变换（⼀次函数）来参数化我们的

仿射⼦流形：

Φ : Rd → E ⊂ Rn, x = (x1, · · · , xd) 7→ J · x+ y0

其中，y0 ∈ Rn，J 是 n × d 的矩阵并且 rank(J) = d（J 为映射 Φ 的 Jacobi 矩阵）。我们强调在

Rd 和 Rn 上我们选取了坐标 {x1, · · · , xd} 和 {y1, · · · , xn} 并且假定了这两个空间上有和这两个坐

标系相对应的标准的内积结构（选定了标准正交基）。

为了定义 E 上的测度，最⼲脆（但是错误）的做法是⽤ Rd 上的 Lebesgue 测度在 Φ 下的像，

即 Φ∗mp，作为 E 上的测度，前⾯的例⼦表明，这个不符合直观。我们可以⽤ J ⾃⾝来修正这⼀

点：

定义 310 (Gram 矩阵). 我们定义⼀个 d× d 的矩阵

G = tJ · J.

我们把它称作是参数化 Φ 的 Gram 矩阵。我们定义 E 上的测度 mE 为：

mE = |det(G)|
1
2 · Φ∗mp.

换⽽⾔之，对任意的 A ⊂ B(E)，我们有

mE(A) = |det(G)|
1
2 ·mp

(
Φ−1(A)

)
.

我们⽤之前例⼦中的映射

Φ : R → R2, x1 7→ (x1, x1).

此时，J = (1, 1)，G = 2，所以，相应的测度为
√
2dx1。如果我们换成

Ψ : R → R2, x2 7→ (2x2, x2).

此时，J = (2, 2)，G = 8，所以，相应的测度为
√
8dx2 = 2

√
2dx2。

按照我们在例⼦中的讨论，这两个测度实际上是同⼀个，也恰好是我们直观上想要找的测度。

引理 311. E 上的测度 mE 不依赖于仿射线性化 Φ 的选取。

530



证明: 我们给两个仿射参数化（忘掉平移部分）：

Φ : Rd → E ⊂ Rn, x 7→ JΦ · x+ y1

Ψ : Rd → E ⊂ Rn, z 7→ JΨ · z + y2.

此时，存在⼀个同构的仿射变换

L : Rd → Rd, z 7→ JL · z + x1,

使得 Ψ = Φ ◦ L，其中 JL 是 d× d 的可逆矩阵。我们⾃然有（⽐如求微分）

JΨ = JΦ · JL.

所以，

det
(
GΨ

)
= det

(
t
(
JΨ
)
· JΨ

)
= det

(
t
(
JΦ · JL

)
· JΦ · JL

)
=
∣∣detJL∣∣2det(GΦ

)
.

从⽽，对于任意的 A ∈ E，根据在 Rd 上的换元积分公式，我们有

|det(GΨ)|
1
2Ψ∗mp(A) = |det(GΦ)|

1
2

∣∣detJL∣∣mp

(
L−1

(
Φ−1(A)

))
= |det(GΦ)|

1
2

∣∣detJL∣∣∣∣detJL−1mp

(
Φ−1(A)

)
= |det(GΦ)|

1
2mp

(
Φ−1(A)

)
= |det(G)|

1
2Φ∗mp(A).

这说明 mE 的定义不依赖于仿射参数化的选取。

我们给出两个例⼦来说明我们的构造和我们的⼏何直观是相符的：

例子. 这两个例⼦都是关于超平面的（余维数是 1）：

1) 假定 E ⊂ Rn，dimE = n− 1，令 ν 是 E 上的单位法向量（场）（与 E 在每⼀点处的切空间

垂直），A ⊂ E 是 Borel 集。我们定义以 A 为底⾼为 h 的柱体 Ãh 为：

Ãh =
{
x+ t · ν

∣∣x ∈ A, t ∈ [0, h]
}
.

E

A

Ãh
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我们证明

mn(Ã) = mE(A)× h.

根据 Lebesgue 测度的旋转不变性以及测度 mE 是参数不变的，我们可以在 E 的仿射参数上

符合⼀个 Rn 中的正交变换（不改变 Gram 矩阵的⾏列式），从⽽不妨假设

E = {yn = 0}

并且

Φ : Rn−1 → Rn, (x1, · · · , xn−1) 7→ (x1, · · · , xn−1, 0).

这时，命题显然成立（乘积测度的定义）。

2) 我们将 E 实现为函数的图像：给定线性函数

f : Rn−1 → R,

它的图像 Γf =
{
(x, f(x)) ∈ Rn−1 × R

∣∣x ∈ Rn−1
}

为 Rn 中的超平面。由于 f 是线性的，所

以我们有

f(x) = f1x1 + · · ·+ fnxn + a, fi ∈ R, a ∈ R, i = 1, · · · , n.

从⽽，∇f = (f1, · · · , fn)。⼦流形 E = Γf 的（共有两个）单位法向量（场）为

ν =
1

(1 + |∇f |2)
1
2

(−∇f, 1)

=
(−f1, · · · ,−fn−1, 1)

(1 + |f1|2 + · · ·+ |fn−1|2)
1
2

.

为了给出 mE，我们现在找出 E 的参数化：

Φ : Rn−1 → Rn, x 7→ Φ(x) = (x, f(x)).

它所对应的 J = (1, f1, f2, · · · , fn−1) = (1,∇f)，所以

det
(
tJ · JΦ

)
= 1 + |∇f |2.

从⽽，相应的测度为

mE =
√

1 + |∇f |2dx1 · · · dxn−1.

所以，如果你要在 E 上积分⼀个函数 F : E → C，我们先把 F 写成复合的形式：

F = F (x, f(x)), x ∈ Rn−1.

从⽽， ˆ
E
FdmE =

ˆ
Rn−1

F (x, f(x))
√
1 + |∇f |2dx1 · · · dxn−1.
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这就化成了 Rn−1 上的积分。

上⾯关于线性⼦流形的构造很容易推⼴到⼀般的⼦流形上去，基本的想法是局部上把每个⼦

流形看作是参数化的流形，尽管这只是局部的构造，但是局部上能定义测度也就可以整体上定义

测度了，所以⼦流形的积分的理论本质上是局部的问题。给定⼀个⼦流形 M ⊂ Rn，我们假设

dimM = d。对于任意的 y ∈ S ⊂ Rn，按照定义，存在开集 V ⊂ Rn，y ∈ V，开集 U ⊂ Rd 和光滑

映射 Φ : U → Rn，使得

1) Φ : U → V ∩M 是微分同胚；

2) 对每个 x ∈ U，rank (dΦ(x)) = d，从⽽，GΦ(x) =
t
(
Jac(Φ)

)
· Jac(Φ) 是⾮退化的 d× d 的矩

阵。

U y
V

(x1, · · · , xd)

yn

y1

Φ
M

（上⾯的映射⽅向和我们的⼦流形的定义中的映射⽅向是相反的，但这个不妨碍证明）

仿照仿射⼦流形的情况，对于任意的 Borel 集 A ⊂M ∩ V，我们定义其测度为

σ(A) =

ˆ
U
1Φ−1(A)(x)

√
det
(
t
(
Jac(Φ)

)
· Jac(Φ)

)
dx1 · · · dxd

=

ˆ
U
1Φ−1(A)(x)

√
det (GΦ(x))dx1 · · · dxd.

换⽽⾔之，我们将 M 上的⼦流形测度（也叫做曲⾯测度）定义为

dσ =
√
det
(
t
(
Jac(Φ)

)
· Jac(Φ)

)
Φ∗(dx1 · · · dxd),

其中 dx1 · · · dxd 是 U 上的 Lebesgue 测度。当然，如果 M 是仿射⼦流形并且 Φ 是仿射变换，这

与之前的构造⼀致。

我们现在说明这个测度是良好定义的：

引理 312. 在 V ∩M 上定义的测度

σ =
√
det
(
t
(
Jac(Φ)

)
· Jac(Φ)

)
· Φ∗(m)

不依赖于参数化 Φ : U → V 的选取。其中，我们在 V ∩M 配有 Borel-代数（它和 U 是微分同胚

的）。特别地，这个测度是局部上定义的，从⽽也在⼦流形的整体上有了定义。
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证明: 这个证明和仿射情形的证明如出⼀辙：假设 Ψ : U ′ → V ∩M 是另⼀个参数化，即存在开集

U ⊂ Rd 和光滑映射 Φ : U → Rn，使得

Ψ : U → V ∩M

是微分同胚。所以，如果我们定义 L = Φ−1 ◦Ψ，即 Ψ = Φ ◦ L，我们就得到⼀个微分同胚

L : U ′ → U

（C1 同胚即可）。这可以⽤如下的交换图表来表⽰：

V

U U ′

Φ Ψ

L

利⽤复合映射的求微分公式，我们就有

Jac(Ψ) = Jac(Φ) ◦ Jac(L),

所以， √
det
(
t
(
Jac(Ψ)

)
· Jac(Ψ)

)
= |det (Jac(L)) |

√
det
(
t
(
Jac(Φ)

)
· Jac(Φ)

)
.

我们在 U 和 U ′ 上分别⽤ xi 和 x′i 作为坐标，其中 i = 1, · · · , d。那么，根据对 L 的换元积分公式，

我们有

σ′(A) =

ˆ
U ′
1Ψ−1(A)(x

′)
√
det
(
t
(
Jac(Ψ)

)
· Jac(Ψ)

)
dx′1 · · · dx′d

=

ˆ
L−1(U)

1L−1(Φ−1(A))(x
′)
√
det
(
t
(
Jac(Φ)

)
· Jac(Φ)

)
|det (Jac(L)) |dx′1 · · · dx′d

=

ˆ
U
1Φ−1(A)(x

′)
√

det
(
t
(
Jac(Φ)

)
· Jac(Φ)

)
dx1 · · · dxd

= σ(A).

这表明测度 σ 不依赖于参数化的选取。

注记. 如果 f 是 Rn 上定义的函数并且 f 在 M 上的限制是可积的（对测度 σ ⽽⾔），那么
ˆ
S
fdσ =

ˆ
U
f
(
Φ(x)

)√
det
(
t
(
Jac(Φ)

)
· Jac(Φ)

)
dx1 · · · dxd.

这将是非常有用的公式，因为它把曲面积分转化为通常的在 Rd 上的⼀个区域上的积分，定要熟练

记忆和运用。

例子. 我们考虑 1 维的⼦流形对它进⾏参数化，这就是参数化的曲线

γ : (−1, 1) → Rn,
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其中对任意的 t ∈ (−1, 1)，γ′(t) ̸= 0。我们固定 −1 < a < b < 1，我们来研究曲线上 γ(a) 和 γ(b)

之间的曲线段 Cba 的测度／长度。首先，Jac(γ)(t) = γ′(t)，所以，按照定义：

σ(Cba) =

ˆ
(−1,1)

1γ−1(Sb
a)

√
γ′(t) · γ′(t)dt

=

ˆ b

a
|γ′(t)|dt.

这和上个学期所定义的参数曲线的长度的定义⼀致。特别地，我们用 C 表示该曲线（即 γ 的像），

f : C → C 是给定的（可积）函数，那么ˆ
Sb
a

fdσ =

ˆ b

a
f(γ(t))|γ′(t)|dt.

这将是非常有用的公式，定要熟练记忆和运用。

下⾯所展⽰的是另⼀个核⼼的例⼦：

例子. 给定光滑函数

f : Rn−1 → R,

我们考虑它的图像所定义的 Rn 中的超曲面 Γf =
{
(x, f(x))

∣∣x ∈ Rn−1
}
。该曲面在 (x, f(x)) 法向

量为

ν =
1

(1 + |∇f |2)
1
2

(−∇f, 1).

实际上，很容易看出，T(x,f(x)) 由如下 n− 1 个向量

vi = ( 0, · · · , 0, 1, 0, · · · , 0︸ ︷︷ ︸
共 n− 1 个，第 i 个位置为 1

,
∂f

∂xi
), i = 1, 2, · · · , n− 1,

所张成，直接计算就得到 vi · ν = 0，其中 i ⩽ n− 1。

我们用如下的映射来参数化 Γf：

Φ : Rn−1 → Rn, x 7→ (x, f(x)).

所以，我们有

tJac(Φ) =


1 0 · · · 0 ∂f

∂x1

0 1 · · · 0 ∂f
∂x2

0 · · · · · · 0 · · ·
0 0 · · · 1 ∂ f

∂xn−1


这是⼀个 (n − 1) × n 的矩阵，如果用分块矩阵的写法，我们有 tJac(Φ) = (I,∇f)，其中 I 是

(n− 1)× (n− 1) 的单位矩阵，∇f 为列向量。所以，

tJac(Φ) · Jac(Φ) = I+∇f ⊗∇f =


1 +

(
∂f
∂x1

)2
∂f
∂x1

∂f
∂x2

· · · ∂f
∂x1

∂f
∂xn−1

∂f
∂x2

∂f
∂x1

1 +
(
∂f
∂x2

)2
· · · ∂f

∂x1
∂f

∂xn−1

· · · · · · · · · · · ·
∂f
∂xn

∂f
∂x1

∂f
∂xn

∂f
∂x2

· · · 1 +
(

∂f
∂xn−1

)2
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所以，（这是⼀个很有意义的⾏列式的计算，我们把它留作作业）

tJac(Φ) · Jac(Φ) = 1 + |∇f |2.

所以，我们所求的曲面测度为

σ =
√
1 + |∇f |2dx1 · · · dxn−1.

那么，对于任意的 Rn 上定义的函数，我们有（只要下面的等式有意义）
ˆ
Γf

φdσ =

ˆ
Rn−1

φ
(
x, f(x)

)√
1 + |∇f(x)|2dx.

这将是非常有用的公式，必须要熟练记忆和运用。
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46.1 期中考试：非 Borel 集的构造

清华大学 2020 年春季学期数学分析二 期中考试

考试说明

本次考试为开卷宅考（take-home exam），请将解答在 A4 ⼤⼩的⽩纸上誊写并扫描成 pdf 格式，尽量

控制 pdf ⽂件的⼤⼩。务必于 4 ⽉ 20 ⽇上午 9:50 之前将解答上传⾄⽹络学堂，否则考试按零分处理。

考试中后⾯的问题可以使⽤前⾯问题的结论（⽆论答题⼈是否已经得到正确的证明或者答案），试题出

现的先后顺序与其难度毫⽆关联。

在本次考试中所出现的测度均为 Lebesgue 测度。

———————————————————————————–

Student: Dr. Einstein, Aren’t these the same questions as last year’s final exam?

Dr. Einstein: Yes! But this year the answers are different.
———————————————————————————–

光滑性（共 10 分）

我们⽤ Symn(R) 表⽰ n× n 的实对称矩阵的全体，这是⼀个
n(n+ 1)

2
-维的 R-线性空间。

令 Sym+
n (R) ⊂ Symn(R) 为全体正定（对称）的矩阵。

A1)（3 分）证明，Sym+
n (R) 是 Symn(R) 中的开集。

A2)（7 分）根据线性代数⼀个常⽤的命题（请⾃⾏查阅资料），对任意的 A ∈ Sym+
n (R)，存在唯

⼀的 B ∈ Sym+
n (R)，使得

B2 = A.

我们⽤
√
A 来表⽰ B，这就我们得到了映射

√
· : Sym+

n (R) → Sym+
n (R), A 7→

√
A.

证明，这个映射是 C∞ 的。

导数的计算（共 10 分）

B1)（5 分）假设 f ∈ C2(R2,R)，其中，我们⽤ (x, y) 表⽰ R2 上的坐标。令 x = au+ bv, a, b ∈ R;

y = cu+ dv, c, d ∈ R.

据此，我们可以把 f 看作是 (u, v) 的函数，即 F (u, v) = f(au+ bv, cu+ dv)。试⽤ f 对 x 和

y 的偏导数来计算
∂2F

∂u∂v
。
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B2)（5 分）试找出所有的 f ∈ C2(R2,R)，使得

∂2f

∂x2
− 3

∂2f

∂x∂y
+ 2

∂2f

∂y2
= 0.

反／隐函数定理：三次多项式的实根（共 15 分）

定义 R3 上的映射：

P : R2 × R, (a, b, x) 7→ P (a, b, x) = x3 + bx2 + ax+ 1.

为了⽅便起见，我们还记 p(a,b)(x) = P (a, b, x)。

C1)（2 分）我们定义 R2 集合

Ω =
{
(a, b)

∣∣b2 < 3a
}
.

证明，这是⼀个开集并且对任意的 (a, b) ∈ Ω，多项式 p(a,b)(x) 有实根。

C2)（4 分）对任意的 (a, b) ∈ Ω，我们假设 x ∈ R，使得 p(a,b)(x) = 0。证明，存在 (a, b) 在 Ω 中

的开邻域 U(a,b)，x 在 R 中的开邻域 Vx 以及光滑映射

φ : U(a,b) → Vx,

使得对任意的 (a′, b′, x′) ∈ U(a,b) × Vx，p(a′,b′)(x
′) = 0 等价于 x = φ(a′, b′)。

C3)（2 分）假设 (a, b) ∈ R2 使得多项式 p(a,b)(x) 有三个不同的实根。证明，存在 (a, b) 在 R2 中

的开邻域 U(a,b)，使得对任意的 (a′, b′) ∈ U(a,b)，多项式 p(a′,b′)(x) 也有三个不同的实根。

C4)（3 分）证明，对任意的 (a, b) ∈ Ω，p(a,b)(x) 恰有⼀个实根。

C5)（4 分）我们定义

U1 =
{
(a, b) ∈ R2

∣∣p(a,b)(x) 恰有⼀个实根
}
,

U3 =
{
(a, b) ∈ R2

∣∣p(a,b)(x) 有三个不同的实根
}
.

证明，U1 ∪ U3 是 R2 上稠密的集合。
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凸函数（共 10 分）

假设 Ω ⊂ Rn 是⾮空的凸集，f : Ω → R 是凸函数。

D1)（3 分）在这个问题中，我们加⼀些假设：

– Ω 是紧集并且它的内部 Ω̊ ⾮空；10

– f 在 Ω 上是连续函数，在开集 Ω̊ 上是 C1 的。

如果存在 ω ∈ Ω̊，使得

f(ω) = sup
x∈Ω

f(x).

那么，f 是常值函数。（提⽰：⽤凸函数的⼏何解释）

D2)（3 分）假设 Ω = {(x, y)|x2 + y2 ⩽ 1}，令

f(x, y) =

n, 如果 (x, y) =
(
cos
(
1
n

)
, sin

(
1
n

))
, n ∈ Zn⩾1;

0, 其余情况

证明，这是⼀个凸函数并且它在 Ω 上的上确界是 +∞。

D3)（4 分）我们只假设 Ω 是⾮空凸集，f 是凸函数。如果假设存在 ω ∈ Ω̊，使得

f(ω) = sup
x∈Ω

f(x).

证明，对任意的 x ∈ Ω，我们都有 f(ω) = f(x)。（提⽰：先证明存在 x′ ∈ Ω，使得 ω 落在 x

与 x′ 的所联线段的内部）

求函数极值（共 10 分）

我们在 R⩾0 × R⩾0 × R⩾0 上定义函数

f(x, y, z) =


xyz

(x+y+z)2
, (x, y, z) ̸= (0, 0, 0);

0, (x, y, z) = (0, 0, 0).

E1)（4 分）证明，f 是 R⩾0 ×R⩾0 ×R⩾0 上的连续函数，它在开集 R>0 ×R>0 ×R>0 上是连续可

微的。

E2)（6 分）假设 a > 0。证明，f 在集合

K =
{
(x, y, z) ∈ R⩾0 × R⩾0 × R⩾0

∣∣x2 + y2 + z2 = a2
}

上能取到最⼤值并计算这个值。

10Ω 的内部是 Ω 的所有内点构成的开集；对于 x ∈ Ω，如果存在 ε > 0，使得 B(x, ε) ⊂ Ω（以 x 为球⼼，以 ε 为半

径的⼩球），我们就称它是 Ω 的内点。同学们还可以参考上学期第 29 次讲义。
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子流形的判定：Hopf 纤维化（共 10 分）

我们⽤ S3 和 S2 表⽰ R4 和 R3 中的单位球⾯

S3 = {(x, y, z, w)|x2 + y2 + z2 + w2 = 1}, S2 = {(a, b, c)|a2 + b2 + c2 = 1}.

F1)（2 分）证明，S3 和 S2 分别为 R4 和 R3 中光滑⼦流形。

F2)（4 分）证明，映射

H : R4 → R2, (x, y, z, w) 7→
(
x2 + y2 − z2 − w2, 2(xw + yz), 2(yw − xz)

)
将 S3 映射到 S2 并且对任意的 p ∈ S2，它的逆像 H−1(p) 是 S3 中的⼦流形。

F3)（4 分）证明，对任意的 p ∈ S2，H−1(p) 与单位圆周微分同胚。

一个非 Borel 集的构造（共 10 分）

G1)（2 分）在 [0, 1] 上定义如下的等价关系：x ∼ y 当且仅当 x− y ∈ Q。试验证这是⼀个等价关

系。这样，[0, 1] 被分成了若⼲个（两两不交）的等价类，我们在每个等价类中任意选定⼀个

元素，这些元素组成了 [0, 1] 的⼦集 A。对于任意的 q ∈ [−1, 1] ∩Q，我们定义

Aq = A+ q = {q + a|a ∈ A}.

证明，若 q1 ̸= q2，那么 Aq1 ̸= Aq2，并且

[0, 1] ⊂
∪

q∈[−1,1]∩Q

Aq ⊂ [−1, 2].

G2)（4 分）证明，A /∈ B(R1)。（提⽰：利⽤ Lebesgue 测度）

G3)（4 分）我们⽤ P(R1)（所有⼦集的集合）作为 R1 上的 σ-代数，假设 µ 是 P(R1) 上的⼀个平

移不变的测度。证明，要么 µ ≡ 0，要么对任意的⾮空开区间 I，µ(I) = +∞。

积分的计算（共 15 分）

对于 a > 0 和 x ⩾ 0，我们定义

Ha(x) =

ˆ ∞

0
e−(at2+ x

t2
)dt.

H1)（3 分）证明，上述积分是良好定义的并计算 Ha(0)。

540



H2)（3 分）证明，函数

Ha : [0,∞) → R, x 7→ Ha(x),

是连续函数。

H2)（3 分）证明，函数

Ha : (0,∞) → R, x 7→ Ha(x),

是可微的。

H3)（3 分）计算 H ′
a(x)。

H4)（3 分）证明，

Ha(x) =
1

2

√
π

a
e−2

√
ax.

积分的控制（共 20 分）

给定 Rn 上⼀个⾮空开集 Ω（Borel 集即可）和 Ω 上的复可积函数 f。

I1)（3 分）证明，

lim
R→∞

ˆ
Ω
|f(x)|1[R,+∞)

(
|x|
)
dx1 · · · dxn = 0.

I2)（3 分）证明，

lim
R→∞

ˆ
Ω
|f(x)|1[R,+∞)

(
|f(x)|

)
dx1 · · · dxn = 0.

I3)（4 分）证明，对任意的 ε > 0，存在 δ > 0，使得对任意的 A ∈ B(Ω)，只要 m(A) < δ，我们

就有 ˆ
Ω
|f(x)|1A(x)dx1 · · · dxn < ε.

在剩下的问题中，我们假设 Ω 的测度是有限的，即 m(Ω) <∞，{fk(x)}k⩾1 是 Ω 上的⼀列复可积

函数。

I4)（3 分）假设

lim
R→∞

(
sup
k⩾1

(ˆ
Ω
|fk(x)|1[R,+∞)

(
|fk(x)|

)
dx1 · · · dxn

))
= 0.

证明，对任意的 ε > 0，存在 δ > 0，使得对任意的 A ∈ B(Ω)，只要 m(A) < δ，我们就有

sup
k⩾1

(ˆ
Ω
|fk(x)|1A(x)dx1 · · · dxn

)
< ε.
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I5)（3 分）对任意的 ε > 0，存在 δ > 0，使得对任意的 A ∈ B(Ω)，只要 m(A) < δ，我们就有

sup
k⩾1

(ˆ
Ω
|fk(x)|1A(x)dx1 · · · dxn

)
< ε.

证明，

lim
R→∞

(
sup
k⩾1

(ˆ
Ω
|fk(x)|1[R,+∞)

(
|fk(x)|

)
dx1 · · · dxn

))
= 0.

I6)（4 分）假设 {fk}k⩾1 在 Ω 上逐点地收敛到 f 并且满⾜ H4) 或者 H5) 中的假设，证明：

lim
k→∞

ˆ
Ω
|fk(x)− f(x)|dx1 · · · dxn = 0.
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47 子流形上积分的计算：n-维球的体积，Archimedes 公式. 截断函数
的构造，周期的单位分解，有界带边光滑区域，单位外法向量，在函数

图像上的计算，Stokes 公式的第一个证明

⼆零⼆零年四⽉⼆⼗⽇，星期⼀，晴

先补充 Fubini 公式的⼀个应⽤：

例子. 令 cn = m(B(1) ⊂ Rn) 为 Rn 中单位球的体积，我们来计算所有的 cn。对于 n ⩾ 1，我们令

B′
a = B(1) ∩ {xn = a}.

它的半径长为
√
1− a2

B(1)

B′
a

x1 = a

xn

此时，我们有

cn = m(B(1)) =

ˆ 1

−1
m(B′

xn)dxn

= 2

ˆ 1

0
(1− x2n)

n−1cn−1dxn

= 2cn−1

ˆ π
2

0
sinn θdθ.

其中，我们用了变元替换 xn = cos θ。我们注意到，In =

ˆ π
2

0
sinn θdθ 是我们上个学期研究过的

Wallis 积分，其中，

I2p =
(2p)!

22p(p!)2
π

2
, I2p+1 =

22p(p!)2

(2p+ 1)!
.

从⽽，我们可以递归地计算 cn。特别地，我们有

c2n =
πn

n!
.

根据递归公示，我们很容易证明

lim
n→∞

cn = 0.

这说明当 n 变⼤时，Rn 中单位球的体积趋于 0。另外，如果借助计算器的话，我们可以很快看到

c5 是最⼤的。
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我们上次课讲过，如果给定函数图像 Γf，那么它上⾯的积分可以⽤如下的公式来计算：
ˆ
Γf

φdσ =

ˆ
Rn−1

φ
(
x, f(x)

)√
1 + |∇f(x)|2dx.

我们现在来看⼏个经典的例题：

例子 (Archimedes). 考虑 S2 ⊂ R3 是标准的单位球面，对于 a, b ∈ [−1, 1]，我们令

S2(a, b) =
{
(x, y, z) ∈ S2

∣∣a ⩽ z ⩽ b
}
.

我们令 C 为与 z-轴平⾏的圆柱面，并且这个圆柱面的直径是 2（恰好可以套在 S2 上）。对于

a, b ∈ [−1, 1]，我们令

C(a, b) =
{
(x, y, z) ∈ R3

∣∣x2 + y2 = 1, a ⩽ z ⩽ b
}
.

z = b

z = a

这是两个平⾏的平面在 S2 或者 C 上所截出的带状区域（图中的灰⾊区域）。Archimedes 的⼀个著

名定理说，S2(a, b) 的面积和 C(a, b) 的面积相等。我们来证明这个命题。

我们不妨假设 a = 0, b > 0（从这⼀点出发很容易证明 Arichmedes 的定理，这是因为我们将看

到 C(a, b) 的面积正比于 b− a），此时，S2(a, b) 可以写成函数的图像：

S2(0, b) =
{
(x, y, z) ∈ R3

∣∣z =√1− x2 − y2, 1 ⩾ x2 + y2 ⩾ 1− b2
}
.

此时，f(x, y) =
√

1− x2 − y2，所以

dσ =
√

1 + |∇f(x)|2dxdy =

√
1

1− x2 − y2
dxdy.

所以，

σ(S2(0, b)) =

ˆ
1⩾x2+y2⩾1−b2

√
1

1− x2 − y2
dxdy

=

ˆ 1

√
1−b2

ˆ 2π

0

√
1

1− r2
rdθdr

= 2π

ˆ 1

√
1−b2

√
1

1− r2
rdr

= π

ˆ 1

1−b2

√
1

1− t
dt

= −2π
√
1− t

∣∣1
1−b2 = 2πb.
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现在计算 C(0, b) 的面积，由对称性，我们把 x 看成是 y 和 z 的函数，有对称性，我们假设

x ⩾ 0，所以，只要算如下图形的面积即可：

C+(0, b) =
{
(x, y, z) ∈ R3

∣∣x =
√
1− y2,−1 ⩽ y ⩽ 1, 0 ⩽ z ⩽ b

}
.

所以，我们有 f(y, z) =
√

1− y2，从⽽，

dσ =

√
1

1− y2
dydz.

所以，

σ(C+(0, b)) =

ˆ
[−1,1]×[0,b]

√
1

1− y2
dydz

= b

ˆ 1

−1

√
1

1− y2
dy

= bπ.

从⽽，

σ(C(0, b)) = 2σ(C+(0, b)) = σ(S2(0, b)).

我们还可以采取参数化的形式来计算 S2(a, b) 的面积，比如说，我们可以利用球面坐标系：

Φ : (0, π)× (0, 2π) → S2, (θ, φ) 7→ (sin(θ) cos(φ), sin(θ) sin(φ), cos(θ)).

由于 z = cos θ，所以 S2(a, b) 由 θ ∈ [arccos b, arccos a] 所定义。此时，我们有

tJac(Φ) =
(

cos θ cos(φ) cos θ sin(φ) − sin θ
− sin θ sin(φ) sin θ cos(φ) 0

)
⇒ detGΦ = sin2 θ.

所以，dσ = sin θdθdφ，从⽽

σ(S2(0, b)) =

ˆ
(0,π)×(0,2π)

sin θdθdφ

= 2π

ˆ arccos a

arccos b
sin θdθ

= 2π(b− a).
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我们可以类似地计算 C(0, b) 的面积，考虑参数化

Φ : (0, 2π)× (a, b) → σ(C(0, b)), (θ, s) 7→ (cos(θ), sin(θ), s).

从⽽，

tJac(Φ) =
(

− sin θ cos θ 0

0 0 1

)
⇒ detGΦ = 1.

所以，dσ = dθds，从⽽

σ(C(0, b)) =

ˆ
(0,2π)×(a,b)

dθds = 2π(b− a).

Stokes 公式

我们先给出 Stokes 公式的第⼀个证明，其想法是把整体的公式转换为局部上的公式。为此，我

们先证明⼀种特殊形式的单位分解定理，这是⼀个技术性的引理。

注记 (截断函数的存在性). 我们在上个学期作业七习题 F 中（截断函数部分）构造了函数 ψ(x) ∈
C∞(R)，使得 ψ(x) ⩾ 0，在 [−1, 1] 上恒为 1，在 [−2, 2] 之外恒为零。另外，这个 ψ 还是偶函数，

并且在 [1, 2] 之间是单调下降的。

我们现在来构造 Rn 上的光滑截断函数 φ(x) ∈ C∞(Rn)，其中

φ(x) = ψ(x21 + · · ·+ x2n) = ψ(r2).

很明显，φ 只依赖于变量 r，它半径为 2 的球之外恒为 0，在半径为 1 的球之上恒为 1 并且这

是⼀个对于半径 r 递减的函数。

我们还可以构造 Rn 上的光滑截断函数 χ(x) ∈ C∞(Rn)，其中

χ(x) = ψ(x1)ψ(x2) · · ·ψ(xn).

很明显，这个函数是光滑的正函数，它在⼀个中⼼在原点并且边长为 2 的正⽅体上恒为 1，在

中⼼在原点并且边长为 4 的正⽅体之外恒为 0。

我们强调，这类函数具体构造并不重要，我们只用上面所列举的⼏条性质。

我们要构造⼀个与格点 Zn ⊂ Rn 相容的单位分解。为此，⾸先定义 Rn 上的函数：

F (x) =
∑

(k1,··· ,kn)∈Zn

χ(x1 + k1, · · · , xn + kn).

这个函数是良好定义的：对于给定的 x = (x1, · · · , xn) ∈ Rn，这是⼀个有限和，因为当某个 |ki+xi| ⩾
2 时，χ(x1 + k1, · · · , xn + kn) = 0，所以，有贡献的项只是 Zn 与中⼼在 x 处边长为 4 的正⽅体中

的格点，这⾃然是⼀个有限集。

特别地，F 是光滑函数并且以 Zn 为周期的周期函数，即对任意的 (k1, · · · , kn) ∈ Zn，我们有

F (x1 + k1, · · · , xn + kn) = F (x1, · · · , xn).
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另外，根据 χ 的构造，对任意的 x，我们都有 F (x) > 0。据此，对每个 k = (k1, · · · , kn) ∈ Zn，
我们可以定义

Fk(x1, · · · , xn) =
χ(x1 − k1, · · · , xn − kn)

F (x)
,

我们得到了⼀组有紧⽀集11的光滑函数 Fk，使得对任意的 x ∈ Rn，我们有∑
k∈Zn

Fk(x) = 1.

对任意的 k ∈ Z，Fk 在某个中⼼在格点上⾯并且边长为 4 的正⽅体之外恒为 0（本来在某个⼩⼀

点的正⽅体上恒为 1 的性质由于除以 F 所以不再成⽴）。

我们现在任意固定⼀个（很⼤的）正整数 N ⩾ 1。对每个 k ∈ Z，我们定义

χk(x) = Fk(2
N+1x).

那么，χk 在某个边长为 2−N 的正⽅体上恒为 1，把这个正⽅体扩⼤⼀倍之后（边长为 2−N+1），χk

在这个⼤正⽅体之外恒为 0。特别地，这两个正⽅体的中⼼落在 2−N+1Zn 中（这是更密的格点）。

我们⾃然还有 ∑
k∈Zn

χk ≡ 1.

综合上⾯的讨论，我们得到了如下的单位分解定理，其中，所谓的单位分解，指的是把 1 这个单位

函数分解成若⼲函数的和：

χk

引理 313 (周期的单位分解). 对任意的 N ⩾ 1，令 ΓN = 2−(N+1)Zn。那么，存在⼀族有紧支集的

非负的光滑函数 {χk(x)}k∈ΓN
，满⾜如下的两个条件：

1) 对任意的 k ∈ ΓN，suppχk 落在以 k 为中⼼边长为 2−N+1 的正⽅体中；

3) 常值函数 1 可以分解为：

1 =
∑

k∈ΓN

χk.

为了证明 Stokes 定理，我们还需要技术性的引理。这个引理实际上⼤有渊源，它和 Dirac δ-函
数有关，我们会在下个学期的课程中经常⽤到这个引理。

11函数 f 的支集suppf 为

suppf = {x ∈ X
∣∣f(x) ̸= 0},

即 f 的⾮零点集的闭包。
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引理 314. 假设 χ(x) 是 R1 上的有紧支集的光滑函数，我们假设
ˆ
R1

χ(x)dx = 1。那么，对任意的

连续函数 f(x)，我们都有

lim
ε→0+

(ˆ
R

1

ε
χ
(x
ε

)
f(x)dx

)
= f(0).

证明: 我们假设 supp(χ) ⊂ [−M,M ]。根据变量替换公式，对任意的 ε > 0，我们有ˆ
R

1

ε
χ
(x
ε

)
dx = 1.

为了证明引理所要求的极限，我们做差：∣∣∣∣ˆ
R

1

ε
χ
(x
ε

)
f(x)dx− f(0)

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣ˆ
R

1

ε
χ
(x
ε

)
f(x)dx− f(0)

ˆ
R

1

ε
χ
(x
ε

)
dx

∣∣∣∣
=

∣∣∣∣ˆ
R

1

ε
χ
(x
ε

)(
f(x)− f(0)

)
dx

∣∣∣∣
=

∣∣∣∣ˆ εM

−εM

1

ε
χ
(x
ε

)(
f(x)− f(0)

)
dx

∣∣∣∣ .
由于 f 在 0 处连续，所以对任意的 ϵ > 0，存在 δ > 0，使得当 |x| < δ 时，|f(x)− f(0)| < ϵ。所

以，当 ε <
δ

M
时，上⾯的积分可以被下⾯的积分控制：∣∣∣∣ˆ

R

1

ε
χ
(x
ε

)
f(x)dx− f(0)

∣∣∣∣ ⩽ ˆ εM

−εM

1

ε
χ
(x
ε

)
ϵdx = ϵ.

所以，所要证明的极限成⽴。

为了能够正确地陈述与证明 Stokes 公式，我们需要引⼊ Rn 中的（有界）带边的光滑区域（或

者 C1-光滑）的概念。很多教科书上在 Stokes 的证明⽅⾯语焉不详，很⼤程度上受制于没有正确地

引⼊概念。

定义 315 (有界带边光滑区域). 给定 Rn 中的紧集 Ω ⊂ Rn，我们假设对任意的 x ∈ Ω，如下两种

情况必居其⼀：

1) x 是⼀个内点，即存在开集 U ⊂ Ω，使得 x ∈ U；

2) x 是⼀个边界点，即存在开集 U ⊂ Rn，x ∈ U，存在开集 V ∈ Rn，存在微分同胚 Φ : U → V，

其中 U 上的坐标我们用 x1, · · · , xn 表示，V 上的坐标我们用 y1, · · · , yn 表示使得

– Φ(U ∩ Ω) = V+ = V ∩ {(x1, · · · , xn)|xn ⩾ 0}；

– Φ(x) 的 yn 坐标是 0。

Ω

U

yn

y1, · · · , yn−1x

Φ

V

Φ(x)

V+

ν

ν
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那么，我们把 Ω 称做是⼀个有界带边光滑区域。我们总是约定 Ω 的内点的集合非空。

注记. 根据定义，⼀个边界点绝对不能是内点，因为它的任何⼀个领域都与 Ωc 相交。我们将 Ω 所

有内点的集合记为 Ω̊，边界点的集合记作 ∂Ω。所以，Ω = Ω̊ ∪ ∂Ω 并且 Ω̊ ∩ ∂Ω = ∅。
在边界点的定义中，Φ 将边界点映射到 V+ 的边界上，即 Φ−1(V+ ∩ {yn = 0}}) ⊂ ∂Ω。

实际上，∂Ω 是余维数为 1 的光滑⼦流形。证明是直截了当的：局部上（在上述定义中的 U

中），x ∈ ∂Ω 都被⼀个微分同胚映射成了 V 中 yn = 0 的点，按照⼦流形的定义，这是 n− 1 维的

⼦流形。

对于 Rn 中的余维数为 1 的光滑⼦流形 M，对任意的 x ∈ M，我们可以找到两个单位长的

（法）向量 ±ν，使得它们和 TxM 是垂直的。

引理 316. 假设 Ω 是⼀个有界带边光滑区域。对于任意的 p ∈ ∂Ω，存在唯⼀的 ν(p) ∈ TpRn = Rn，
使得

1) 这是 ∂Ω 的单位法向量，即 ν(p) ⊥ Tp∂Ω 并且 |ν(p)| = 1；

2) 这个向量指向 Ω 的外部，即存在 ε > 0，使得对任意的 t ∈ (0, ε)，p− tν(p) ∈ Ω。

我们称 ν(p) 是 Ω 在 p ∈ ∂Ω 处的单位外法向量。

证明: 按照定义，存在开集 p ∈ U ⊂ Rn，V ∈ Rn 和微分同胚 Φ : U → V，使得 x ∈ U 并且

Φ(∂Ω ∩ U) = V ∩ {yn = 0} 并且 Φ(U ∩ Ω) = V+。如果我们令

f : U → R, x 7→ f(x) = Φ∗yn = yn(Φ) = Φn(x),

其中 Φ(x) = (Φ1(x), · · · ,Φn(x))。那么，f 的零点集就定义了 ∂Ω ⽽且

Ω =
{
x ∈ U

∣∣f(x) ⩾ 0
}
.

此时，我们任意选取 n(p)，使得 n(p) ⊥ Tp∂Ω 并且 |n(p)| = 1。为了决定到底哪⼀个 ±n(p) 是外

法向量，利⽤如下的性质

∇n(p)f(p) ̸= 0.

（否则对任意的 v ∈ Rn，∇vf = 0，从⽽ df(p) = 0，⽭盾）通过选取 n 前⾯的符号，我们要求(
∇ν(p)f

)
(p) < 0。此时，对较⼩的 ε > 0，对任意的 t ∈ (0, ε)，我们有

f(p− tν(p)) = f(p)− t
(
∇ν(p)f

)
(p) +O(t2) > 0.

这表明 p− tν(p) ∈ Ω。

注记. 假设 Ω 是⼀个有界带边光滑区域，对任意的 x ∈ ∂Ω，我们都可以唯⼀地指定它的外法向量

ν(x)，所以，我们有映射

ν : ∂Ω → Rn, x 7→ ν(x).
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这实际上是光滑⼦流形 ∂Ω 上定义的光滑函数：这是因为每个余 1 维⼦流形局部上都可以写成函

数图像的形式12，从⽽我们可以用下面例⼦的结论。

例子. 给定 Rn 上的光滑函数 f : Rn → R，我们把 Ω ⊂ Rn+1 定义为 f 的图像 Γf 下的区域（下面

图中的灰⾊区域），即

Ω =
{
(x, xn)

∣∣x ∈ Rn, xn ∈ R, xn ⩽ f(x)
}
.

我们计算 Ω 的单位外法向量（我们注意到 Ω 不是有界区域，但是这不影响我们计算法向量）。

(x1, · · · , xn)

xn+1

Γf

证明: 很明显，∂Ω = Γf。给定 (x, f(x)) ∈ ∂Ω，其中 x ∈ Rn，我们已经计算过

T(x,f(x))∂Ω = span{e1, · · · , en}, 其中 ei = ( 0, · · · , 0, 1, 0, · · · , 0︸ ︷︷ ︸
第 i 个位置处为 1，其余为 0

,
∂f

∂xi
(x)).

据此，这个点处的单位外法向量必然是

ν = ± 1

(1 + |∇f |2)
1
2

(−∇f, 1)

我们现在确定 ν 的符号：考虑 h(x1, · · · , xn) = xn+1− f(x1, · · · , xn)，那么，Ω = h−1((−∞, 0])。为

了保证 ν 是外法向量，我们需要 ∇νh > 0。我们计算

∇ (−∇f,1)

(1+|∇f |2)
1
2

h = (1 + |∇f |2)
1
2 .

所以，

ν =
1

(1 + |∇f |2)
1
2

(−∇f, 1).

特别地，此时，ν 对 x 是光滑依赖的。

我们现在叙述并证明 Stokes 公式：

定理 317. 假设 Ω 是⼀个有界带边光滑区域，ν(x) = (ν1(x), · · · , νn(x)) 为 ∂Ω 的单位外法向量，

dσ 为 ∂Ω 上的曲面测度。对任意的 φ ∈ C1(Rn,C)，我们有ˆ
Ω

∂φ

∂xi
(x) dx =

ˆ
∂Ω
φ(x)νi(x) dσ.

如果用向量值的函数来写，我们有 ˆ
Ω
∇φdx =

ˆ
∂Ω
φ · νdσ.

12我们总是可以假设⼦流形局部上是由光滑 f(x1, · · · , xn) = 0 给出的，其中 df(x) ̸= 0。通过限制到更⼩的局部 U 上，

我们可以假设
∂f

∂xn
(x) ≠ 0，根据隐函数定义，我们可以把 f−1(0) = M ∩ U 写成 xn = h(x1, · · · , xn−1) 的形式这显然

是函数图像。通过缩⼩这个区域，我们还可以假设它形如 U ′ × I，其中 U ′ ⊂ Rn−1 为开集，I ⊂ R 为开区间
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证明: 证明分为四步，前两步是准备⼯作：

第一步，把 ∂Ω 写成若⼲个函数图像的并。

对于每个 x ∈ ∂Ω，存在开集 Ux ⊂ Rn，使得 x ∈ Ux，∂Ω∩Ux 是函数的图像，即在 Ux 上，存

在 k ⩽ n，使得 ∂Ω 形如

∂Ω ∩ Ux =
{
(x1, · · · , xn)

∣∣xk = f(x1, · · · , xk−1, xk+1, · · · , xn)
}
.

由于 ∂Ω 是紧集，所以存在有限个 Ux1 , · · · , Uxm，使得 ∂Ω = Ux1 ∪ · · · ∪ Uxm。

特别地，对于⾜够⼤的 N > 0，如果⼀个边长为 2−N+1 的正⽅体 Q 与 ∂Ω 的交⾮空，那么，

存在 xi，使得 Q ⊂ Uxi。（请参考上学期第 11 次课关于 Lebesgue 数的讨论）

第二步，函数的局部化。

⾸先观察到，Stokes 公式的左右两边对于 φ 都是线性的。我们利⽤单位分解将 φ 限制到更

⼩的开集上去：对任意的 N ⩾ 1，我们有⼀族有紧⽀集的⾮负的光滑函数 {χk(x)}k∈ΓN
，其中

ΓN = 2−(N+1)Zn，使得对每个 k ∈ ΓN，suppχk 落在以 k 为中⼼边长为 2−N+1 的正⽅体中并且：

1 =
∑

k∈ΓN

χk.

从⽽，

φ =
∑

k∈ΓN

χk(x)φ(x)︸ ︷︷ ︸
=φk(x)

.

此时，每个 φk 在以 k 为中⼼边长为 2−N+1 的正⽅体之外恒为 0。由于 Ω 是紧集，所以上述⽀集

与 Ω 相交的函数的个数是有限个，所以，我们只要对这些函数来证明即可。我们仍然⽤ φ 表⽰ φk，

上⾯的讨论容许我们假设 supp(φ) 落在⼀个边长为 2−N+1 的正⽅体 Q 中。

第三步，正⽅体 Q 与边界 ∂Ω 不相交的情况：Q ⊂ Ω̊。

ν

Ω

Q

此时，由于 φ 在 Q 之外恒为 0，从⽽
∂φ

∂xi
在 Q 之外也恒为 0，所以，我们可以把积分限制到

Q 上：
ˆ
Ω

∂φ

∂xi
dx =

ˆ
Ω

∂φ

∂xi
dx,
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其中，dx = dx1 · · · dxn。我们不妨假设 Q = I1 × I2 × · · · × In，其中，Ii = [ai, bi]。所以，根据

Fubini 公式和 Newton-Leibniz 公式，我们得到

ˆ
Ω

∂φ

∂xi
dx =

ˆ
I1×···×Îi×···×In

(ˆ bi

ai

∂φ

∂xi
dxi

)
dx1 · · · d̂xi · · · dxn

=

ˆ
I1×···×Îi×···×In

φ(x1, · · · , bi, · · · , xn)− φ(x1, · · · , ai, · · · , xn)dx1 · · · d̂xi · · · dxn.

上⾯表达式中，⼀个符号上⾯加上̂表⽰这个符号不在那⾥。由于 φ 的⽀集在 Q 中，所以

φ(x1, · · · , bi, · · · , xn) = φ(x1, · · · , bi, · · · , xn) = 0.

从⽽上⾯的积分为 0。另外，由于
∂φ

∂xi
在 ∂Ω 上为 0，所以此时 Stokes 公式成⽴。

第四步，正⽅体 Q 与边界 ∂Ω 相交的情况：Q ∩ Ω̊ ̸= ∅，此时，我们可以假设 Q ⊂ Uxj，其中，

Uxj 是第⼀步中构造的开集。

ν

Ω

QUxj

xn = f(x1, · · · , xn−1)

由于 ∂Ω ∩ Uxj 为函数的图像，我们不妨假设

∂Ω ∩ Uxj =
{
(x1, · · · , xn−1, xn)

∣∣xn = f(x1, · · · , xn−1)
}
.

我们还假设 Ω 是函数图像下的部分，即 xn ⩽ f(x1, · · · , xn−1)。我们定义

ρ(x1, · · · , xn) = xn − f(x1, · · · , xn−1).

并且选取函数光滑递增的单变量实函数 θ(x)：

θ(t) =

1, x ⩾ 1;

0, x ⩽ −1.

（函数的存在性请参考上个学期作业七习题 F）我们知道，当 ε→ 0 时，我们有函数的逐点收敛：

θ

(
ρ(x)

ε

)
−→ 1Ω∩Q.
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根据 Lebesgue 控制收敛定理，我们有ˆ
Ω
− ∂φ

∂xi
(x)dx =

ˆ
Q
− ∂φ

∂xi
(x)dx

Lebesgue
= lim

ε→0

ˆ
Q
−φ(x)θ

(
ρ(x)

ε

)
dx

= lim
ε→0

ˆ
Q

1

ε
θ′
(
ρ(x)

ε

)
∂ρ

∂xi
(x)φ(x)dx.

最后⼀个等号我们利⽤ Fubini 公式可以对 xi 变量进⾏分部积分，这和第三步中的计算⼀模⼀样。

为了可以利⽤ Newton-Leibniz 公式，我们构造⼀个微分同胚（坐标变换）把 Ω∩Q 变成矩形。

我们变量替换

H : Ω∩Q→ Rn− =
{
(y1 · · · , yn)

∣∣yn ⩽ 0
}
,


x1

· · ·
xn−1

xn

 7→


y1

· · ·
yn−1

yn

 =


x1

· · ·
xn−1

xn − f(x1, · · · , xn−1)

 .

显然，我们有 JΦ ≡ 1，利⽤换元积分公式，我们有ˆ
Ω
− ∂φ

∂xi
(x)dx = lim

ε→0

ˆ
Q

1

ε
θ′
(yn
ε

) ( ∂ρ
∂xi

)
(H−1(y))φ(H−1(y))dy

Fubini
= lim

ε→0

ˆ
I1×···×In−1

(ˆ
In

1

ε
θ′
(yn
ε

)( ∂ρ
∂xi

)
(H−1(y))φ(H−1(y))dyn

)
dy1 · · · dyn−1.

蓝⾊项具有特殊的形式。注意到 θ′(yn) 这个函数的积分为 1，所以，根据我们证明的第⼆个技术性

引理（Dirac δ-函数），我们就有

lim
ε→0

ˆ
In

1

ε
θ′
(yn
ε

) ( ∂ρ
∂xi

)
(H−1(y))φ(H−1(y))dyn

=
( ∂ρ
∂xi

)
(H−1(y1, · · · , yn−1, 0))φ(H

−1(y1, · · · , yn−1, 0)).

我们注意到，yn = 0 实际上就是超曲⾯ ∂Ω。为了书写简单，我们令 Q′ = I1 × · · · × In−1, x′ =
(x1, · · · , xn1)。所以，根据 Lebesgue 控制收敛定义（交换积分和极限），我们有ˆ

Ω
− ∂φ

∂xi
(x)dx =

ˆ
Q′

( ∂ρ
∂xi

)
(H−1(y1, · · · , yn−1, 0))φ(H

−1(y1, · · · , yn−1, 0))dy1 · · · dyn−1

=

ˆ
Q′

( ∂ρ
∂xi

)
(x1, · · · , xn−1, xn)

∣∣∣
ρ=0

φ(x1, · · · , xn)
∣∣∣
ρ=0

dx1 · · · dxn−1

=

ˆ
Q′

( ∂ρ
∂xi

)
(x′, xn)

∣∣∣
∂Ω
φ(x′, f(x′))dx′

=

ˆ
Q′

1√
1 + |∇f(x′)|2

( ∂ρ
∂xi

)
(x′, xn)

∣∣∣
∂Ω
φ(x′, f(x′))

√
1 + |∇f(x′)|2dx′.

我们注意到，φ(x′, f(x′))
√
1 + |∇f(x′)|2dx′ 就是 ∂Ω 的曲⾯测度 dσ。另外，根据之前的计算，

ν =
1

(1 + |∇f |2)
1
2

(−∇f, 1),
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所以，
1√

1 + |∇f(x′)|2
( ∂ρ
∂xi

)
(x′, xn)

∣∣∣
∂Ω

= −νi.

上式就可以写成
ˆ
Ω
− ∂φ

∂xi
(x)dx =

ˆ
∂Ω

−νiφdσ.

这就对这种情况证明了 Stokes 公式，从⽽命题得证。

注记. 上述证明的⼀个和核⼼想法是把函数 φ 拆成支集很小的函数的和来进⾏证明⽽不是把 Ω 拆

成更小的集合！也就是说，把 Ω 分成小块是更直观的看法，但是为了实现这个想法，我们应该⾛到

函数的层次上。
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48 Sard 型引理，Stokes 公式的微分拓扑证明

⼆零⼆零年四⽉⼆⼗三⽇，星期四，晴

Stokes 定理的另一个证明

我们先证明微分拓扑学中 Sard 定理的⼀个特殊形式，它的证明⽤到了换元积分公式证明⾥的

基本想法和技巧：

引理 318. U ⊂ Rn 是开集，Φ : U → Rn 是 C1 的映射。我们定义 Φ 的临界点集或者奇异点集

Sing(Φ) 为

Sing(Φ) =
{
x ∈ U

∣∣rank (dΦ(x)) < n
}
=
{
x ∈ U

∣∣det (JacΦ(x)) = 0
}
.

那么，Φ(Sing(Φ)) ⊂ Rn 是零测集。

证明: 我们可以将 U 写成可数个闭的正⽅体的并集

U =

∞∪
i=1

Qi,

其中Qi 是闭正⽅体。由于可数个零测集的并还是零测集，所以只要对每个Qi 来证明 Φ(Qi ∩ Sing(Φ))
是零测集即可。

Sing(Φ)
Q1 Q3

Qi

a
1
N

我们只需要考虑单独的⼀个正⽅体 Q 即可。不妨假设 Q 的边长为 1。我们沿⽤在换元积分公式的

证明中所⽤的范数，即对任意 x = (x1, · · · , xn) ∈ Rn 和 n× n 的矩阵 A = (Aij)，有

∥x∥ = sup
i⩽n

|xi|, ∥A∥ = sup
i⩽n

( n∑
j=1

|Aij |
)
.

由于 Φ 是 C1 的，所以映射 dΦ 在 Q 上是连续的，从⽽在 Q（紧集）上⼀致连续。据此，我们将

Q 进⼀步分解为边长为 h =
1

N
的 Nn 个的正⽅体 Qi，其中 N ∈ Z 是很⼤的正整数，使得在每个

Qi 上⾯，都有

∥dΦ(x)− dΦ(y)∥ ⩽ δ, ∀x, y ∈ Qi.
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我们考察每⼀个 Qi。如果 Qi ∩ Sing(Φ) = ∅，那么 Q 对 Φ(Sing(Φ)) 的测度没有贡献，我们可

以忽略这⼀类的笑正⽅体。现在假设 Qi ∩ Sing(Φ) ̸= ∅，我们选定 a ∈ Qi ∩ Sing(Φ)。对于任意的

x ∈ Qi 和任意的指标 k ⩽ n，根据 Lagrange 中值定理（对 Φ 的分量⽤），我们有

Φk(x)− Φk(a)− dΦk(a)(x− a) =
∑
j⩽n

(
∂Φk
∂xj

(ξk)−
∂Φk
∂xj

(a)

)
(xj − aj),

其中 ξk 为线段 xa 上的某点（从⽽，ξk ∈ Qi）。所以，

∥Φ(x)− Φ(a)− dΦ(a)(x− a)∥ = sup
k⩽n

|Φk(x)− Φi(a)− dΦk(a)(x− a)|

Lagrange
⩽ sup

k⩽n

∑
j⩽n

|∂Φk
∂xj

(ξk)−
∂Φk
∂xj

(a)||(xj − aj)|

⩽ ∥x− a∥ sup
k⩽n

∑
j⩽n

|∂Φi
∂xj

(ξk)−
∂Φi
∂xj

(a)|

= ∥dΦ(x)− dΦ(a)∥∥x− a∥

⩽ δ

N
.

即

∥Φ(x)− (Φ(a) + dΦ(a)(x− a)) ∥ ⩽ δ

N
.

按照奇异集 Sing(Φ) 的定义，dΦ(a) 的秩⾄多是 n− 1，所以集合{
x ∈ Qi

∣∣Φ(a) + dΦ(a)(x− a)
}

落在某个过 Φ(a) 点的 n− 1 维的超平⾯⾥⾯ E ⊂ Rn。我们刚刚在证明的不等式表明，Φ(Qi) 落在

离这个超平⾯的距离不超过
δ

N
距离的地⽅（这⾥我们⽤ Euclid 距离，上述⽤的范数很明显是不超

过 Euclid 的范数的（= 平⽅和再开⽅））。

δ
N

δ
N

E

B√
nM

N
⊂ E

Φ(a)

另外，根据上⾯的不等式的证明，我们有

∥Φ(x)− Φ(a)∥ ⩽ ∥dΦ(a)∥|x− a|+ ∥dΦ(x)− dΦ(a)∥∥x− a∥ ⩽M∥x− a∥.
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其中，M = sup
x∈Q

∥dΦ(x)∥（整个 Q 上的最⼤值）。根据，|x| ⩽ √
n∥x∥，我们就有（Euclid 距离）

|Φ(x)− Φ(a)| ⩽
√
n
M

N
.

也就是说，Φ(Qi) 像中的每个点到 Φ(a) 的距离都不超过
√
n
M

N
。我们把 Φ(Qi) 正交投影到 E 上，

它的像⼀定包含在⼀个以 Φ(a) 为中⼼以
√
n
M

N
为半径的球 B√

nM
N

⾥⾯。所以，Φ(Qi) 落在以

B√
nM

N
为底（截⾯），以 2× δ

N
为⾼的圆柱⾥⾯，它的体积不超过

(
cn−1

√
n
M

N

)n−1

×
(
2× δ

N

)
= CnM

n−1 δ

Nn
.

由于⾄多有 Nn 个这样的 Qi，所以，

m (Φ(Sing(Φ))) ⩽
∑

Qi∩SingΦ̸=∅

m(Φ(Qi))

⩽ Nn ×
[
CnM

n−1 δ

Nn

]
= CnM

n−1δ.

由于 δ 是任意选取的，所以 Φ(Sing(Φ)) 是零测集。

我们对换元积分公式的证明稍加改造，就可以证明更强⼀点的结论：

练习. 假设 U 和 V 是 Rn 中的开集，Φ : U → V 是同胚⽽且 Φ 是 C1 的映射（它的逆未必是 C1

同胚），那么换元积分公式仍然成立（比如，我们可以考虑 R1 上的变元替换 x 7→ x3）。

我们把它留作本次的作业。

另外，类似于上述引理的表述，我们还可以讨论到 R1 的映射的奇异点的集合：假设 M ⊂ Rn

是 n− 1-维的⼦流形，考虑投影映射

π :M → Rn−1, (x1, · · · , xn−1, xn) 7→ (x1, · · · , xn−1).

令

Sing(π) =
{
x ∈M

∣∣rank (dπ(x)) < n− 1
}
.

那么，π(Sing(π)) ⊂ Rn−1 是零测集。我们把它留作本次的作业。

还有⼀个所谓的“扭曲”版本的 Fubini 定理，尽管我们证明 Stokes 公式⽤不到这个定理：Ω ⊂ Rn

是开集，F : U → R 是光滑映射。假设对任意的 x ∈ U，dF (x) ̸= 0（从⽽，Σt = F−1(t) 是余 1 维

⼦流形）。那么，对任意的 U 上的可积函数 f，我们有
ˆ
Ω
f(x)dx =

ˆ
R

(ˆ
Σt

f

|∇F |
dσt

)
dt,

其中，dσt 是 Σt 上的⼦流形测度。我们也将在这次作业中证明这个命题。
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我们现在给出 Stoke 公式的⼀个新的证明：与之前的相⽐，这个证明更⼏何，更整体。

只要证明 ˆ
Ω

∂φ

∂x1
(x) dx =

ˆ
∂Ω
φ(x)ν1(x) dσ.

即可。

我们考虑 Rn 上的投影映射：

π : Rn → Rn−1, (x1, · · · , xn) 7→ (x2, · · · , xn).

把它限制到 ∂Ω 上（仍记作 π），我们就有

π : ∂Ω → Rn−1.

我们定义 π 的临界点集：

Sing(π) =
{
x ∈ ∂Ω

∣∣rank(dπ(x)) < n− 1
}
.

由于 ∂Ω 是 n− 1 维的⼦流形，对任意的 x ∈ ∂Ω，存在包含 x 开集 U ⊂ Rn 以及 Rn 中的开集 V

和微分同胚

Φ : U → V

使得

Φ : U ∩ ∂Ω = V ∩ (Rn−1 × {0}).

从⽽，我们可以对

π ◦ Φ−1 : V ∩ (Rn−1 × {0}) → Rn−1

应⽤刚才的引理（与微分同胚复合把奇异点集映射到奇异点并且不会改变零测集的性质）。

V ∩ (Rn−1 × {0}) U ∩ ∂Ω

Rn−1

Φ−1

π◦Φ−1

π

所以，π (Sing(π)) ⊂ Rn−1 是零测集。所以，我们有ˆ
Ω

∂φ

∂x1
(x)dx =

ˆ
Rm

1Ω(x)
∂φ

∂x1
(x)dx

Fubini
=

ˆ
Rn−1

(ˆ
R
1Ω(x1, · · · , xn)

∂φ

∂x1
(x1, · · · , xn) dx1

)
dx2 · · · dxn

=

ˆ
Rn−1−π(Sing(π))

(ˆ
R
1Ω(x1, · · · , xn)

∂φ

∂x1
(x1, · · · , xn) dx1

)
dx2 · · · dxn.

我们需要研究 Rn−1 − π (Sing(π)) 的⼀些简单的⼏何／拓扑性质。

⾸先注意到，对任意的 x ∈ ∂Ω−Sing(π)，x附近必然又⼀个开集 U 使得 x ∈ U ⊂ ∂Ω−Sing(π)，
这表明 Sing(π) 是闭集，从⽽是紧集。由于紧集的在连续映射下的像还是紧集，所以，π (Sing(π)) ⊂
Rn−1 是紧集，从⽽，Rn−1 − π (Sing(π)) 是开集。
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定义 319 (道路连通性). X ⊂ Rn 是⼦集，如果对任意 x, x′ ∈ X，我们都有连续映射

γ : [0, 1] → X ⊂ Rn,

使得 γ(0) = x，γ(1) = x′，我们就称 X 是道路连通的。如果某两个点满⾜上述性质，我们就说 x

与 x′ 之间存在道路。

注记. 对任意的集合 X ⊂ Rn，我们定义如下的等价关系：x ∼ x′ 当且仅当 x 与 x′ 之间存在道路。

我们验证这是等价关系：

• x ∼ x：我们可以去 γ(t) ≡ x；

• x ∼ x′ ⇒ x′ ∼ x：首先，存在连续映射 γ : [0, 1] → X，使得 γ(0) = x，γ(1) = x′；我们定义

γ̃ : [0, 1] → X, t 7→ γ(1− t).

这显然是连续映射并且 γ̃(0) = x′，γ̃(1) = x；

• x ∼ x′, x′ ∼ x′′ ⇒ x ∼ x′′：首先，存在连续映射 α : [0, 1] → X，使得 α(0) = x，α(1) = x′；

存在连续映射 β : [0, 1] → X，使得 β(0) = x′，β(1) = x′′。

X

α
βx x′

x′′

我们定义

γ : [0, 1] → X, t 7→ γ(t) =

α(2t), t ∈ [0, 12 ];

β(2t− 1), t ∈ [12 , 1]
.

这给出了从 x 到 x′ 的道路。

所以，我们可以把 X 分拆为不同等价类的⽆交并 X =
∪
i

Xi，每个 Xi 我们都称作是 X 的⼀个连

通分支。比如，在 R2 上，集合 R2 −
{
(x, y)

∣∣xy = 0
}

有四个连通分支。

注记. 如果 U ⊂ Rn 是开集，那么每个连通 U 的连通分支都是开集，因为每个 x 附近的点自然和

x 之间存在道路。此时，U 的连通分支的个数是可数的（因为每个连通分支当中我们都可以取⼀个

有理点来标记）。

引理 320. 假设 U ⊂ Rn 是连通的开集，函数

f : U → Z ⊂ R

是连续映射，那么 f 是常值映射。
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这是⼀个⾮常有⽤的引理。

证明: 如果不然，那么不妨假设存在两个不同的整数 k 和 ℓ 以及 x, y ∈ U，使得 f(x) = k，f(y) = ℓ。

我们任选⼀条连接 x 和 y 的道路

γ : [0, 1] → X ⊂ Rn,

使得 γ(0) = x，γ(1) = y，那么函数 f(γ(t)) 根据介值定理，存在某个 t′ ∈ (0, 1)，使得 f(γ(t′)) 是

k 与 ℓ 之间的⼀个⾮整数，⽭盾。

我们现在回到 Stokes 定理的证明。

由于 Rn−1−π (Sing(π)) 是开集，所以，它可以写成（可数个）不交的（道路）连同开集 {Ui}i⩾1

的并：

Rn−1 − π (Sing(π)) =
∞∪
i=1

Ui.

这些连通分⽀⾃然是两两不交的。

ν

Ω

x1, · · · , xn−1

π

= Sing(π)

U1 Ui

x′

a1(x
′)

b1(x
′) = p

aj(x
′)

bj(x
′)

V

V

p

p

L(x′)

Ω

∂Ω

所以，我们有
ˆ
Ω

∂φ

∂x1
(x)dx =

∑
i

[ˆ
Ui

(ˆ
R
1Ω(x1, · · · , xn)

∂φ

∂x1
(x1, · · · , xn) dx1

)
dx2 · · · dxn

]
.

现在固定连通分⽀ i，对于每个 x′ ∈ Ui，我们考虑 x′ 在 π 下的逆向

Lx′ = π−1(x′) =
{
(t, x′)

∣∣t ∈ R
}
.

考虑 Ω 的边界与 Lx′ 的⼀个交点（如果存在的话）p ∈ ∂Ω∩Lx′，在 p 附近的⼩领域 V 上（右

边的图是局部上的放⼤）。由于 x′ /∈ π (Sing(π))，所以

dπ(p) : Tp∂Ω → Tx′Rn−1 = Rn−1

是线性同构。根据

dπ(p) : TpL(x
′) → Tx′Rn−1 = Rn−1
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是零映射（因为 πL(x′) = x′，求微分⽴得），所以，TpL(x
′) ⊂ ker(dπ(p))。这表明（数维数）：

TpRn = Tp∂Ω⊕ TpL(x
′).

所以，假设 Ω 在 V 上由 f(x1, · · · , xn) = 0 定义并且 f(x) ⩽ 0 定义了 Ω。那么，对于 v =
∂

∂x1
∈

TpL(x
′)，我们有 ∇vf(p) ̸= 0（否则 df(p) ≡ 0，⽭盾）。与 Ω 的单位外法向量的构造⼀致，通过缩

⼩ V，我们知道 L(x′) ∩ V 被 p 分成了两段，⼀段（实线）在 Ω 中，⼀段（虚线）在 Ω 外⾯。特

别地，这表明，对于 p ∈ ∂Ω ∩ Lx′，p 在 L(x′) 上⾯的附近（出了⾃⼰）没有点与 ∂Ω 相交。据此，

我们知道 ∂Ω ∩ Lx′ 在 (x′) 上没有聚点，又因为 ∂Ω 是有界的，所以，∂Ω ∩ Lx′ 只有有限个点（可

以没有）：我们把它们按照 x1 坐标的⼤⼩依次记作

a1(x
′), b1(x

′), a2(x
′), b2(x

′), · · · , ak(x′), bk(x′) ∈ L(x′).

这⾥我们⼀共有 2k（偶数个点），这是因为，当 x1 坐标很负的时候，L(x′) 的点在 Ω 之外（因为 Ω

是有界的）。根据上⾯的证明，a1(x′) 是第⼀次（如果有的话）L(x′) 进⼊ Ω，b1(x′) 是接下来 L(x′)

离开 Ω 时与 ∂Ω 的交点，依次类推，因为最终当 x1 很正（⼤）的时候，L(x′) 的点在 Ω 之外，所

以最终 L(x′) 要离开 Ω，这说明有偶数个点。

这样⼦，Lx′ ∩ Ω 是 k 个不交的闭区间之并，即

Lx′ ∩ Ω =

k(x′)⨿
j=1

[aj(x
′), bj(x

′)],

我们注意到区间的个数可能依赖于 x′。

根据隐函数定理，aj(x′)（或者 bj(x
′)）是 x′ 的光滑函数（因为 ∇ ∂

∂x1

f(aj(x
′)) ̸= 0，f(x′, aj(x′)) =

0，这就是隐函数定理的叙述），所以在 x′ 附近，区间的个数 k(x′) 是常数，所以 x′ → k(x′) 是连

续函数，再根据 Ui 的连通性，我们知道，在每个 Ui 上，对任意的 x′ ∈ Ui，k(x′) ≡ k。从⽽，我

们都有
ˆ
Ui

(ˆ
R
1Ω(x1, · · · , xn)

∂φ

∂x1
(x1, · · · , xn) dx1

)
dx2 · · · dxn

=

ˆ
Ui

(ˆ
R∩L(x′)

∂φ

∂x1
(x1, · · · , xn) dx1

)
dx2 · · · dxn

=
k∑
j=1

ˆ
Ui

(ˆ bi(x
′)

ai(x′)

∂φ

∂x1
(x1, x

′) dx1

)
dx′.

在每个区间 [ai(x
′), bi(x

′)] 上⽤ Newton-Leibniz 法则，我们得到

ˆ
Ui

(ˆ
R
1Ω(x1, · · · , xn)

∂φ

∂x1
(x1, · · · , xn) dx1

)
dx2 · · · dxn

=
k∑
j=1

ˆ
Ui

(
φ(bj(x

′), x′)− φ(aj(x
′), x′))

)
dx′.
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我们考察其中的⼀项，⽐如说
ˆ
Ui

φ(bj(x
′), x′)dx′

我们注意到，此时，x′ 7→ bj(x
′) 将 ∂Ω∩ π−1(Ui) 的⼀部分 Ωi,bj 实现为函数图像所定义的曲⾯，所

以，
ˆ
Ui

φ(bj(x
′), x′)dx′ =

ˆ
∂Ωi,bj

1√
1 + |∇bj |2

φ(bj(x
′), x′)dσ

=

ˆ
∂Ωi,bj

ν1fdσ.

类似地，
ˆ
Ui

φ(aj(x
′), x′)dx′ =

ˆ
∂Ωi,aj

ν1φdσ.

根据

∂Ω ∩ π−1(Ui) =
∪
i⩽k

(
∂Ωi,aj ∪ ∂Ωi,bj

)
,

我们最终得到
ˆ
Ui

(ˆ
R
1Ω(x1, · · · , xn)

∂φ

∂x1
(x1, · · · , xn) dx1

)
dx2 · · · dxn =

ˆ
∂Ω∩π−1(Ui)

ν1φdσ.

再对所有的连通分⽀ Ui 求和，根据 π−1(Rn−1 − π (Sing(π))) = ∂Ω− Sing(π)，我们就有
ˆ
Ω

∂φ

∂x1
(x)dx =

ˆ
∂Ω−Sing(π)

ν1 · φdσ.

我们注意到 Sing(π) ⊂ ∂Ω 未必是零测集（它在 π 的像下是零测集）。然⽽，当 x ∈ Sing(π) 时，

存在 w ∈ Tx∂Ω，使得 dπ(x)(w) = 0，由于 π 是投影映射，所以 w 必须形如 (w1, 0, · · · , 0)。根据

ν ⊥ w，这表明 ν1(x) = 0。也即是说

ν1
∣∣
Sing(π) ≡ 0.

所以， ˆ
∂Ω−Sing(π)

ν1 · φdσ =

ˆ
∂Ω
ν1 · φdσ.

这就完成了 Stokes 公式的证明。

注记. Stokes 公式第⼀个证明更分析，我们设法把问题转化为对支撑集很小的函数来证明，把 n 维

的 Stokes 公式转化为⼀个⽅块上的问题（乘积机构），从⽽可以降低维数；第⼆个集合证明具有很

强的微分拓扑的味道，直接将问题转化为 1 维的 Newton-Leibniz 公式。
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48.1 作业：曲面曲线积分的计算

清华大学 19-20 春季学期，数学分析二，作业 8

请⽤ A4 ⼤⼩的纸张正反面⽤钢笔，签字笔或者圆珠笔书写，并注明⾃⼰的姓名，年级和

作业的总页数。除定理公式所涉及的⼈名之外，请使⽤中文。本次作业的提交时间和地点

为 2 月 85 日上午的课堂上，逾期视作零分。

课堂补充

A1) 给定 σ-有限的测度空间 (X,A, µ)，正可测函数 ρ ⼏乎处处有界，我们课上证明了 ν = ρµ 是

(X,A) 上 σ-有限的测度。f 是 (X,A, µ) 上的可测函数。证明，fρ ∈ L1(X,A, µ) 当且仅当

f ∈ L1(X,A, ν)（L1 表⽰它可积分）。进⼀步，在此情形下，我们有
ˆ
X
f(x)dν(x) =

ˆ
X
f(x)ρ(x)dµ(x).

（提⽰：证明遵循标准操作的步骤：

1) 对 f(x) = 1A 验证，其中 A ∈ A）。

2) 对阶梯函数验证。

3) 通过取上升的简单函数逼近正函数 f 对正函数验证。

4) 对于⼀般的函数，将函数的实部和虚部拆成正负部分并利⽤线性完成证明。

）

A2) 我们在 R2 上给 Lebesgue 测度 m2。考虑投影映射

π1 : R2 → R, (x, y) 7→ x.

证明，R1 上的 Lebesgue 测度 Φ∗m2 不是 σ-有限的，

A3) 假设 n ⩾ 2，f ∈ C∞(Rn−1)，我们⽤如下的⽅式来参数化其图像 Γf：

Φ : Rn−1 → Rn, x 7→ (x, f(x)).

证明，

det
(
tJac(Φ) · Jac(Φ)

)
= 1 + |∇f |2.

A4)（换元积分公式，条件更弱）如果 Φ : Ω1 → Ω2 是同胚（即该映射及其逆都是连续的）并且 Φ

是连续可微的，对任意的可积函数 f(y) ∈ L1(Ω2, dy)，我们有
ˆ
Ω2

f(y)dy =

ˆ
Ω1

(
f ◦ Φ

)
(x)|JΦ(x)|dx.
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A5) 假设 M ⊂ Rn 是 n− 1-维的⼦流形，考虑投影映射

π :M → Rn−1, (x1, · · · , xn−1, xn) 7→ (x1, · · · , xn−1).

令

Sing(π) =
{
x ∈M

∣∣rankdπ(x) < n− 1
}
.

证明，π(Sing(π)) ⊂ Rn−1 是零测集（⽤ Rn−1 上的 Lebesgue 测度来看）。对于 x′ =

(x1, · · · , xn−1) ∈ Rn−1，我们定义直线

Lx′ =
{
(x1, · · · , xn−1, t)

∣∣t ∈ R
}
= π−1(x′) ⊂ Rn.

证明，

π(Sing(π)) =
{
x′ ∈ Rn−1

∣∣直线Lx′ 与 M 相切
}
.

其中，Lx′ 与 M 相切指的是存在 p ∈M，使得 p ∈ Lx′ 并且 TpLx′ ⊂ TpM。

A6)（⼀个“扭曲”的 Fubini）Ω ⊂ Rn 是开集，F : U → R 是光滑映射。假设对任意的 x ∈ U，

dF (x) ̸= 0（从⽽，Σt = F−1(t) 是余 1 维⼦流形）。

Ω

F

t

Σt

那么，对任意的 U 上的可积函数 f，我们有
ˆ
Ω
f(x)dx =

ˆ
R

(ˆ
Σt

f

|∇F |
dσt

)
dt,

其中，dσt 是 Σt 上的⼦流形测度。

积分的计算（换元积分公式）

我们有⽐较常⽤的坐标变换（主要是前两种）：

1. 极坐标 (r, φ) 7→ (x, y) = (r cosφ, r sinφ)；

2. 球坐标 (r, θ, φ) 7→ (x, y, z) = (r sin θ cosφ, r sin θ sinφ, r cos θ)；
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3. 双曲坐标 (Rindler 坐标) (t, x) 7→ (T,X) = (x sinh t, x cosh t), 其中 sinh t = et − e−t

2
, cosh t =

et + e−t

2
；

4. 抛物坐标 (u, v) 7→ (x, y) = (u2 − v2, 2uv)；

5. 椭圆坐标 (u, v) 7→ (x, y) = (c coshu cos v, c sinhu, sin v), c > 0 是常数。

B1) 计算体积或者⾯积（如果需要对参数分类讨论，那么请⾄少处理⼀种情形）

(a) 双纽线 (x2 + y2)2 = 2a2(x2 − y2) 围成的⾯积。

(b) 曲线 (x3 + y3)2 = x2 + y2 的内部区域⾯积。

(c) 曲线 x3

a3
+ y3

b3
= x2

h2
+ y2

k2
与坐标轴 x = 0, y = 0 围成的⾯积。

(d) 曲线 (2x+ y)4 = x2 − 2y2 围成的⾯积。

(e) 曲线 (xa + y
b )

5 = x2y2

c4
(x > 0, y > 0) 围成的⾯积.

(f) 曲⾯ (x2 + y2 + z2)3 = a6z2

x2+y2
所围⽴体图形的体积。

(g) 曲⾯ (x
2

a2
+ y2

b2
)2 + z4

c4
= 1 内部的体积。

(h) 曲⾯ (xa + y
b +

z
c )

4 = xyz
abc (x, y, z > 0) 所围⽴体图形的体积。

(i) (xa + y
b )

2 + ( zc )
2 = 1 所围⽴体图形的体积。

(j) 曲⾯ z = x2 + y2, z = 2(x2 + y2), xy = a2, xy = 2a2, x = 2y, 2x = y (x > 0, y > 0) 所围

⽴体图形的体积。

B2) 设物体的质量由密度函数 ρ 给出，那么在区域 V 内的总质量为
ˆ
V
ρ(x)dx，V 的质⼼坐标

(x̄1, · · · , x̄n) 由下式确定:

x̄i =

´
V xiρ(x)dx´
V ρ(x)dx

.

(a) 计算球 x2 + y2 + z2 ⩽ 2az 的质量及质⼼坐标，其中密度函数 ρ(x, y, z) = k√
x2+y2+z2

，

k > 0 是常数。

(b) 求由抛物⾯ x2 + y2 = 2az 及球⾯ x2 + y2 + z2 = 3a2 围成的均质（ρ ≡ 1）物体的质⼼

坐标。

B3) 假设 ρ 是 R3 上⾮负可积的函数（如果⼀个物体的质量函数是 ρ 的话），它所对应的引⼒势能

Φ(x) 和引⼒场 G(x) 由下式给出:

Φ(x) = −
ˆ
R3

ρ(y)

|x− y|
dy, G(x) = −∇Φ(x)
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我们假设区域 V ⊂ R3 是开区域，ρ0 > 0 是常数，

ρ(x) =

ρ0, x ∈ V

0, x ∈ R3 \ V

试计算如下情形下的 Φ(x) 和 G(x)：

(a) V = {x ∈ R3 : |x|2 < R2} 是球体。

(b) V = {x = (x1, x2, x3) ∈ R3 : x21 + x22 < R2, 0 < x3 < h} 是圆柱体。

(c) V = {x = (x1, x2, x3) ∈ R3 : x23 >
h2

R2 (x
2
1 + x22), 0 < x3 < h} 是圆锥体。

B4) (Newton 壳层 (shell) 定理：关于球对称密度分布的引⼒）假设

ρ(x) =

f(|x|), r < |x| < R;

0, |x| > R 或 |x| < r.

其中 f 是在 [r,R]) 上定义的⾮负可积函数。证明:

(a) 对球外⼀点 (|x| > R) 产⽣的引⼒与球的所有质量集中于球⼼的质点产⽣的引⼒⼀样。

(b) 球壳对球壳内任何⼀点 (|x| < r) 产⽣的引⼒ (合⼒) 为零。

曲面／曲线／子流形上的积分计算

C1) 计算下列的曲线积分：

(a) 计算 R3 中曲线 C 的长度，其中参数曲线 C 由 t 7→ (a cos(t), b sin(t), bt) 给出，其中

t ∈ [0, 2π]；计算
ˆ
C

z2

x+y2
ds，其中 ds 为 C 上的⼦流形测度。

(b) 假设 C 是 R3 中 x2 + y2 + z2 = a2 与 x+ y + z = 0 所截出的曲线，试计算
ˆ
C
xyds。

(c) C 是参数曲线
(
a(t− sin t), a(1− cos t)

)
，其中 t ∈ [0, 2π]。计算积分

ˆ
C
y2ds。

(d) 平⾯上的曲线 C 在极坐标系下的⽅程为 r = f(θ)，其中 f 是连续可微的，αθβ。证明，

C 的长度为 ˆ β

α

√
|f(θ)|2 + |f ′(θ)|2dθ.

C2) 计算下列的曲⾯积分：

(a) 试计算 x2 + y2 + z2 = a2 与 x2 + y2 = ax 相交得到的曲线在球⾯上围出的⾯积。

(b) 试计算参数曲⾯ Σ 的⾯积，其中 Σ 如下定义：

[0, 2π]× [0, 2π] → R3, (ϑ, φ) 7→
(
(b+ a cosϑ) cosφ, (b+ a sinϑ) sinφ, a sinϑ

)
,

其中，我们要求 0 < a < b。
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(c) C 是参数曲线
(
a(t− sin t), a(1− cos t)

)
，其中 t ∈ [0, 2π]。将 C 在 R3 中绕着 x 轴旋转

⼀周得到的曲⾯是 Σ，试计算 Σ 的⾯积。

(d) C 是平⾯上的抛物线段 x = y2，其中 x ∈ [0, a]。将 C 在 R3 中绕着 x 轴旋转⼀周得到

的曲⾯是 Σ，试计算 Σ 的⾯积。

(e) Σ 是锥⾯ z2 = x2 + y2 被柱⾯ x2 + y2 = 2ax 所截下的部分，计算曲⾯积分
ˆ
Σ
x2y2 +

y2z2 + z2x2dσ.

(f) Σ 是 R3 中的柱⾯ x2 + y2 = a2，其中 z ∈ [0, h]，计算曲⾯积分
ˆ
Σ
x4 + y4dσ.

(g) Σ 是 R3 中的半球⾯ x2 + y2 + z2 = 1，其中 z ⩾ 0，计算曲⾯积分
ˆ
Σ
x+ y + zdσ.

(h) Σ 是 R3 中的球⾯ x2 + y2 + z2 = 1，计算曲⾯积分
ˆ
Σ
x2dσ.

(i) Σ 是 R3 中的球⾯上⼩帽⼦ x2 + y2 + z2 = 1，z ⩾ h > 0，计算曲⾯积分
ˆ
Σ

1

z
dσ.

(j) Σ 是 R3 中的参数曲⾯：(u, v) 7→
(
u cos v, u sin v, v

)
，其中 (u, v) ∈ [0, a]× [0, 2π]。计算

曲⾯积分
ˆ
Σ
zdσ.

(k) Σ 是 R3 中的球⾯ x2 + y2 + z2 = 1，f 是 R 上的连续函数。证明，

ˆ
Σ
f(ax+ by + cz)dσ = 2π

ˆ 1

−1
f((a2 + b2 + c2)

1
2 t)dt.

———————————————————-
In my free time I do differential and integral calculus.

—- Carl Marx
———————————————————-
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48.2 习题课：Riemann 积分的定义 1

清华大学 19-20 春季学期，数学分析二，第六次习题课内容

传统 Riemann 积分的定义：第⼀部分

我们在课上从测度的观点定义了积分，这次习题⽬的是尽可能还原历史 Riemann 积分的（严

格）定义。我们不假设任何的测度理论。同学们与课堂内容作⽐较，就能体会为什么抽象积分实际

上更简单更有效率。

———————————-

C’est pour la résolution de ces problèmes, et non par amour des complications, que j’ai introduit
dans ce Livre une définition de l’intégrale plus générale que celle de Riemann et comprenant celle-ci
comme cas particulier.

（此书新引⼊的积分定义⽐ Riemann 积分更⼴泛并且把它作为⼀个特例，这是为了要解决存在

的那些问题，⽽不是因为我们更偏爱复杂的对象。）

————- Henri Lebesgue, Leçons sur l’intégration et la recherche des fonctions primitives. Préface.

矩形上的 Riemann 积分

所谓 Rn 上的⼀个矩形P 指的是形如 [a1, b1]× · · · [an, bn] 的集合（都是有限区间）。该矩形 P

的内部指的是集合 (a1, b1)× · · · (an, bn)，⽤ P̊ 表⽰；它的边界定义为 ∂P = P − P̊。我们总假设矩

形的内部是⾮空的。

对每个 1 ⩽ i ⩽ n，给定 [ai, bi] 的⼀个分划 σi ∈ S([ai, bi])，即给定⼀串数

ai = ai,0 < ai,1 < · · · < ai,ni−1 < ai,ni = bi.

我们称

Pσ1,··· ,σn =
{
[aℓ1 , aℓ1+1]× · · · × [aℓn , aℓn+1]

∣∣0 ⩽ ℓ1 ⩽ n1 − 1, · · · , 0 ⩽ ℓn ⩽ nn − 1
}
.

是 P 的⼀个（由 (σ1, · · · , σn) 所定义的）分划。很显然，P 的⼀个分划是⼀些更⼩的矩形的并。给

定 P 的两个分划 Pσ1,··· ,σn 和 Pσ′
1,··· ,σ′

n
，如果对于每个 1 ⩽ i ⩽ n，我们都有 σi ≺ σ′i（请参考上学

期关于分划加细的概念），我们就称 Pσ1,··· ,σn 是 Pσ′
1,··· ,σ′

n
的加细并记作 Pσ1,··· ,σn ≺ Pσ′

1,··· ,σ′
n
。我们

把 P 的所有分划的全体⽤ S(P ) 来表⽰。

如果不加任何说明，下⾯的字母 P 代表⼀个给定的矩形。

R1) 给定矩形 P = [a1, b1]× · · · [an, bn]，它的体积定义为

m(P ) =
∏

1⩽i⩽n
(bi − ai).
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任给 P 的分划 Pσ1,··· ,σn，证明，

m(P ) =
∑

Q∈Pσ1,··· ,σn

m(Q).

R2) 给定 A ⊂ Rn，如果存在有限个矩形 P1, · · · , Pm，使得 A =
∪
i⩽m

Pi 并且对于 i ̸= j，̊Pi∩P̊j = ∅，

我们就称 A 是可铺的。对于可铺集 A，我们定义

m(A) =
∑
i⩽m

m(Pi).

证明，m(A) 的选取不依赖于上述 {Pi}i⩽m 的选取。

（我们在乘积空间中构造矩形上的测度，也有类似的步骤）

R3) 证明，有限个可铺集的交和并都是可铺集。

（这⼀点与 σ-代数或者代数类似）

R4) A 和 B 是可铺集。证明，

m(A ∩B) +m(A ∪B) = m(A) +m(B),

m(A− B̊) = m(A)−m(A ∩B),

其中，你需要先说明 A− B̊ 也是可铺集。

（这⼀点与测度或者加性函数类似）

R5) 任给有界函数（可以在赋范线性空间中取值）

f : P → C,

如果存在 P 的分划 Pσ1,··· ,σn，使得对任意的 Q ∈ Pσ1,··· ,σn，函数 f 在 Q 的内部 Q̊ 上的限制

是常数，我们就称 f 是 P 上的阶梯函数或者简单函数。P 上阶梯函数的全体记作 E(P )。

任给 f ∈ E(P )，满⾜阶梯函数的定义中的分划 Pσ1,··· ,σn 称作是⼀个和 f 相容的分划。证明，

任意⼀个和 f 相容的分划，它的加细也是和 f 相容的。进⼀步证明，E(P ) 是 C-线性空间。

R6) 假设 P 的分划 Pσ1,··· ,σn 与 f ∈ E(P ) 相容，对于 Q ∈ Pσ1,··· ,σn，按照定义，f 在 Q̊ 上的取值

是常数，我们将这个常数记成 f(Q̊)。定义
ˆ
P
f =

∑
Q∈Pσ1,··· ,σn

f(Q̊)m(Q).

证明，
ˆ
P
f 的定义不依赖于与之相容的分划 Pσ1,··· ,σn 的选取。

569



R7) 证明，映射 ˆ
P
: E(P ) → C

是 C-线性映射。

R8) 证明，对任意的 f ∈ E(P )，我们有 ∣∣∣ˆ
P
f
∣∣∣ ⩽ ˆ

P

∣∣f ∣∣.
如果 f, g ∈ E(P ) 是实值的并且对任意的 x ∈ P，都有 f(x) ⩽ g(x)，证明，

ˆ
P
f ⩽
ˆ
P
g.

R9) 任给简单函数 f ∈ E(P )，任给 P 的分划 Pσ1,··· ,σn（未必与 f 相容）。证明，对每个 Q ∈ Pσ1,··· ,σn，

f 在 Q 上的限制 f
∣∣
Q
∈ E(Q) 并且

ˆ
P
f =

∑
Q∈Pσ1,··· ,σn

ˆ
Q
f
∣∣
Q
.

R10)（矩形区域上 Riemann 积分的定义）f : P → C 是映射（可以在赋范线性空间中取值）证明，

下⾯的两个命题是等价的：

1) 对任意 ε > 0，存在 Φε,Ψε ∈ E(P )，使得对任意的 x ∈ P，有∣∣f(x)− Φε(x)
∣∣ ⩽ Ψε(x)

并且 ˆ
P
Ψε ⩽ ε;

2) 存在函数序列 {ϕk}k⩾1, {ψk}k⩾1 ⊂ E(P )，使得对任意的 x ∈ P，我们都有∣∣f(x)− ϕk(x)
∣∣ ⩽ ψk(x)

并且

lim
k→∞

ˆ
P
ψk = 0.

如果⼀个函数 f 满⾜上述条件之⼀，我们就称 f 在 P 上是 Riemann 可积的函数。我们⽤

R(P ) 表⽰ P 上所有 Riemann 可积的函数。

（请与 1 维 Riemann 积分的定义做⽐较）

R11) 证明，如果 f ∈ R(P )，那么 f 是有界函数。

R12) 证明，R(P ) 是 C-线性空间。进⼀步证明，如果 f, g ∈ R(P )，那么它们的乘积 f · g ∈ R(P )。

（如果 f, g 在 Lebesgue 的意义下可积分，我们不⼀定有 f · g 还是 Lebesgue 意义下可积的）
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R13) 假设 f ∈ R(P )，我们任选 Riemann 可积函数的定义（R19)）2) 中的序列 {ϕk}k⩾1, {ψk}k⩾1 ⊂
E(P ) 并定义 ˆ

P
f = lim

k→∞

ˆ
P
ϕk.

证明，上述极限存在并且不依赖于序列的选取。从⽽，我们定义了积分映射
ˆ
P
: R(P ) → C.

R14) 证明，映射
ˆ
P
: R(P ) → C 是 C-线性映射。

（这⾥线性的证明⽐抽象积分简单，原因是我们可以⽤序列逼近函数，实际上，在抽象积分的

理论中，我们要先建⽴ Beppo Levi 定理，从⽽也可以⽤简单函数列的积分逼近函数的积分）

R15) 证明，对任意的 f ∈ R(P )，我们有 ∣∣∣ˆ
P
f
∣∣∣ ⩽ ˆ

P

∣∣f ∣∣.
如果 f, g ∈ E(P ) 是实值的并且对任意的 x ∈ P，都有 f(x) ⩽ g(x)，那么

ˆ
P
f ⩽
ˆ
P
g.

R16)（区间可加性）任给函数 f : P → C 和 P 的分划 Pσ1,··· ,σn。证明，如下两个叙述是等价的：

– f ∈ R(P )；

– 对每个 Q ∈ Pσ1,··· ,σn，f 在 Q 上的限制 f
∣∣
Q
∈ R(Q)。

如果上⾯之⼀成⽴，证明， ˆ
P
f =

∑
Q∈Pσ1,··· ,σn

ˆ
Q
f
∣∣
Q
.

R17)（Riemann 和）任给 P 的分划 σ = Pσ1,··· ,σn，其中对任意的 i ⩽ n，σi ∈ S([ai, bi]) 并且对应着

ai = ai,0 < ai,1 < · · · < ai,ni−1 < ai,ni = bi.

我们定义分划的 σ步长|σ| 为
|σ| = sup

1⩽i⩽n,
1⩽j⩽ni

|ai,j−1 − ai,j |.

任给 P 的分划 σ，我们在每个 Q ∈ σ 中任意指定⼀个点 ξQ ∈ Q，据此，我们定义 Riemann
和：

S(f, σ, (ξQ)Q∈σ) =
∑
Q∈σ

m(Q)f(ξQ).

571



假设 {σ(ℓ)}ℓ⩾1 是 P 的⼀列分划并且对每个 σ(ℓ) 都指定了⼀族 (ξQ)Q∈σ(ℓ)。我们要求对任意

的 ℓ，σ(ℓ+1) 是 σ(ℓ) 的加细并且

lim
ℓ→∞

|σ(ℓ)| = 0.

证明，如果 f ∈ R(P )，那么

lim
ℓ→∞

S(f, σ(ℓ), (ξQ)Q∈σ(ℓ)) =

ˆ
P
f.

（传统上，更多的教科书⽤这种 Riemann 和或者下⾯的 Darboux 上下和来定义积分）

R18) 假设 f : P → R 是有界函数，我们定义

Ef (P ) = {φ ∈ E(P )|φ(x) ⩾ f(x)},

Ef (P ) = {φ ∈ E(P )|φ(x) ⩽ f(x)}.

证明，这两个集合是⾮空的。据此，我们定义
ˆ
P
f = inf

φ∈Ef (P )

ˆ
P
φ,

ˆ
P

f = sup
φ∈Ef (P )

ˆ
P
φ.

证明，上⾯的两个数值是有限的（称作是有界函数 f 的上积分和下积分）并且满⾜
ˆ
P
f ⩾
ˆ
P

f.

R19) 给定有界实值函数 f : P → R，σ 是 P 的⼀个分划。对任意 Q ∈ σ，我们定义

MQ = sup
x∈Q

f(x), mQ = inf
x∈Q

f(x)

. 我们令

S(f ;σ) =
∑
Q∈σ

MQm(Q),

S(f ;σ) =
∑
Q∈σ

mQm(Q).

上述两个值被称为是 f 对于分划 σ 的 Darboux 上和和 Darboux 下和。

证明，对于 P 的任两个分划 σ 和 σ′，我们有

S(f ;σ) ⩽ S(f ;σ′).

进⼀步证明，如果分划 σ ≺ σ′，那么

S(f ;σ) ⩽ S(f ;σ′), S(f ;σ) ⩾ S(f ;σ′).
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R20)（Darboux 上（下）和的下（上）极限是上（下）积分）假设 f : P → R 是有界函数。定义

D(f) = inf
σ∈S(P )

S(f ;σ),

D(f) = sup
σ∈S(P )

S(f ;σ).

证明，

D(f) =

ˆ
Q
f, D(f) =

ˆ
Q

f.

R21)（矩形上实值 Riemann 可积函数的刻画）给定实值函数 f : Q→ R。证明，如下四条性质是等

价的：

甲) f ∈ R(Q)；

⼄) 存在常数 I，对任意的 ε > 0，存在 δ > 0，使得对任意满⾜ |σ| < δ 的分划 σ，对任意的

ξQ ∈ Q，其中 Q ∈ σ，我们都有∣∣S(f, σ, (ξQ)Q∈σ)− I
∣∣ < ε.

丙) f 是有界函数并且 D(f) = D(f)；

丁) f 是有界函数并且
ˆ
P

f =

ˆ
P
f。

R22) 证明，如果 R21) 中某⼀条件成⽴，那么

D(f) = D(f) =

ˆ
P

f =

ˆ
P
f =

ˆ
P
f.

R23) 给定有界实值函数 f, g : P → R，我们假设它们是 Riemann 可积德。证明，P 上的函数

max(f, g)(x) = max(f(x), g(x)), min(f, g)(x) = min(f(x), g(x))

是 Riemann 可积的并且
ˆ
P
min(f, g) ⩽ min(

ˆ
P
f,

ˆ
P
g), max(

ˆ
P
f,

ˆ
P
g) ⩽

ˆ
P
max(f, g).

R24) 假设正函数 f : P → R⩾0 是 Riemann 可积的。如果
ˆ
P
f = 0,

证明，对任意的 x∗ ∈ P，f 在 x∗ 处连续，我们都有 f(x∗) = 0。

R25) 证明，P 上的连续函数是 Riemann 可积的，即 C(P ;C) ⊂ R(P )。
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R26) 假设 f, g : P → R 是连续函数并且对任意的 x ∈ P，我们都有 f(x) ⩽ g(x)。证明，如果
ˆ
P
f =

ˆ
P
g,

那么，f ≡ g。

R27) 证明 Cauchy-Shwarz 不等式：对任意的 f, g ∈ R(P )，我们有∣∣∣ˆ
P
f · g

∣∣∣ ⩽ ( ˆ
P
|f |2

) 1
2
(ˆ

P
|g|2
) 1

2
.
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49 子流形上的积分的计算，第一／二型子流形／曲线／曲面积分，向量

场的运算，散度定理，Green 公式，Gauss-Ostrogradsky 公式，散
度的几何/物理解释

⼆零⼆零年四⽉⼆⼗七⽇，星期⼀，晴

我们⾸先⼀起计算⼀个积分：
ˆ
Ω
y2dxdy，其中 Ω 是 R2 上⾯由曲线

γ : [0, 2π] → R2, t 7→
(
a(t− sin(t)), a(1− cos(t))

)
与 y = 0 所围成的区域。

Ω

2π

这显然是某个函数 y = f(x) 的图像下的部分（与 x 轴所围），其中 x ∈ [0, 2π]。所以，我们可

以尝试⽤ Fubini 公式：
ˆ
Ω
y2dxdy =

ˆ 2π

0

( ˆ f(x)

0
y2dy

)
dx

=

ˆ 2π

0

1

3
f(x)3dx.

当然，我们可能需要强⾏决定 f(x) 具体的表达式。

所以，我们很⾃然地想研究 y 与 x 之间的（隐函数）关系：

x = a arccos(1− y

a
)−

√
y(2a− y).

这个只需要⽤ y 来表达 t，然后带⼊ x 的表达式即可。利⽤这个表达式，⼀种计算积分的⽅式就是

把 x 换元成 y，从⽽对 y 积分。当然，这个操作启发我们可以⽤ Fubini 公式先对 x 积分，这样再

⽤ x = x(y) 来描述函数的图像就会简单很多。

还有⼀种看法是⽤参数曲线来描述积分
ˆ 2π

0

( ˆ f(x)

0
y2dy

)
dx =

ˆ 2π

0

1

3
f(x)3dx.

我们将这个积分写的形式化⼀些：
ˆ
Ω
y2dxdy =

ˆ 2π

0
φ(x, f(x))dx,
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其中 y = f(x) 就是我们要找的函数图像，
∂

∂y
φ(x, y) = y2，所以我们可以取 φ(x, y) =

1

3
y3（注意

到这个函数的选取⽐较随意）。此时，我们可以⽤曲线的参数表达，因为我们通过 (x, y) = (x, f(x))

的替换已经假设这个点⽣活在 f 的图像上。所以
ˆ
Ω
y2dxdy =

ˆ 2π

0
φ(x, f(x))dx

=

ˆ 2π

0
φ(x(t), f(x(t)))x′(t)dt

=

ˆ 2π

0
φ(x(t), y(t))x′(t)dt.

代⼊参数化，我们得到
ˆ
Ω
y2dxdy =

ˆ 2π

0

1

3
a3(1− cos(t))3a(1− cos(t))dt.

这样，就得到了⼀个 1 维的积分，所以可以进⾏计算了。

如果我们坚持不⽤具体的参数表达式来写，我们实际上就是⽤了如下简单的计算：
ˆ
Ω
y2dxdy =

ˆ 2π

0

1

3
f(x)3dx

=

ˆ 2π

0

1

3
y(t)3x′(t)dt.

这些计算实际上已经隐藏在 Stokes 公式之中，我们把 y2 看作是
∂φ

∂y
，并且

ˆ
Ω
y2dxdy =

ˆ 2π

0
φ(x(t), y(t))

x′(t)

|γ′(t)|
|γ′(t)|dt︸ ︷︷ ︸

dσ

=

ˆ
∂Ω
φν2dσ.

这恰好就是在 Stokes 公式的证明中所出现的步骤。此时，Ω 的下边界对积分没有贡献，因为 ν2，这

个边界落在向 y 轴投影的奇异点集中。

上述的讨论还建议我们实际上可以⽤ Stokes 公式来计算，想法是直接把积分化到边界上，从

⽽⽤曲线上的积分计算： ˆ
D
y2dxdy =

ˆ
D
div(0, 1

3
y3)dxdy.

我们可以参考后⾯的散度定理。

注记. 上周的 Stokes 公式的证明是值得研究的，核⼼的想法是把边界上的积分分解为⼀些函数图

像上的积分，为了搞清楚证明，假设 Ω 为 Rn 的标准球面，然后就这个例⼦把证明的每⼀步搞清

楚是很有帮助的。

我们先澄清⼀些出现在各种数学或物理教材⽂献中的各种积分的记号。我们总是假设 Ω ⊂ Rn

是给定的⼀个区域（很多场合下，它是⼀个有界带边的光滑区域）。
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假设 M ⊂ Rn 是⼦流形，给定函数 f :M → C，⼈们通常把⼦流形上的积分（如果可积的话）
ˆ
M
fdσ

称作是第一型子流形积分。当 dimM = 1 时（通常 n = 2 或 3），这个积分被称作是第一型曲线积

分；当 dimM = 2 时（通常 n = 3），这个积分被称作是第一型曲面积分。这种分类可能不是很有

意思，更多是沿⽤了历史上的名称。

第二型曲线积分

现在假设 X 是区域 U ⊂ Rn 上的光滑向量场。

我们⾸先定义第⼆型曲线积分。假设 C ⊂ Ω 是⼀个 1 维⼦流形，我们它可以⽤光滑的参数化

γ : [a, b] → Ω

来表⽰。我们定义向量场 X 在 C 上的第二型曲线积分为

ˆ
γ
X · dγ :=

ˆ b

a
⟨X(γ(t)), γ‘(t)⟩dt.

在上⾯的表达式中，左边我们认为是形式的记号，右边 ⟨X(γ(t)), γ(t)⟩ 表⽰的是向量的内积。有时

候（从微分流形的观点看更⾃然，我们或许在下个学期会严格地定义⼀般流形上对微分形式的积

分），⼈们把这个积分也写成：
ˆ
γ
X · dγ :=

ˆ
γ
X1dx1 + · · ·+Xndxn.

⽤测度的观点来写（或者⽤第⼀型曲线积分来写），我们有
ˆ
γ
X · dγ =

ˆ
γ
⟨X(γ(t)),

γ′(t)

|γ′(t)|
⟩dσ.

也就是说，被积函数是 X 与 γ 的单位切向量的内积。

所以，单独地研究第⼆型曲线积分并没有太⼤的意义，因为这就是在曲线上做积分，然⽽，这

些表达式在物理学⾥有着它们特殊的含义，我们会在某些例⼦中展现，同学们在今后其他场合遇到

第⼆型曲线积分只要来查⼀下这部分笔记把它翻译成第⼀型积分即可。

另外，假设 C 是闭曲线，即 γ(a) = γ(b)，我们还把这个积分写成
˛
γ
X · dγ,

其中，积分号上的圈表明这个曲线是⼀个“圈”（封闭），我们把它还称作是 X 沿曲线 C 的环路积分，

物理上把它称作是 X 沿曲线 C 的环量。
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第二型（超）曲面积分

现在 Ω ⊂ Rn 是有界带边光滑区域，X 是 Ω 上的光滑向量场，ν 是 ∂Ω 上的单位外法向量。我

们定义 ˆ
∂Ω
X · dσ⃗ =

ˆ
∂Ω

⟨X, ν⟩dσ

物理学上，我们把上⾯的量称作是 X 穿过 ∂Ω 的通量，⽬前我们可以简单地从字⾯上直观认为这

个积分是 X 从⾥向外有多少” 流” 通过了 ∂Ω（我们后⾯会定义精确地定义它的含义）。

通常，我们研究的区域在 R3 中，此时，我们也把上⾯的积分写成
¨
∂Ω
X · dσ⃗.

其中，两个积分符号代表着 ∂Ω 的维数是 2。

另外，由于 ∂Ω 是闭曲⾯，我们还把这个积分写成
‹
∂Ω
X · dσ⃗.

其中，积分号上的圈表明曲⾯是封闭的。

另外，⽂献中还有另⼀种表达式代表的也是第⼆型曲⾯积分（R3）的情形，它的表达式是
¨
∂Ω
Pdydz +Qdxdz +Rdxdy,

其中 P,Q,R 是 R3（或者 ∂Ω）上的光滑函数。这个积分应该按照下⾯的⽅式解读：

X = P
∂

∂x
+Q

∂

∂y
+R

∂

∂Z
= (P,Q,R)

为 R3 上的向量场，那么
¨
∂Ω
Pdydz +Qdxdz +Rdxdy :=

¨
∂Ω
X · dσ⃗.

同样地，从微分流形的观点看这些记号更有意义，但是这绝对不会影响我们学习积分，所以我

们完全没有必要去记住这些记号（只需要记住在哪⾥查找即可）。

Rn 上向量场的运算

我们在 Rn 上固定直⾓坐标系 (x1, · · · , xn)。对于 Ω ⊂ Rn 上的光滑向量场

X =
n∑
i=1

Xk
∂

∂xk
,

我们定义 X 的旋度∇∧X 是在反对称矩阵中取值的映射（这实际上是⼀个 2-形式）

ω : Ω → Mn(R), x 7→ (ωij)1⩽i,j⩽n,
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其中

ωij(x) =
∂Xj

∂xi
− ∂Xi

∂xj
.

特别地，在 n = 3 时，由于 ω 只有三个分量，我们将 X 的旋度⽤ R3 中的向量场表⽰（正确的定

义需要⽤到 Hodge ∗-算⼦），记作

curlX = ∇×X =

(
∂X3

∂x2
− ∂X2

∂x3

)
∂

∂x1
+

(
∂X1

∂x3
− ∂X3

∂x1

)
∂

∂x2
+

(
∂X2

∂x1
− ∂X1

∂x2

)
∂

∂x3

当 n = 2 时，由于 ω 只有⼀个分量，我们将 X 的旋度⽤ R2 中的函数表⽰，记作

curlX =
∂X1

∂x2
− ∂X2

∂x1

我们还定义向量场 X 的散度为：

divX =

n∑
k=1

∂Xk

∂xk
.

这是⼀个函数。

散度和旋度的⼏何意义很难从它们的定义读出，我们需要 Stokes 公式的帮助来能正确理解这

两个概念。但在此之前，我们先罗列出它们满⾜的⼀些代数性质，这将为后来的众多计算提供莫⼤

的⽅便：

引理 321. 我们在 R3 用直角坐标系。假设 X,Y 是 R3 上的光滑向量场，φ 是 R3 上实值光滑函

数，我们用下面经典的记号：

∇ ·X = divX, (X · ∇)Y = ∇XY =
3∑
i=1

Xi
∂Yi
∂xi

, △φ =
3∑
i=1

∂2φ

∂x2i
,

（其中，△ 被称作是 Laplace 算⼦）那么，我们有

∇× (∇φ) = 0, ∇ · (∇×X) = 0, △φ = ∇ · (∇φ),

∇× (φX) = φ(∇×X) +∇φ×X,

∇ · (X × Y ) = (∇×X) · Y − (∇× Y ) ·X,

∇× (X × Y ) = X(∇ · Y )− Y (∇ ·X) + (Y · ∇)X − (X · ∇)Y.

这些等式的证明可以通过直接计算得到，我们把它们留作作业。

Stokes 公式的应用

我们⾸先给出 Stokes 公式的散度定理形式：

定理 322 (散度定理). 给定有界光滑带边区域 Ω ⊂ Rn，我们用 ν 表示 ∂Ω 的单位外法向量，dσ 为

∂Ω 的⼦流形测度。那么，对任意 Rn 上 C1 的向量场 X，我们有ˆ
Ω
divX dx =

ˆ
∂Ω

⟨X, ν⟩ dσ.
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证明: 证明⼏乎是平凡的：假设 X = (X1, · · · , Xn)，那么，根据 Stokes 公式，对任意的 i ⩽ n，我

们有 ˆ
Ω

∂Xi

∂xi
dx =

ˆ
∂Ω
Xiνi⟩ dσ.

对 i 求和我们就得到了公式。

注记. 如果我们令 X = (0, · · · , 0, φ, 0, · · · , 0)，其中除了第 i 个位置之外，X 的其余分量都为 0，那

么，散度定理就给出了 Stokes 公式，这说明这两个公式是等价的。

当 n = 2 时，散度定理或者 Stokes 公式被称作是 Green 公式，它经常以第⼆型曲线积分的形

式出现：

推论 323 (Green 公式). 如果 Ω ⊂ R2 是有界光滑带边区域，那么对任意的 R2 上的光滑（C1）P

和 Q，我们有
ˆ
Ω
(
∂Q

∂x
− ∂P

∂y
)dxdy =

˛
∂Ω
Pdx+Qdy.

注记. 上面的公式隐含地用到了 ∂Ω 是有限个闭曲线的并，我们不打算在这里展开这⼀点。

证明: 我们只需要把上述公式翻译成我们熟悉的形式。我们对 ∂Ω 局部上进⾏参数化

γ : (−1, 1) → R2

. 我们利⽤ R2 上的特点：如果 ν = (ν1, ν2) 是 ∂γ 的外法向量，那么，我们总是可以选取参数化

γ(t)（或者 γ(−t)），使得 γ 的⽅向恰好是 ν 逆时针转动 90◦，即

γ′(t)

|γ(t)|
= (−ν2, ν1)

Ω

ν

令 X = (P,Q) 是 R2 上的向量场，那么

ˆ
∂Ω
Pdx+Qdy =

ˆ
∂Ω

⟨X, γ
′(t)

|γ(t)|
⟩dσ

=

ˆ
∂Ω

−Pν1 +Qν2dσ.
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另外，根据散度定理，我们有
ˆ
Ω
(
∂Q

∂x
− ∂P

∂y
)dxdy =

ˆ
Ω
(
∂Q

∂x1
− ∂P

∂x2
)dx1dx2

=

ˆ
Ω
div (Q,−P ) dx1dx2

=

ˆ
∂Ω

(Q,−P ) · (ν1, ν2)dσ.

对⽐上下的式⼦，我们就得到了结论。

当 n = 3 时，散度定理或者 Stokes 公式被称作是 Gauss-Ostrogradsky 公式，

推论 324 (Gauss-Ostrogradsky). 如果 Ω ⊂ R3 是有界光滑带边区域，那么对任意的 R3 上的光滑

（C1）P，Q 和 R，我们有
‹
∂Ω
Pdydz +Qdxdz +Rdxdy =

ˆ
Ω

∂P

∂x
+
∂Q

∂y
+
∂R

∂z
dxdydz.

为了给出散度定理的⼏何／物理解释，我们需要研究和向量场相关的⼏何。我们要利⽤上学期

第⼆⼗五课讲的关于常微分⽅程解的存在唯⼀性定理（Cauchy-Lipschitz）：

定理 325 (Cauchy-Lipschitz). 给定完备的赋范线性空间 V（通常我们假设 V = Rn），Ω ⊂ V 是

开集，I ⊂ R 是开区间，f : Ω × I → V 是给定的连续函数（映射）。假设存在 C > 0，对任意的

t ∈ I，映射

Ω → V, x 7→ f(x, t)

是 C-Lipschitz 映射，即对任意的 x, y ∈ Ω，有如下估计

|f(x, t)− f(y, t)| ⩽ C|x− y|.

那么，对任意的（初始值）(x0, t0) ∈ Ω × I，存在 δ > 0（可能依赖于 (x0, t0)），存在唯⼀的映射

x(t) : (t0 − δ, t0 + δ) → Ω，满⾜如下的常微分⽅程： x′(t) = f(x(t), t),

x(t0) = x0.

现在考虑更⼴的⼀个场合：给定⼦流形 M ⊂ Rn 上的⼀个光滑的向量场 X（在⼤部分的应⽤

中，M = Rn 就⾜够了）。按照定义，对每个 p ∈ M，X(p) ∈ TpM。给定 p0 ∈ M，我们想找⼀条

通过 p0 曲线

γ : R →M,

使得 γ′(0) = X(p0),

γ(0) = p0.
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这样的曲线当然存在，因为这就是切向量的定义。然⽽我们还想要求在该曲线其他点处，曲线的切

向量恰好是 X 在这点处的值。

⽤常微分⽅程的语⾔来讲，我们要找如下⽅程的⼀个解：γ′(t) = X(γ(t)),

γ(0) = p0.

根据 Cauchy-Lipschitz 定理，存在 ε > 0，使得对于 t ∈ (−ε, ε)，上述⽅程有解。我们这⾥假设上述

的解对⼀切 t ∈ R 都可以定义（其参考下学期的常微分⽅程课的进⼀步讨论）。我们⾸先注意到 γ

的像是落在 M 上的：局部上，我们可以假设 M 是 f1, · · · , fn−d 的零点所定义的，其中 d = dimM，

所以，为了说明 γ(t) ∈M，只要说明对每个 i，fi(γ(t)) = 0 即可。当 t = 0 时，我们有

fi(γ(0)) = f(p0) = 0.

对 t 求导数，我们就有

fi(γ(t))
′ = ∇γ′(t)fi(γ(t)) = ∇X(γ(t))fi = 0,

最后⼀个等号是因为 X ∈ TpM，所以，我们可以选⼀条落在 M 上的曲线来计算这个⽅向导数，它

⾃然是 0。

现在假设 t0 固定，p0 在变化，也就是上⾯⽅程的初始值在变化，那么，我们就得到了映射

Φt0 : Rn → Rn, x 7→ Φt0(x),

其中，Φt0(x) 的定义如下：考虑满⾜如下条件的⽅程的唯⼀的解γ′(t) = X(γ(t)),

γ(0) = x ∈M.

我们就令 Φt(p0) = γ(t0)。

直观上来说，Φt(x) 就是 x 沿着 X 流了 t 这么长的时间所到达的点（⾄少物理学家们都采⽤

这样的说法），我们通常把 Φt(x) 被称作是 X 通过 x 点的流线。很明显，我们有

Φ0 = Id.

这是单位映射。

另外，利⽤常微分⽅程的解的存在唯⼀性定理，任意的 s, t ∈ R，我们有

Φs+t = Φs ◦ Φt ⇔ Φs+t(x) = Φs (Φt(x)) , ∀x ∈M.

证明很简单：对任意的 p0，假设 t0 是固定的。我们考虑考虑两条曲线：

γ1 : R →M, t 7→ Φt0+t(p0),

γ2 : R →M, t 7→ Φt (Φ(p0)) .
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利⽤链式法则，对每个 i，我们有

γ′i(t) = X(γi(t)).

并且当 t = 0 是，我们有 γ1(0) = γ2(0)，解的存在唯⼀性定理，我们就证明了所要的性质。特别地，

我们知道

Φt ◦ Φ−t = Id.

所以，Φt 是 M 到⾃⾝的双射。根据下个学期要学习的常微分⽅程理论（对初值的光滑依赖性），我

们还可以证明 Φt 都是微分同胚。

我们现在给出散度的⼏何／物理解释：divX 衡量了 X 的所对应的 Φt 在 t→ 0 时的体积变化

率。

引理 326. 给定 Rn 上的光滑向量场 X，假设 Φt 是上述所构造的流，那么，

d

dt

∣∣∣
t=0

det (dΦt(x)) = (divX) (x).

证明: 根据 Newton-Leibniz 公式以及 Φt 的定义，对任意的 x ∈ Rn，我们有

Φt(x) = x+

ˆ t

0
X(Φτ (x))dτ,

从⽽（Lebesgue 控制收敛保证了积分与求导数可交换），

dΦt(x) = Id+

ˆ t

0
dX(Φτ (x))dΦτ (x)dτ

= Id+ dX(x)t+O(t2).

我们上个学期已经做过关于⾏列式导数的计算。所以，我们有

d

dt

∣∣∣
t=0

det (dΦt(x)) = tr(dX)(x) = (divX) (x).

特别地，⽤积分的形式来写，我们有

det (dΦt(x)) = e
´ t
0 (divX)(Φτ (x))dτ .

根据换元积分公式，我们有

Φt∗m = e
´ t
0 div(Φτ (x))dτm

所以，divX 衡量了 Φt 局部上体积的变化。特别地，如果 divX = 0，那么 Φt 是保持体积的（保

持了 Lebesgue 测度）。
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⽤积分的语⾔来写，我们有

d

dt

∣∣∣
t=0

m(Φt(Ω)) =
d

dt

∣∣∣
t=0

ˆ
Φt(Ω)

1 dx

=
d

dt

∣∣∣
t=0

ˆ
Ω

det (dΦt)︸ ︷︷ ︸
>0,t = 0 为正

dx

=

ˆ
Ω

d

dt

∣∣∣
t=0

(
detdΦt

)
dx

=

ˆ
Ω
divXdx.

所以散度的积分是 Ω 的体积在 Φt 作⽤下瞬时的变化率。

如果我们给定⼀个区域 Ω，它是不动的，那么

d

dt

∣∣∣
t=0

ˆ
Ω
1dΦt∗m =

d

dt

∣∣∣
t=0

m(Φ−t(Ω))

= −
ˆ
Ω
divXdx.

根据 Stokes 公式，我们有
d

dt

∣∣∣
t=0

Φt∗m(Ω) =

ˆ
∂Ω
X · (−ν)dx.

上⾯左边代表瞬间有多少⾯积（质量）流⼊了 Ω，右边可以解释为（−ν 是内法向量，指向区域的

内部）通过这个边界瞬间进⼊了多少⾯积（质量）。
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50 二维的 Brouwer 不动点定理的证明，Hilbert 空间，赋范线性空间
完备性的级数判定，Fischer-Riesz 定理

⼆零⼆零年五⽉七⽇，星期四，阴天

多元微积分的应用举例：二维的 Brouwer 不动点定理

我们回顾⼀下所谓的 Green 公式：

如果 Ω ⊂ R2 是有界光滑带边区域，那么对任意的 R2 上的光滑（C1）P 和 Q，我们有
ˆ
Ω
(
∂Q

∂x
− ∂P

∂y
)dxdy =

˛
∂Ω
Pdx+Qdy.

我们现在要来证明 2 维情形的 Brouwer 不动点定理。我们⽤ D 表⽰ R2 上的单位圆盘：

D =
{
(x, y) ∈ R2

∣∣x2 + y2 ⩽ 1
}
.

它的边界是单位圆周：∂D = S1。

定理 327 (Brouwer). 假设 f : D → D 是连续映射，那么⼀定存在某个点 x ∈ D，使得 f(x) = x。

D

x

f(x)

F (x)

∂D = S1

我们⽤反正法。如若不然，那么对任意的 x ∈ D，f(x) ̸= x。考虑从 f(x) 出发的射线，它经过 x

之后，与 ∂D 恰好有⼀个交点，我们把它记作 F (x)。这样，我们就定义了映射

F : D → S1 ⊂ R2, x 7→ F (x).

这显然是连续映射（请验证）并且 F
∣∣
S1 = Id。我们做⼀个额外的假设：F : D → S1 是 C∞ 映射

（我们在⼏次课后会⽤函数逼近的技巧把连续的情况化归到这个情形）。另外，为了⽅便，我们⽤坐

标来表⽰ F：

F (x, y) = (u(x, y), v(x, y)) ∈ R2.

我们还⽤

γ : [0, 2π] → R2, ϑ→ (cosϑ, sinϑ)

来参数化 ∂D，其中，我们⽤ γ′ 表⽰其单位切向量 (− sinϑ, cosϑ)。
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证明的核⼼在于计算下⾯的积分（在下个学期学习了 de Rham 上同调理论之后，这个积分会

变得很⾃然，⽬前⼤家把这个积分的计算看做是 Stokes 公式的应⽤和练习即可），我们⽤两种⽅法

来做：

I =

˛
∂D

(u∇v − v∇u) · γ′.

⽤传统的第⼆型曲⾯积分的记法，我们还可以把它写成：

I =

˛
∂D

(uvx − vux)dx+ (uvy − vuy)dy.

为了书写⽅便，我们⽤ ux 表⽰
∂u

∂x
，诸如此类。⾸先，

I =

ˆ 2π

0
u∇γ′v − v∇γ′udϑ

=

ˆ 2π

0
x∇γ′y − y∇γ′xdϑ.

这是沿着曲线切线⽅向的⽅向导数，所以，它只和函数在曲线上的取值相关。由于在 ∂D 上⾯，我

们有 u = x，v = y，所以，我们有

I =

˛
xdy − ydx

=

ˆ
D
2dxdy

= 2π.

另外，F 的像落在 S1 上，所以，我们有

u2 + v2 = 1 ⇒

u
∂u
∂x + v ∂v∂x = 0,

u∂u∂y + v ∂v∂y = 0.

由于 (u, v) ̸= (0, 0)，所以上⾯线性⽅程系数的⾏列式为 0，即

uxvy = uyvx.

从⽽，

I =

˛
∂D

(uvx − vux)dx+ (uvy − vuy)dy

=

˛
∂D

(uvy − vuy)x − (uvx − vux)ydxdy

= 0,

其中，我们⽤到了 uxy = uyx 等。这是⽭盾的，所以，这样的 F 不存在，从⽽，Brouwer 不动点定

理得到了证明。
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Fourier 级数理论

为了学习 Fourier 级数，我们⾸先复习／学习⼏个基本的函数空间，我们下个学期的学期也会

把这⼏个空间上的分析作为重点。

⾸先回忆两个抽象的空间的概念：

a) X 为 C-线性空间，如果它配备了某个范数

∥ · ∥ : X → R⩾0,

（即对任意的 x ∈ X，∥x∥ = 0 当且仅当 x = 0；对任意的 λ ∈ C，∥λx∥ = |λ|∥x∥；对任意的

x, y ∈ X，有 ∥x+ y∥ ⩽ ∥x∥+ ∥y∥。）

我们称 (X, ∥ ·∥) 是赋范线性空间。此时，对任意的 x, y ∈ X，我们可以⽤ d(x, y) = ∥x−y∥ 作

为 X 上的距离函数，从⽽使得 X 称为距离空间。如果 X 在这个距离下是完备的（即 Cauchy
列必收敛），我们就称 (X, ∥ · ∥) 是完备赋范线性空间（也叫做 Banach 空间）。

b) X 为 C-线性空间，如果它拥有⼆次型

⟨·, ·⟩ : X ×X → C,

满⾜

1) 对任意的 µ, ν ∈ C 和 x, y, z ∈ X，我们有

⟨µx+ νy, z⟩ = µ⟨x, z⟩+ ν⟨y, z⟩.

2) 对任意的 x, y ∈ X，我们有

⟨x, y⟩ = ⟨y, x⟩.

3) 对任意的 x ∈ X，

⟨x, x⟩ ⩾ 0

并且 ⟨x, x⟩ = 0 当且仅当 x = 0。

我们就称 (X, ⟨·, ·⟩) 是内积空间，其中⼆次型 ⟨·, ·⟩ 被称作是内积。很容易验证，映射

∥ · ∥ : X → R⩾0, x 7→
√
⟨x, x⟩

是⼀个范数（由内积定义的范数），从⽽，内积空间⼀定是赋范线性空间。我们把完备的内积

空间称作是 Hilbert 空间。

注记. 我们注意到，在内积空间中，对任意的 x, y ∈ X，我们都有∣∣⟨x, y⟩∣∣ ⩽ ∥x∥∥y∥

最简单的证明就是注意到把内积限制到由 x 和 y ⽣成由有限维线性空间上也得到内积空间，从⽽

可以用有限维的结论。
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在 Lebesgue积分的理论框架下，有三个最基本的函数空间：L1(X,A, µ)，L2(X,A, µ)和 L∞(X,A, µ)。

我们现在引⼊它们的概念并证明它们的完备性。

⾸先，给定测度空间 (X,A, µ)，它上⾯的可积函数全体为 L1(X,A, µ)，这是⼀个 C-线性空间

（在 Fourier 级数的学习中，我们不得不研究在复数域中取值的函数）。我们把⼏乎处处为零的函数

记作

N =
{
f ∈ L1(X,A, µ)

∣∣f ⼏乎处处为零
}
.

这是 L1(X,A, µ) 的线性⼦空间。它的商空间我们定义为：

L1(X,A, µ) = L1(X,A, µ)/N.

从记号上⽽⾔，我们通常还是把 f ∈ L1(X,A, µ) 看作是⼀个函数：实际上，它是函数的等价类

[f ] ⊂ L1(X,A, µ)，f ∈ [f ] 是这⾥⾯的⼀个代表，也就是说如果 g ∈ L1(X,A, µ) 并且与 f ⼏乎处

处相等，那么我们就说 f = g。我们已经证明过：

∥ · ∥L1(X,A,µ) : L
1(X,A, µ) → R⩾0

是范数，我们通常称它为L1-范数。

其次，我们内积空间 L2(X,A, µ)。⾸先，我们定义

L2(X,A, µ) =
{
f : X → C

∣∣f 是可测度并且 |f |2 是可积函数
}
.

很容易验证这是⼀个 C-线性空间并且 N 是其线性⼦空间，我们定义

L2(X,A, µ) = L2(X,A, µ)/N.

我们在 L2(X,A, µ) 可以按照如下的⽅式定义内积，其中 [f ], [g] ∈ L2(X,A, µ) 是函数的等价类，f

和 g 分别是这两个等价类中的代表元：

⟨[f ], [g]⟩L2(X,A,µ) = ⟨f, g⟩L2 =

ˆ
X
f(x)g(x)dµ(x).

我们很容易看出这个定义是不依赖于等价类中的代表元的选取的并且上⾯的⼆次型是⼀个内积（逐

条验证定义即可）。此时，L2(X,A, µ) 由该内积定义的范数为

∥[f ]∥L2(X,A,µ) = ∥f∥L2 =

√ˆ
X
|f |2dµ.

特别地，根据前⾯的注，我们有所谓的 Cauchy-Schwarz 不等式：∣∣∣ ˆ
X
fgdµ

∣∣∣ ⩽ ∥f∥L2∥g∥L2 .

最后，我们定义赋范线性空间 L∞(X,A, µ)。⾸先，令

L∞(X,A, µ) =
{
f : X → C

∣∣存在 M ∈ R⩾0，使得 |f(x)| ⩽M ⼏乎处处成⽴
}
.

588



很容易验证这是 C-线性空间并且 N 是其线性⼦空间，我们定义

L∞(X,A, µ) = L∞(X,A, µ)/N.

我们在 L∞(X,A, µ) 定义范数 ∥ · ∥L∞，其中，[f ] ∈ L∞(X,A, µ) 是函数的等价类⽽ f 是其代表元：

∥[f ]∥L∞(X,A,µ) = ∥f∥L∞ = inf
M∈R⩾0,

|f(x)|⩽M⼏乎处处

M.

为了证明上述空间都是完备的，我们需要⼀个技术性引理：

引理 328. （完备性的级数判定）假设 (X, ∥ · ∥) 是赋范线性空间，那么，我们有

1) 如果 (X, ∥ · ∥) 是完备的，那么绝对收敛的级数⼀定收敛，即给定级数
∞∑
i=1

xi，其中 xi ∈ X，

如果
∞∑
i=1

∥xi∥ <∞,

那么部分和
∑
i⩽n

xi 在 X 中收敛（我们把它的极限记作
∞∑
i=1

xi）。

2) 如果每个绝对收敛的级数均收敛，那么 (X, ∥ · ∥) 是完备的。

证明: 1) 是平凡的：如果令 Sn =
∑
i⩽n

xi，那么，对任意的 n ⩾ m，我们有

∥Sn − Sm∥ ⩽
n∑

k=m+1

∥xk∥.

根据
∞∑
i=1

∥xi∥ 收敛，我们知道对任意的 ε > 0，存在 N ⩾ 1，使得当 n ⩾ m ⩾ N 时，我们有

n∑
k=m+1

∥xk∥ < ε.

所以，{Sn}n⩾1 是 X 中的 Cauchy 列，从⽽收敛。

为证明 2)，我们取 Cauchy 列 {xi}i⩾1 ⊂ X。根据 Cauchy 列的定义，对每个 p ∈ Zp⩾1，存在

正整数 Np，使得当 i, j ≥ Np 时，我们有

∥xi − xj∥ ⩽ 2−p.

从⽽，我们考虑级数
∞∑
p=1

(xNp − xNp−1)，按照指标 Np 的选取⽅式，这是⼀个绝对收敛的级数，从

⽽它收敛。另外，它所对应的部分和为(
xNp − xNp−1

)
+
(
xNp−1 − xNp−2

)
+ · · ·+

(
xN1 − xN0

)
= xNp − xN0 ,

这表明 {xi}i⩾1 的⼦列 {xNi}i⩾1 收敛。我们知道如果 Cauchy 列的⼦列收敛，Cauchy 列本⾝就收

敛，证毕。
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我们先证明 L1 空间的完备性：

定理 329 (Fischer-Riesz). 对任意的测度空间 (X,A, µ)，L1(X,A, µ) 是完备的赋范线性空间。

证明: 根据上述引理，只须证明绝对收敛的级数
∞∑
i=1

fi 是收敛的，其中 fi ∈ L1(X,A, µ)。为此，我

们⾸先定义函数（的等价类）

F : X → C, x 7→ F (x) =

∞∑
i=1

|fi(x)|.

这显然是良好定义的函数（除去⼀个零测集）。根据 Beppo Levi 定理，我们有

ˆ
X
F (x)dµ =

∞∑
i=1

ˆ
X
|fi(x)|dµ

=

∞∑
i=1

∥fi∥L1 <∞.

特别地，我们有 µ(F−1(+∞)) = 0。对任意的 x /∈ F−1(+∞)，从⽽对⼏乎处处的 x ∈ X，我们定

义 f(x) ∈ C：

f(x) = lim
N→∞

N∑
i=1

fi(x).

我们将运⽤ Lebesgue 控制收敛定理，其中我们把 F (x) 作为控制函数。由于对⼏乎处处的 x，我们

有
N∑
i=1

fi(x) → f(x)。Lebesgue 控制收敛定理表明：

lim
N→∞

∥
N∑
i=1

fi(x)− f(x)∥L1 =

ˆ
X
|
N∑
i=1

fi(x)− f(x)|dµ = 0.

这说明，
∑N

i=1 fi(x) 在 ∥ · ∥L1 所定义的距离下收敛到 f(x)，根据前⼀个引理，L1(X,A, µ) 是完备

的。

Fischer-Riesz 定理的证明还可以给出⼀个很有意义的推论：

推论 330. 给定 L1(X,A, µ) 中的函数序列 {fi}i⩾1，我们假设它们在 L1 范数下收敛到 f，即

fi
L1(X,A,µ)−→ f, i→ ∞.

那么，存在⼦函数序列 {fip}p⩾1，使得对⼏乎处处的 x ∈ X，我们都有

lim
p→∞

fip(x) = f(x)

证明: 通过选取⼦序列，我们不妨假设 f0 ≡ 0 并且对任意的 n ⩾ 1，我们都有

∥fn − fn+1∥L1 ⩽ 2−n−1.
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所以，我们可以把 fn 写成：

fn = (f1 − f0) + (f2 − f1) + · · ·+ (fn − fn−1)

这表明 fn 可视为是 L1(X,A, µ) 中某个绝对收敛的级数的部分和，前⼀证明的过程表明除⼀个零

测集外，fn 逐点收敛到 f。
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51 偶数维球面上的切向量场，L2 与 L∞ 的完备性，连续线性算子，线性

映射的延拓，卷积与函数逼近

⼆零⼆零年五⽉九⽇，星期六，阴天

多元微积分的应用举例：偶数维球面上的切向量场

考虑 Rn 中的单位球⾯

Sn−1 =
{
(x1, · · · , xn) ∈ Rn

∣∣x21 + · · ·+ x2n = 1
}
.

如果 n− 1 = 2k − 1 是偶数，在点 (x1, x2, · · · , x2k−1, x2k) ∈ Sn−1 处，我们指定向量

v(x1, · · · , x2k) = (−x2, x1, · · · ,−x2k, x2k−1).

这是 S2k−1 的⼀个单位切向量。当 (x1, x2, · · · , x2k−1, x2k) ∈ Sn−1 变动的时候，我们就得到了 S2k−1

上的⼀个处处⾮零的光滑向量场。我们现在证明：

定理 331. 在 S2k 上不存在处处非零的光滑向量场，其中 k ⩾ 1。

假设 Ω ⊂ Rn 是⼀个有界开集并且 V 是 Ω 上的⼀个有界的光滑向量场，我们假设 dV 是有界

的（把 V 看成映射）。我们现在定义光滑映射

Φt : Ω → Rn, x 7→ x+ tV (x).

它在 x 处的微分为

dΦ(x) = Id+ tdV (x).

所以，当 t ⾜够⼩时，dΦ(x) 可逆，从⽽，Φt 是局部微分同胚（反函数定理）。另外，对任意的

x, y ∈ Ω，我们有

|x− y| = |Φt(x)− Φt(y)− t(V (x)− V (y))|

⩽ |Φt(x)− Φt(y)|+ t|V (x)− V (y)|

⩽ |Φt(x)− Φt(y)|+ tM |x− y|.

其中，我们⽤了 dV 的有界性，从⽽ |V (x)− V (y)| ⩽M |x− y|。所以，当 t < (2M)−1 时，我们有

|Φt(x)− Φt(y)| ⩾
1

2
|x− y|.

这表明 Φt 是单射，所以当 t ⾜够⼩的时，映射

Φt : Ω → Φt(Ω), x 7→ x+ tV (x).
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是微分同胚。特别地，我们可以⽤换元积分公式计算 Φt(Ω) 的体积：

m(Φt(Ω)) =

ˆ
Ω
|det(I+ t

(
∂Vi
∂xj

)
|dx.

将⾏列展开，我们发现，这是关于 t 的⼀个次数不超过 n 的多项式。

我们现在⽤反正法证明这个定理：如若不然，我们假设 X(x) 是 Sn−1 上的⼀个处处⾮零的光

滑向量场，其中 n− 1 = 2k。通过考虑
X(x)

|X(x)|
这个向量场，我们不妨假设 V 在每个点处都是单位

长度的。令

Ω =
{
(x1, · · · , xn) ∈ Rn

∣∣1
2
< x21 + · · ·+ x2n < 2

}
.

那么，

Ω =
∪

1
2
<r<2

Sr =
∪

1
2
<r<2

(rSn−1).

我们定义 Ω 上的向量场为

V (x) = |x|X
(
x

|x|

)
对任意的 r，我们知道 Φt(Sr) ⊂

√
1 + t2Sr，所以，当 r ⾜够⼩的时候，Φt 将 Ω 映射成了

Φt(Ω) =
{
(x1, · · · , xn) ∈ Rn

∣∣1
2
t
√
1 + t2 < x21 + · · ·+ x2n < 2t

√
1 + t2

}
.

那么，根据 Lebesgue 测度在伸缩变换下的性质，我们有

m(Φt(Ω)) = (1 + t2)
2k+1

2 m(Ω)

这不是 t 的多项式，⽭盾。

函数空间的完备性：继续

定理 332. 对任意的测度空间 (X,A, µ)，L2(X,A, µ) 是 Hilbert 空间。

证明: 根据之前的引理，我们只需要证明绝对收敛的级数
∞∑
i=1

fi 在 L2(X,A, µ) 中收敛即可，其中

fi ∈ L2(X,A, µ)。仿照 Fischer-Riesz 定理，我们定义

SN (x) =
N∑
i=1

fi(x), |S|N (x) =
N∑
i=1

|fi(x)|,

并令

F (x) =
(

lim
N→∞

|S|N )2 =
( ∞∑
i=1

|fi(x)|
)2
.
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根据 Fubini 定理和 Cauchy-Schwarz 不等式，我们有

ˆ
X
|F | =

ˆ
X

∞∑
i=1

∞∑
j=1

|fi(x)||fj(x)|dµ(x)

=

∞∑
i=1

∞∑
j=1

ˆ
X
|fi(x)||fj(x)|dµ(x)

⩽
∞∑
i=1

∞∑
j=1

∥fi∥L2∥fj∥L2

=
( ∞∑
i=1

∥fi(x)∥L2

)2
<∞.

所以，F 是可积函数（显然可测）并且 A = F−1(+∞) 是零测集。根据 F 的定义，当 x /∈ A 时，

|S|N (x) 收敛到
√
F (x)，从⽽存在 S(x)，使得当 x /∈ A 时，我们有 lim

N→∞
SN (x) = S(x)，即

∞∑
i=1

fi(x) = S(x), x /∈ A.

我们现在选取 4F (x) 作为控制函数：

|SN (x)− S(x)|2 ⩽ 2|SN (x)|2 + 2|S(x)|2 ⩽ 4F (x).

由于 lim
N→∞

∣∣SN (x)− f(x)
∣∣2 = 0（⼏乎处处），根据 Lebesgue 控制收敛定理，我们有

lim
N→∞

ˆ
X
|SN (x)− S(x)|2dµ(x) = 0.

这就完成了证明。

推论 333. 给定 L2(X,A, µ) 中的函数序列 {fi}i⩾1，我们假设它们在 L2 范数下收敛到 f，即

fi
L2(X,A,µ)−→ f, i→ ∞.

那么，存在⼦函数序列 {fip}p⩾1，使得对⼏乎处处的 x ∈ X，我们都有

lim
p→∞

fip(x) = f(x)

我们把推论的证明留成作业。

定理 334. 对任意的测度空间 (X,A, µ)，L∞(X,A, µ) 是完备的。

证明: 对于 L∞(X,A, µ) 中的 Cauchy 列 {fi}i⩾1，我们定义

Aij =
{
x ∈ X

∣∣|fi(x)− fj(x)| > ∥fi − fj∥L∞
}
.
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按定义，这是⼀个零测集，所以 A =

∞∪
i,j=1

Aij 是零测集。对于 x /∈ A，{fi(x)}i=1,2,··· 为 Cauchy 列：

|fi(x)− fj(x)| ⩽ ∥fi − fj∥L∞ → 0.

从⽽，存在 f(x) ∈ C，使得 lim
n→∞

fn(x) = f(x)，所以函数

f : X → C

⼏乎处处有定义。对任意的 ε > 0，存在正整数 N，使得当 i, j ⩾ N 时，我们有

∥fi − f∥L∞ < ε.

所以，对任意的 x /∈ A，我们有

|fi(x)− fj(x)| ⩽ ∥fi − fj∥L∞ < ε.

令 j → ∞，所以对任意的 i ⩾ N，我们都有

|fi(x)− f(x)| ⩽ ε, x /∈ A.

这表明 {fi}i⩾1 在 L∞ 范数下收敛到 f。

注记.（重要：在不同的意义下收敛）给定⼀个函数列 {fi}i⩾1，在我们谈论它收敛到某个函数 f 时，

⼀定要事先界定用的哪个范数。不同的范数可能给出不同的结论，比如说，函数列

fn(x) =


1
n , 0 ⩽ x ⩽ 1

n ,

0, 1
n < x ⩽ 1

它在 L2([0, 1]) 上收敛到 0，在 L1([0, 1]) 上不收敛。

另外，如果 X 是有限维赋范线性空间，X 上任意范数定义出的收敛性都是等价的。

我们将在作业中证明上⾯的论断。

最后，我们讨论所谓的（赋范线性空间之间）连续线性映射。

引理 335. 给定赋范线性空间 (E, ∥ · ∥E)，(F, ∥ · ∥F ) 和它们之间的（C-）线性映射 L : E → F。那

么，如下三个论断是等价的：

1) L 在 0 ∈ E 处连续；

2) L 是连续的；

3) L 是有界，即存在 C > 0，对每个 e ∈ E，我们都有

∥L(e)∥F ⩽ C∥e∥E .
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证明: 2)⇒1) 是显然；为了说明 3) ⇒ 2)，对任意的 e ∈ E，以及 x ∈ E，我们有

dF ((L(x), L(e)) = ∥L(x)− L(e)∥F = ∥L(x− e)∥F

⩽ C∥x− e∥E = C∥x− e∥E = dE(x, e).

所以，当 x→ e 时，我们有 L(x) → L(e)，从⽽，2) 成⽴。

现在证明 1) ⇒ 3)。由连续性，对于 ε = 1，存在 δ > 0，当 ∥e∥E ⩽ δ 时，我们有 ∥L(e)∥F < 1。

那么，对任意的 e ∈ E，我们有

∥T
( δe

∥e∥E
)
∥F ⩽ 1.

我们选取 C = δ−1 即可。

注记. 这个命题说的是连续线性映射⼀定是有界线性映射，我们之后对这两个名词不加区分。

推论 336 (线性映射的延拓). 给定赋范线性空间 (E, ∥ ·∥E)，(E′, ∥ ·∥E′) 和 (F, ∥ ·∥F )，其中 E′ ⊂ E

为线性⼦空间且其范数为诱导范数，即对任意的 e′ ∈ E，我们有

∥e′∥E′ = ∥e′∥E .

假设 E′ 在 E 中是稠密的。
E E

F

ι

L′ L

如果存在连续线性映射 L′ : E′ → F，那么存在唯⼀的连续线性映射 L : E → F，使得 L
∣∣
E′ = L′。

证明: 唯⼀性：对任意的 e ∈ E，根据稠密性，我们可以选取 {e′i}i⩾1 ⊂ E′，使得

lim
i→∞

e′i = e.

所以，

L(e) = lim
i→∞

L(e′i) = lim
i→∞

L′(e′i)

是被唯⼀决定的。反之，对任意的 e，我们任取 {e′i}i⩾1 ⊂ E′，使得 lim
i→∞

e′i = e，我们就定义

L(e) := lim
i→∞

L′(e′i)

为了说明这是良好定义的，假设 {e′′i }i⩾1 ⊂ E′，使得 lim
i→∞

e′′i = e，我们只要说明

lim
i→∞

L′(e′i) = lim
i→∞

L′(e′′i )

即可。这因为

∥L′(e′i)− L′(e′′i )∥F = ∥L′(e′i − e′′i )∥F ⩽ ∥e′i − e′′i ∥E .

所以， lim
i→∞

∥L′(e′i)− L′(e′′i )∥F = 0，从⽽，L 是良好定义的。上⾯的计算还表明

∥L(e)∥F = lim
i→∞

∥L′(e′i)∥F ⩽ lim
i→∞

C∥e′i∥E = C∥e∥E .

这说明 L 是连续线性映射。
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注记. 这个不起眼的定理是贯穿分析学始终的想法：研究⼀个连续函数我们只需要搞清楚它在有理

数（或者其他稠密⼦集）上的取值即可。从此往后，为了构造赋范线性空间之间的连续线性映射，我

们只需要在稠密的⼦空间上面构造即可。我们会证明，很多函数空间都包含光滑函数作为⼦空间，

所以，为了定义好的连续线性算⼦，我们只要对光滑函数进⾏构造即可。

函数的逼近

定理 337. 给定测度空间 (X,A, µ)，我们仍然用 E(X) 表示简单函数所构成的线性空间（这是阶梯

函数的商掉 N 的商空间）。那么，E(X) 是 Lp(X,A, µ) 的稠密⼦空间，其中 p = 1 或者 2。

注记. 对于 p = ∞ 也有类似的结果，然⽽，我们要指出，此时它依赖于我们对于阶梯函数的定义，

即是否容许测度为 ∞ 的集合的示性函数作为简单函数。这些都是概念上的腾挪，没有太多的意思，

所以我们忽略掉这个情况。

证明: ⾸先，对 L1(X,A, µ) 来证明这个结论。任意选取 f ∈ L1(X,A, µ)，我们分情况讨论：

1) 如果 f 是正函数，那么存在上升的简单函数列 {fi}i⩾1，它逐点地收敛到 f，从⽽

∥fi − f∥L1 =

ˆ
X
f(x)− fi(x)dµ→ 0.

2) 如果 f 是实值函数，我们将它写成正函数的差：

f = f+ − f−.

我们可以选取简单函数序列 {fi,+}i⩾1 和 {fi,−}i⩾1，使得

lim
i→∞

∥fi,± − f±∥L1 = 0.

从⽽，

lim
i→∞

∥(fi,+ − fi,−)− f∥L1 ⩽ lim
i→∞

∥fi,+ − f+∥L1 + lim
i→∞

∥fi,− − f−∥L1 = 0.

这就给出了 f 的逼近。

3) 如果 f 是复值函数，我们可以类似地将它写成实部和虚部来逼近。

其次，我们对 L2(X,A, µ) 来证明这个结论。我们仍然先处理 f ∈ L2(X,A, µ) 是正函数的情

形，此时，我们知道 f2 是可积函数，所以我们选取上升的简单函数列 {Fi}i⩾1，它逐点地收敛到

f2，我们令 fi =
√
Fi。我们考虑函数序列 {|fi − f |2}i⩾1，很明显，这个序列逐点地收敛到 0。我们

可以⽤ 4|f |2 作为控制函数（因为 fi(x) ⩽ f(x)）：

|fi(x)− f(x)|2 ⩽ 4|f |2.

根据 Lebesgue 控制收敛定理，我们有ˆ
X
|fi(x)− f(x)|2dµ→ 0.
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即

lim
i→∞

∥fi − f∥L2 = 0.

这就给出了这种情形的证明。如果 f 是实值函数或者复值函数，我们把它拆成正函数的和然后利⽤

线性即可。

根据积分的定义，⽤简单函数来逼近 Lp 中的函数算是理所当然的事情，我们现在要⽤光滑函

数来逼近 Lp(Rn) 中的函数。为此，我们要引⼊所谓的卷积的概念。之后在不加说明的情况下，我

们都⽤ Lebesgue 测度。

任意给定 f, g ∈ L1(Rn)，根据 Fubini 定理，我们有
ˆ
Rn×Rn

|f(x− y)||g(y)|dxdy =

(ˆ
Rn

|f |dx
)
·
(ˆ

Rn

|g|dx
)

= ∥f∥L1∥g∥L1 .

这表明函数

(x, y) 7→ |f(x− y)||g(y)|

是 Rn×Rn 上的可积函数。特别地，利⽤ Fubini 定理（正函数版本）的结论，对⼏乎处处的 x ∈ Rn，
关于 y ∈ Rn 的函数

y 7→ f(x− y)g(y)

是可积的，这⾥可积是对 dy ⽽⾔的，我们将 x 视作是固定的。所以，对⼏乎处处的 x ∈ Rn，函数

f ∗ g : Rn → C, x 7→ (f ∗ g)(x) =
ˆ
Rn

f(x− y)g(y)dy,

是良好定义的并且是 Lebesgue 可积的（对测度 dx），我们称 f ∗ g 是 f 和 g 的卷积。

注记. 还有⼀种观点来看卷积：在每个点处用 g 做为权函数，对 f 进⾏平均。比如说 g(x) =
1

|B1|
1B1，

这是单位球的示性函数并乘了正确的因⼦，那么

f ∗ g(x) = 1

|B1|

ˆ
B1

f(x− y)dy.

这就是 f 在每个点 x 处以此点为中⼼以 1 为半径的球内做平均。

另外，Fubini 定理表明ˆ
Rn

|f ∗ g| ⩽
( ˆ

Rn

|f |dx
)( ˆ

Rn

|g|dy
)
, ⇒ ∥f ∗ g∥L1 ⩽ ∥f∥L1∥g∥L1 .

这说明

L1(Rn)× L1(Rn) ∗−→ L1(Rn).

这给出了 L1(Rn) 上⾯⼀个新的乘法结构。这个乘法结构⽤到了 Rn 上的群结构。我们将在作业中证

明，L1(Rn) 上卷积没有单位元，也就是说不存在某个函数 e ∈ L1(Rn)，使得对任意的 f ∈ L1(Rn)，
我们都有 e ∗ f = f。我们将在作业中证明这个结论。我们在下个学期课程的开始能够更好的理解

L1(Rn) 上卷积没有单位元的原因（它的单位元⽣活在更⼤的空间⾥）。

我们现在证明，卷积满⾜交换律和结合律：
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引理 338. 假设 f, g, h ∈ L1(Rn)，那么，我们有

1) 乘法交换律：对于⼏乎处处的 x ∈ Rn，都有

(f ∗ g)(x) = (g ∗ f)(x).

（从⽽这两个函数在 L1(Rn) 中对应着同⼀个函数）

2) 乘法结合律：对于⼏乎处处的 x ∈ Rn，都有(
(f ∗ g) ∗ h

)
(x) =

(
f ∗ (g ∗ h)

)
(x).

证明: 先证明交换律，根据换元积分公式，我们有

(f ∗ g)(x) =
ˆ
Rn

f(x− y)g(y)dy

=

ˆ
Rn

f(z)g(x− z)dy

= (g ∗ f)(x).

其中，我们令 z = x− y。现在证明结合律，根据 Fubini 定理（很明显，取绝对值之后所出现的函

数仍然可积），我们有(
(f ∗ g) ∗ h

)
(x) =

ˆ
Rn

(ˆ
Rn

f((x− z)− y)g(y)dy

)
h(z)dz

=

ˆ
Rn×Rn

f(x− z − y)g(y)h(z)dydz

=

ˆ
Rn×Rn

f(x− t)g(y)h(t− y)dydt.

其中，我们做了坐标替换 t = y + z。所以，再次利⽤ Fubini 定理，我们得到(
(f ∗ g) ∗ h

)
(x) =

ˆ
Rn

f(x− t)

(ˆ
Rn

g(y)h(t− y)dy

)
dt

= f ∗ (g ∗ h)(x).

这就完成了证明。

另外，对于其它的 Lp 空间，我们有

引理 339. 对于 p = 2 或 ∞，我们有

L1(Rn)× Lp(Rn) ∗−→ Lp(Rn),

即若 f ∈ L1(Rn)，g ∈ Lp(Rn)，那么

(f ∗ g)(x) =
ˆ
Rn

f(x− y)g(y)dy

在 Lp(Rn) 中是良好定义的（⼏乎处处）。特别地，我们有

∥f ∗ g∥Lp ⩽ ∥f∥L1∥g∥Lp .

599



证明: 对于 g ∈ L∞(Rn)，我们有

|(f ∗ g)(x)| =
∣∣∣∣ˆ

Rn

f(x− y)g(y)dy

∣∣∣∣
⩽
ˆ
Rn

|f(x− y)||g(y)|dy

⩽ ∥g∥L∞

ˆ
Rn

|f(x− y)|dy

= ∥f∥L1∥g∥L∞ .

所以命题成⽴。

对于 g ∈ L2(Rn)，我们有考虑正函数

F : Rn → R⩾0, x 7→
ˆ
Rn

|f(x− y)||g(y)|dy.

根据 Fubini 定理，我们有
ˆ
Rn

|F (x)|2 =
ˆ
Rn

(ˆ
Rn

|f(x− y)||g(y)|dy
ˆ
Rn

|f(x− z)||g(z)|dz
)
dx

=

ˆ
R3n

|f(x− y)||g(y)||f(x− z)||g(z)|dxdydz

=

ˆ
R2n

(ˆ
Rn

|f(x− y)||f(x− z)|dx
)
|g(y)||g(z)|dydz

⩽
ˆ
R2n

(ˆ
Rn

|f(x− y)|2dx
) 1

2
(ˆ

Rn

|f(x− z)|2dx
) 1

2

|g(y)||g(z)|dydz

= ∥f∥2L2

ˆ
R2n

|g(y)||g(z)|dydz

= ∥f∥2L2

ˆ
Rn

|g(y)|dy
ˆ
Rn

|g(z)|dz.

从⽽，
ˆ
Rn

|F (x)|2 ⩽ ∥f∥2L2∥g∥2L1 .

这表明，|F (x)|2 是 L1 函数，从⽽⼏乎处处有定义，所以，函数

x 7→ f ∗ g(x) =
ˆ
Rn

f(x− y)g(y)dy

也⼏乎处处有定义，上⾯的不等式⾃然表明

∥f ∗ g∥2L2 ⩽ ∥f∥2L1∥g∥2L2 .

开⽅之后就证明了命题。

我们需要说⼀下光滑的这个情形是每个点都有定义的。

利⽤ Lebesgue 控制收敛定义，我们可以说明与光滑函数做卷积可以提升函数的正则性：
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引理 340. 我们用 D(Rn) = C∞
0 (Rn) 表示所有 Rn 上的光滑并且支集是紧集的函数。

如果 φ ∈ C∞
0 (Rn)，g ∈ Lp(Rn)，其中，p = 1, 2 或者 ∞，那么 φ ∗ g ∈ Lp(Rn) ∩ C∞(Rn)。

证明: 给定 g ∈ Lp(Rn)，只需要证明，对任意的 φ ∈ C∞
0 (Rn)，φ ∗ g ∈ C1(Rn) 并且对任意的 i ⩽ n，

我们有
∂(φ ∗ g)
∂xi

=

ˆ
Rn

∂φ

∂xi
(x− y)g(y)dy

即可：因为我们可以继续⽤
∂φ

∂xi
代替 φ 继续求导数，从⽽对任意的多重指标 α，我们有

∂α(φ ∗ g) = (∂αφ) ∗ g.

我们只对 p = 1 的情形进⾏证明，其它情况留作作业。由于∣∣∣∣ ∂φ∂xi ((x− y)g(y))

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣ ∂φ∂xi (x− y)g(y)

∣∣∣∣
⩽M |g(y)|,

其中，由于
∂φ

∂xi
也是有紧⽀集的光滑函数，所有存在 M，对任意的 x ∈ Rn，我们都有

∣∣∣ ∂φ
∂xi

∣∣∣ ⩽M。

此时，我们可以⽤ Lebesgue 控制收敛定理的第⼆个推论（对含参数积分的求导公式）来直接推出

上⾯的结论。

注记. 在 φ ∈ C∞
0 (Rn) 这种情形下，我们知道存在 A，使得对任意的 x ∈ Rn，|φ(x)| ⩽ A。所以，

φ ∗ g(x) =
ˆ
Rn

φ(x− y)g(y)dy

在任意⼀个点 x 处都有的定义，这是因为 |φ(x − y)g(y)| ⩽ A|g(y)| 是可积函数，我们不需要用

Fubini 定理的结论来说明 φ ∗ g(x) 的存在性了。
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51.1 作业：Stokes 公式的应用

清华大学 19-20 春季学期，数学分析二，作业 9

请⽤ A4 ⼤⼩的纸张正反面⽤钢笔，签字笔或者圆珠笔书写，并注明⾃⼰的姓名，年级和

作业的总页数。除定理公式所涉及的⼈名之外，请使⽤中文。本次作业的提交时间和地点

为 2 月 92 日上午的课堂上，逾期视作零分。

课堂补充

A1) 证明向量场的导数公式：假设 X,Y 是 R3 上的光滑向量场，φ 是 R3 上实值光滑函数，那么，

∇× (∇φ) = 0, ∇ · (∇×X) = 0, △φ = ∇ · (∇φ),

∇× (φX) = φ(∇×X) +∇φ×X,

∇ · (X × Y ) = (∇×X) · Y − (∇× Y ) ·X,

∇× (X × Y ) = X(∇ · Y )− Y (∇ ·X) + (Y · ∇)X − (X · ∇)Y.

A2)（三维梯度、散度的⼏何定义）假设 X,Y 是 R3 上的光滑向量场，φ 是 R3 上的光滑实值函数，

Bε(x) 为以 x ∈ R3 为球⼼以 ε > 0 为半径的球。

1. 证明，

∇φ(x) = lim
ε→0

1

m(Bε(x))

ˆ
∂Bε(x)

φ · ν dσ.

2. 证明，

div(X) = lim
ε→0

1

m(Bε(x))

ˆ
∂Bε(x)

X · ν dσ.

A3)（⼆维旋度的⼏何定义）Dε(x) 表⽰以 x ∈ R2 为圆⼼以 ε > 0 为半径的圆盘，我们⽤ ν 表⽰

其边界的单位法向量场。证明，

curl(X) = lim
ε→0

1

σ(Dε)

˛
γ
X · dγ

A4) 令 Ω 为 R3 中的有界光滑带边区域，]ν 为 ∂Σ 的单位外法向量。对于任意的 R3 中的光滑函

数 f，证明， ˆ
Ω
△f dxdydz =

ˆ
∂Ω

∇νf dσ.

Stokes 公式相关问题

B1)（物理问题中，根据定义，我们写下⼀切都有定义）假设⼀个粒⼦ P 从 A 点运动到 B 点，它

的的运动轨迹（Rn 中）由参数曲线

γ : [a, b] → Rn
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给出，其中 γ(a) = A，γ(b) = B。粒⼦受到的⼒由向量场 F (γ(t)) 给出，那么我们定义粒⼦

P 在路径 γ 上做的功由第⼆型曲线积分
ˆ
γ
F · dγ

给出。

(a) 证明，做功与路径保定向的参数化⽆关，即若

τ : [a, b] → [τ(a), τ(b)]

是光滑函数并且对任意的 t ∈ [a, b]，都有 τ ′(t) > 0，那么

ˆ
γ
F · dγ =

ˆ
γ̃
F · dγ̃

(
=

ˆ τ(b)

τ(a)
F (γ̃(τ)) · dγ̃

dτ
dτ

)

其中

γ̃ = γ ◦ τ−1 : [τ(a), τ(b)] → Rn.

(b) 假设 n = 2，我们给定 R2 − {(0, 0)} 上⼀个⼒场

F (x, y) = (− y

x2 + y2
,

x

x2 + y2
).

试计算 F 分别沿路径 γ1 和 γ2 所做的功，其中

γ1 : [0, 2π] → R2 − {(0, 0)}, t 7→ (cos t, sin t),

γ2 : [0, 2π] → R2 − {(0, 0)}, t 7→ (2 + cos t, sin t).

(c) 假设

f : (0,+∞) → R

是光滑函数，对于 x ∈ R3，我们定义 R3 − {(0, 0, 0)} 上的⼀个有⼼⼒场：

F : R3 − {(0, 0, 0)} → R, x 7→ f(|x|)x.

任意给定光滑曲线

γ : [0, 1] → R3 − {(0, 0, 0)}

试计算 F 沿 γ 做的功。

B2) F 是区域 U ⊂ Rn 上的光滑向量场（⼒场），如果存在函数 P ∈ C∞(U) ，使得 F = −∇P，

我们就称 F 是保守的并把 P 称为 F 的势函数。
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(a) 证明，保守⼒做的功只依赖于路径的起点和终点⽽与路径的选取⽆关，即若 F = −∇P ,
并且 γi : [a, b] → Rn 和 γ2 : [a, b] → Rn 是光滑曲线，满⾜ γ1(a) = γ2(a), γ1(b) = γ2(b)，

那么 ˆ
γ1

F · dγ1 =
ˆ
γ2

F · dγ2.

(b) 证明，如果 F = −∇P 是保守⼒，质点的运动满⾜ Newton 第⼆定律

mẍ(t) = F (x(t)),

其中，ẍ 代表两次导数，m 是常数，代表粒⼦的质量，那么质点运动满⾜能量守恒，即

动能与势能之和为常数:

E(t) =
1

2
m|ẋ|2 +Φ(x(t)) = E(t0).

(c) 如果 X 是保守的，那么 X 是⽆旋的，即其旋度 ∇∧X = 0。

(d)（重要）给定 Rn 上的光滑向量场 F。如果沿任意的光滑不⾃交的闭曲线

γ : [a, b] → Rn

（不⾃交指的是 γ 是单射，闭指的是 γ(a) = γ(b)）上的环量˛
γ
F · dγ = 0,

证明，那么 F 是保守的。

B3) Ω ⊂ R2 是有界光滑带边区域，它的边界 γ = ∂Ω 是光滑的闭曲线，ν 是 γ 的单位外法向量。

(a) 证明，对任意常值向量 v ∈ R2，我们有ˆ
γ
⟨v, ν⟩dσ = 0

(b) 试计算积分 ˆ
γ
xν1 + yν2 dσ

其中 ν = (ν1, ν2)。

B5) (a) 假设空间 R3 有 N 个点电荷，它们的位置和电量分别为 xi ∈ R3 和 qi ∈ R, 其中

i = 1, · · · , N。根据 Coulomb 定律，它们在 x ∈ R3 处产⽣的电场（向量场）为

E(x) =
N∑
i=1

qi
4πε0

x− xi
|x− xi|3

,

其中 ε0 > 0 是介电常数。试证明 Gauss 定律：Ω ⊂ R3 是有界光滑带边区域，那么‹
∂Ω
E · dσ⃗ =

Q

ε0
,

其中 Q =
N∑
i=1

qi 是 Ω 内的总电荷并且我们假设对任意的 i，xi ∈ Ω̊。
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(b) 假设 ρ ∈ C∞(R3,R) 是电荷密度函数，根据 Coulomb 定律，它在 x ∈ R3 处产⽣的电场

（向量场）为（如果可积的话）

E(x) =
1

4πε0

ˆ
R3

ρ(y)(x− y)

|x− y|3
dy.

试证明 Gauss 定律：如果 Ω ⊂ R3 是有界光滑带边区域，suppρ ∈ Ω̊，那么‹
∂Ω
E · dσ⃗ =

Q

ε0
,

其中 Q =

ˆ
Ω
ρ(x)dx 是 Ω 内的总电荷。

(c) 证明，如果电荷密度函数 ρ ∈ C∞
0 (R3) 是具有紧⽀集的光滑函数，那么静电场

E(x) =
1

4πε0

ˆ
R3

ρ(y)(x− y)

|x− y|3
dy

是⽆旋的，即 ∇× E = 0。

B6) (a)（只⽤区域边界的信息来计算区域的⾯积）假设光滑闭曲线

γ : [a, b] → R2, t 7→ (x(t), y(t))

是有界光滑带边区域 Ω ⊂ R2 的边界。证明，Ω 的⾯积有如下表达式:

m(Ω) =
1

2

ˆ b

a

∣∣∣∣∣det
(

x y

x′(t) y′(t)

)∣∣∣∣∣ dt
(b) 计算下列曲线围成的⾯积

(1) 星形线 (a cos3 t, a sin3 t), t ∈ [0, 2π];

(2) 双纽线 (x2 + y2)2 = a2(x2 − y2) (提⽰: 令 y = x tanφ);

(3)
(x
a

)2n+1
+
(y
b

)2n+1
= c

(x
a

)n (y
b

)n
, 其中 a, b, c > 0, n ∈ Z⩾1.

(c) 求环⾯ ((b+ a cos θ) cosφ, (b+ a cos θ) sinφ, a sin θ) 所围成区域的体积，其中 0 < a ⩽ b

是给定的，参数 θ, φ ∈ [0, 2π]。

位势方程的基本解

我们研究 R3 位势⽅程。我⽤ x ∈ R3 表⽰空间中的⼀个点，令 r = |x|，S2 表⽰ R3 中的单位

球⾯，dσ 为 S2 上的⼦流形测度。

C1) 证明，如果 φ(x) 是 R3 上光滑的有紧⽀集的函数，那么
ˆ
R3

φ(x)dx =

ˆ +∞

0
r2
( ˆ

S2

φ(rϑ)dσ
)
dr.

其中，我们⽤ ϑ ∈ S2 来表⽰ S2 上的⼀个点（ϑ 是单位长的向量，所以 rϑ 是 R3 中的⼀个

点）。
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C2) 我们定义 R3 上的函数

E(x) = − 1

4π|x|
,

其中在原点处，我们可以任意定义 E(0)（⽐如说等于零。在后⾯的运算中，⼀个零测集的值

将不会对问题有影响）。

证明，对任意的 R > 0，E 在 B(R) 上是 Lebesgue 可积的，其中 B(R) 是以原点为中⼼以 R

为半径的球。

C3) 对任意的有界的并且在 R3 上 Lebesgue 可积函数 f，证明，对任意的 x0 ∈ R3，
f(y)

|x0 − y|
对

于 dy 是可积函数。从⽽，我们可以定义函数

Φf (x) = − 1

4π

ˆ
R3

f(y)

|x− y|
dy.

证明，

lim
|x|→∞

Φf (x) = 0.

C4) 对任意的有界的并且在 R3 上 Lebesgue 可积函数 f，证明，Φf (x) 是连续函数并且

lim
|x|→∞

Φf (x) = 0.

C5*) 对任意 R3 上 Lebesgue 可积函数 f，证明，除掉 R3 上的⼀个零测集，Φf (x) 是良好定义

的。（提⽰：去证明 Φf (x) 在每个 B(R) 上都可积）

C6**) 证明，对任意的光滑的有紧⽀集的函数 φ(x, y, z)，我们有ˆ
R3

E(x)△φ(x)dx = φ(0).

（提⽰：将 R3 分为 B(ε) 和 R3 −B(ε) 两个区域来考虑）

C7) 假设 f ∈ C2(R3) 并且 f 在 R3 上 Lebesgue 可积。证明，Φf (x) ∈ C2(R3) 并且

△Φf (x) = f.

C8***) 证明，如果 f 是 Lebesgue 可积的，那么存在⼀个仅依赖于 f 的常数 C，使得对任意的 λ > 0，

我们有

m
(
x ∈ R3

∣∣|Φf (x)| > λ
)
⩽ C

λ3
.

———————————————————-
Les mathématiciens n’étudient pas des objets, mais des relations entre les objets.

（数学家研究的是数学对象之间的关系⽽不是对象本⾝）

—- Henri Poincaré
———————————————————-
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51.2 习题课：Riemann 积分的定义 2

清华大学 19-20 春季学期，数学分析二，第七次习题课内容

传统 Riemann 积分的定义：第⼆部分

有界区域上的 Riemann 积分

我们沿⽤上次习题课（在矩形上定义了 Rimeann 积分）的记号。

这次的问题中，A 表⽰ Rn 的某个⾮空有界集。对于 A 上定义的复值（可在某个赋范线性空间

上取值）函数

f : A→ C,

我们将它延拓成 Rn 的函数：

f̃ : Rn → R, x 7→ f̃(x) =

f(x), x ∈ A;

0, x /∈ A.

R28) 如果存在包含 A 的矩形 P（总存在），使得 f̃ 在 P 上的限制 f̃
∣∣
P

是 P 上的 Riemann 可积

函数，那么，我们就称 f 在 A 上是 Riemann 可积的并记作 f ∈ R(A)。我们定义
ˆ
A
f =

ˆ
P
f̃
∣∣
P
.

证明，这个定义不依赖于矩形 P 的选取，即若 P ′ 是另⼀个包含 A 的矩形，那么 f̃ 在 P ′ 上

的限制 f̃
∣∣
P ′ 是 P ′ 上的 Riemann 可积的并且

ˆ
P
f̃
∣∣
P
=

ˆ
P ′
f̃
∣∣
P ′ .

（与抽象积分⽐较，这个积分的定义依赖于函数的延拓。抽象积分的定义是内蕴的。）

R29) 证明，R(A) 是 C-线性空间。进⼀步证明，如果 f, g ∈ R(A)，那么它们的乘积 f · g ∈ R(A)。

（乘积的性质对抽象积分不成⽴）

R30) 证明，积分算⼦ ˆ
A
: R(A) → C, f 7→

ˆ
A
f

是 C-线性映射。

（对抽象积分⽽⾔，建⽴线性相对困难）

R31) 证明，对任意的 f ∈ R(A)，我们有 ∣∣∣ˆ
A
f
∣∣∣ ⩽ ˆ

A

∣∣f ∣∣.
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如果 f, g ∈ R(A) 是实值函数并且对任意的 x ∈ A，都有 f(x) ⩽ g(x)，那么ˆ
A
f ⩽
ˆ
A
g.

R32) 我们假设 f, g : A→ R 是实数值有界函数并且 Riemann 可积。证明，函数

max(f, g)(x) = max(f(x), g(x)), min(f, g)(x) = min(f(x), g(x))

是 Riemann 可积的并且 ˆ
A
min(f, g) ⩽ min(

ˆ
A
f,

ˆ
A
g),

max(
ˆ
A
f,

ˆ
A
g) ⩽

ˆ
A
max(f, g).

R33) 证明 Cauchy-Shwarz 不等式：f, g ∈ R(A)，我们有∣∣∣ˆ
A
f · g

∣∣∣ ⩽ ( ˆ
A
|f |2

) 1
2
(ˆ

A
|g|2
) 1

2
.

（以上 R28)-R33) 是对矩形上的积分理论的简单应⽤）

R34)（积分第⼀中值公式）A 是⼀个可铺集（有限个内部不交的矩形的并集，请参考题⽬ R2)）假

设 f 是 A 上的 Riemann 可积的实值函数。令

c = inf
x∈A

f(x), C = sup
x∈A

f(x).

证明，存在 ξ ∈ [c, C]，使得 ˆ
A
f = ξ ·m(A).

R35)（⼀致收敛与 Riemann 积分可交换）给定 A 上 Riemann 可积的函数列 {fk}k⩾1 ⊂ R(A)，假

设 {fk}k⩾1 ⼀致收敛到函数 f : A→ C。证明，f ∈ R(A) 并且ˆ
A
f = lim

k→∞

ˆ
A
fk.

R36)（上下积分）给定实值有界函数 f : A→ R，任意给定矩形 P ⊃ A，我们考虑

Ef (P ) = {φ ∈ E(P )|φ(x) ⩾ f̃(x)},

Ef (P ) = {φ ∈ E(P )|φ(x) ⩽ f̃(x)}.

据此，我们定义 ˆ
P
f = inf

φ∈Ef (P )

ˆ
P
φ,

ˆ
P

f = sup
φ∈Ef (P )

ˆ
P
φ.

证明，这两个数值不依赖于 P 的选取。（我们称之为有界函数 f 的上积分和下积分并记作ˆ
A
f 和

ˆ
A

f）

608



R37)（上下积分刻画 Riemann 性）给定实值有界函数 f : A → R。证明，f ∈ R(A) 当且仅当ˆ
A
f =

ˆ
A

f。此时，我们还有

ˆ
A
f =

ˆ
A

f =

ˆ
A
f.

抽象可铺集

在这⼀部分中，我们⽤ A 表⽰ Rn 中的⼀个⾮空的有界集。我们将研究⼀类特殊的有界集以及

它们上⾯的 Riemann 积分理论。假设 A ⊂ P，其中 P 是⼀个矩形，如果⽰性函数 1A 是 P 上的

Riemann 可积的函数，我们就称 A 是抽象可铺的。我们定义

m(A) =

ˆ
P
1A

为 A 的体积。很明显，这些定义不依赖于 P 的选取。我们⽤ P 表⽰所有的 Rn 上的抽象可铺集

的全体（包括空集）。

R38) 证明，可铺集是抽象可铺的。

R39) 如果 A 和 B 是抽象可铺的，证明，A ∩B，A ∪B 和 A−B 也是抽象可铺的并且

m(A ∪B) +m(A ∩B) = m(A) +m(B),

m(A−B) = m(A)−m(A ∩B).

（与测度论⽐较，上述表明所有的 P 很类似于⼀个代数（Rn /∈ P）⽽ m 类似于 P 上的加

性函数）

R40) A ⊂ Rn 是⾮空的有界集，我们强调它未必是抽象可铺的。假设 P 是矩形并且 A ⊂ P，我们

定义 A 的上测度和下测度分别为

m(A) =

ˆ
A
1A, m(A) =

ˆ
A

1A.

证明，

m(A) = inf
B⊃A,

B 是可铺集

m(B), m(A) = sup
C⊂A,

C 是可铺集

m(C).

（由此可见，m(A) 与 Carathéodory 测度扩张定理证明中的外测度类似，然⽽，可铺集只容许

有限个矩形来覆盖，外测度容许有可数个）

R41)（抽象可铺集的测度刻画）A 是抽象可铺的当且仅当对任意的 ε > 0，存在可铺集 B 和 C，使

得

B ⊃ A ⊃ C, m(C)−m(B) < ε.

（请与课程上关于在紧集上取值有限的测度的正则性定理⽐较）
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R42)（复习）A 是 Rn 中的集合（未必有界），我们定义 A 的内部Å 和闭包为 A 为：

Å =
{
x ∈ A

∣∣存在 δ > 0，使得以 x 为球⼼以 δ 为半径的⼩球落在 A 中
}
,

A =
{
x ∈ Rn

∣∣对任意的 δ > 0，使得以 x 为球⼼以 δ 为半径的⼩球与 A 的交⾮空
}
.

证明，Å 是包含在 A 中的最⼤的开集；A 是包含 A 的最⼩的闭集并且 A 恰为 A 的聚点的集

合。

R43) A 是 Rn 中的集合（未必有界），我们定义 A 的边界为 ∂A = A − Å。根据上⾯的问题，∂A

是闭集。证明，Rn 上的函数 1A 在每个 x ∈ Rn − ∂A 处是连续的。

R45)（抽象可铺集的拓扑刻画）A 表⽰ Rn 中的⼀个⾮空的有界集。证明，A 是抽象可铺的当且仅

当 ∂A 是（Lebesgue 测度）零测集。

R46)（Riemann 意义下的零测集）A ⊂ Rn，如果对每个 ε > 0，总存在有限个矩形 P1, · · · , PN(ε)，

使得

A ⊂
∪

1⩽i⩽N(ε)

Pi,

N(ε)∑
i=1

m(Pi) < ε,

我们称 A 是在 Riemann 意义下的零测集（简记为R-零测集）。证明，R-零测集是有界的并且

是 Lebesgue 意义下的零测集；R-零测集的⼦集是 R-零测集；有限个 R-零测集的并也是 R-零
测集。

R47) 证明，R-零测集的闭包是 R-零测集。进⼀步证明，Q ∩ [0, 1] 不是 R1 上的 R-零测集但是是

Lebesgue 意义下的零测集。

R48) 证明，Rn 中紧的 d-维⼦流形是 R-零测集，其中 d ⩽ n− 1。

R49) 证明，如下四个命题是等价的：

甲） A 是 R-零测集；

⼄） A 是抽象可铺的并且 m(A) = 0；

丙） A 是抽象可铺的并且是零测集；

丁） A 有界并且 A 是零测集。

（按照甲 ⇒ ⼄ ⇒ 丙 ⇒ 丁 ⇒ 甲的顺序推理⽐较容易）

R50)（可铺集的刻画之三）A 表⽰ Rn 中的⼀个⾮空的有界集。证明，A 是抽象可铺的当且仅当 ∂A

是 R-零测集。

———————————-

In my opinion a mathematician, in so far as he is a mathematician, need not preoccupy himself
with philosophy – an opinion, moreover, which has been expressed by many philosophers.

————- Henri Lebesgue
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52 用光滑函数的逼近 L1 函数，可分的 Hilbert 空间，Hilbert 基，
Fourier 级数的定义，Fourier 级数的 L2 理论

⼆零⼆零年五⽉⼗⼀⽇，星期⼀，晴

我们先证明⼀个经常⽤到的简单事实：

引理 341. 假设 (X,A, µ) 是有限测度空间，即 µ(X) <∞，那么，我们有

L2(X,A, µ) ⊂ L1(X,A, µ).

证明: 这是 Cauchy-Schwarz 定理的标准应⽤：对任意的 f ∈ L2(X,A, µ)，我们有
ˆ
X
|f |µ =

ˆ
X
|f | · 1µ

⩽ ∥f∥L2∥1∥L2

=
√
µ(X)∥f∥L2 .

所以，f ∈ L1(X.A, µ)。

光滑逼近：接上次

为了证明光滑逼近定理，我们选取我们之前构造的⾮负函数 χ(x) ∈ C∞
0 (Rn)，其中 χ 在 0 点

附近恒为 1。我们不妨假设它的积分为 1（通过考虑 χ(ax) 并选择合适的 a > 0），即
ˆ
Rn

χ(x)dx = 1.

令

χε(x) =
1

εn
χ(
x

ε
)

那么， ˆ
Rn

χε(x)dx = 1.

χε(x)

当 ε 变⼩的时候，函数的⽀集越来越⼩，函数本⾝越来越⾼，请参考上图。
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引理 342. 对任意的 f ∈ L1(Rn)，当 ε→ 0，我们有

χε ∗ f
L1

−→ f,

即

lim
ε→0

∥χε ∗ f − f∥L1(Rn) = 0.

特别地，C∞(Rn) ∩ L1(Rn) 是 L1(Rn) 的稠密⼦空间。

证明: 我们之前证明了 E(Rn) ⊂ L1(Rn) 是稠密的，我们现在说明，只要对于任意的简单函数 φ ∈
E(R) 来证明命题就⾜够了：对任意的 δ > 0，我嗯选取简单函数 φ，使得

∥φ− f∥L1 < δ.

假设我们有 lim
ε→0

∥χε∗φ−φ∥L1(Rn) = 0。那么，存在某个 ε0 > 0，当 ε < ε0 时，我们有 ∥χε∗φ−φ∥L1 <

δ。所以，

∥χε ∗ f − f∥L1(Rn) ⩽ ∥χε ∗ (f − φ)∥L1(Rn) + ∥χε ∗ φ− φ∥L1(Rn) + ∥f − φ∥L1(Rn)

⩽ ∥χε∥L1∥f − φ∥L1(Rn) + ∥χε ∗ φ− φ∥L1(Rn) + ∥f − φ∥L1(Rn)

< 3δ.

这表明 lim
ε→0

∥χε ∗ f − f∥L1(Rn) = 0。

我们现在对简单函数证明这个引理。根据线性，只要对 f = 1A 这样的⽰性函数证明即可，其

中 A 是 Borel 集并且 m(A) <∞（因为这个函数要落在 L1 中）。另外，由于在 L1 中，我们有

1A∩Bn

L1

−→ 1A,

所以我们可以假设 A 是有界的 Borel 集合。进⼀步，根据 Borel 测度的正则性定理13，我们可以假

设 A = K 为紧集（因为我们可以⽤闭集从内部逼近 A，⽽ A 有界）。

我们现在构造⼀个光滑函数 h，使得 ∥h−1K∥L1 < ε。为此，我们要再次利⽤ Stokes 公式第⼀个

证明中的单位分解的技巧：对任意的 N ⩾ 1，我们有⼀族有紧⽀集的⾮负的光滑函数 {χk(x)}k∈ΓN
，

其中 ΓN = 2−(N+1)Zn，使得对每个 k ∈ ΓN，supp(χk) 落在以 k 为中⼼边长为 2−N+1 的正⽅体中

并且：

1 =
∑

k∈ΓN

χk.

13我们已经证明了如下的定理：

我们在 Rn 上的 Borel-代数 B(Rn) 上给定满⾜如下条件的测度 µ：

• 如果 K ⊂ Rn 是紧集，我们有 µ(K) < ∞。

那么，对于任意的 A ∈ B(Rn) 和任意的 ε > 0，存在开集 U 包含 A 和被 A 包含的闭集 F（即 F ⊂ A ⊂ U）使得

µ(U − F ) < ε.
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这⾥，N 是待定的。我们令

h(x) =
∑

supp(χk)∩K ̸=∅

χk(x)

这是个光滑函数。很明显，h 在 K 上恒为 1（关键点）。另外，如果 d(x,K) > 2 ·2−N，那么 h(x) = 0。

从⽽， ˆ
Rb

|h− 1K | ⩽ m({x /∈ K|d(x,K) ⩽ 2 · 2−N}).

由于 ∩
N⩾1

{x /∈ K|d(x,K) ⩽ 2 · 2−N} = ∅,

从⽽，

lim
N→∞

m({x /∈ K|d(x,K) ⩽ 2 · 2−N}) = 0.

所以，对充分⼤的 N，我们就有

∥h− 1K∥L1 < ε.

这就证明了命题。

推论 343. C∞
0 (Rn) ⊂ L1(Rn) 是稠密⼦空间。

证明: 给定函数 f ∈ L1(Rn)。对任意的 δ > 0，存在 R > 0，使得

∥f − f · 1|x|⩽R∥L1 ⩽ 1

2
δ.

实际上，我们有

∥f − f · 1|x|⩽R∥L1 =

ˆ
|x|⩾R

|f(x)|dx.

根据 Lebesgue 控制收敛定理（⽤ |f | 作为控制函数），当 R→ 0 时，上述趋于 0。根据刚刚证明的

引理，可以选取 ε > 0，使得

∥χε ∗
(
f · 1|x|⩽R

)
− f · 1|x|⩽R∥L1 ⩽ 1

2
δ.

所以，

∥χε ∗
(
f · 1|x|⩽R

)
− f∥L1 ⩽ δ.

最终，我们观察到 χε ∗
(
f · 1|x|⩽R

)
的⽀集是紧的，这是因为 f · 1|x|⩽R 的⽀集是紧的，⽽卷积可以

看成局部上⽤ χε 来做平均。命题得证。

注记. 我们还可以证明 C∞
0 (Rn) ⊂ L2(Rn) 是稠密的；C∞(Rn) ∩ L∞(Rn) 是 C(R) ∩ L∞(Rn) 的稠

密⼦空间。然⽽，C(Rn) ⊂ L∞(Rn) 不稠密。我们将在作业中完成它们的证明。

由此可见，逼近的意义下，光滑函数可以用来描述这些空间，所以我们很多理论都致⼒于光滑

函数的研究。

613



Hilbert 空间的基

命题 344. 假设 (H, ⟨·, ·⟩) 是 Hilbert 空间（完备的内积空间）。如果 {xk}k⩾1 ⊂ H 是⼀族两两正

交的向量，即对任意的 i, j ⩾ 1，i ̸= j，都有 ⟨xi, xj⟩ = 0，那么级数
∞∑
k=1

xk 在 H 中收敛等价于

∞∑
k=1

∥xk∥2 收敛。

证明: 令 Sn =

n∑
k=1

xk。
∞∑
k=1

xk 在 H 中收敛等价于 {Sn}n⩾1 在 H 中收敛，这等价于对任意的 ε > 0，

存在 N > 0，使得对任意的 n > m ⩾ N，∥Sn − Sm∥ < ε。这个不等式等价于

⟨Sm+1 + · · ·+ Sn, Sm+1 + · · ·+ Sn⟩ < ε2.

利⽤正交性，这个不等式展开之后等价于

⟨Sm+1, Sm+1⟩+ · · ·+ ⟨Sn, Sn⟩ = ∥Sm+1∥2 + · · ·+ ∥Sn∥2 < ε2.

这⾃然是
∞∑
k=1

∥xk∥2 收敛的等价条件。

定义 345. 给定完备的内积空间 (H, ⟨·, ·⟩)。如果 A ⊂ H 是自⼰，如果它所张成的线性空间（有限

个 A 中元素的线性组合）在 H 中是稠密的，即 span(A) = H，我们就说 A 在 Hilbert 的意义下
张成 H。如果 H 可被某个可数（可以有限）⼦集张成，我们就称 H 是可分的 Hilbert 空间。如果

A = {ek}k⩾1（可数）可以张成 H，并且对任意的 i, j ⩾ 1，我们有 ⟨ei, ej⟩ = δij（Kronecker 符号），

我们就称 {ek}k⩾1 是 H 的⼀个 Hilbert 基。

注记. 请区分，Hilbert 基⼀般不是 H 作为线性空间的基。

定理 346. 每个可分的 Hilbert 空间都有 Hilbert 基。

证明: 假定 A = {xk}k⩾1 张成 H。我们可以 x1, x2, · · · , xn, · · · 依次做 Gram-Schmidt 正交化（每

⼀步涉及到有限个 xk，从⽽这和有限维线性空间的理论是⼀样的），这样，我们就依次得到了

e1, e2, · · · , en, · · ·。很明显，这是 Hilbert 基，因为它们张成的空间包含了 A。

引理 347. L2(Rn) 是可分的。

证明: 我们来构造 L2(Rn) 得⼀个可数集合

Y =
{
1Q
∣∣Q 为顶点均为有理数坐标的正⽅体

}
.

由于简单函数空间 E(Rn) 在 L2(Rn) 中是稠密的，只要证明 span(Y ) 中的元素可以逼近 1A 即可，

其中 A 是任意选定的 Borel 集并且 A 的测度有限。类似于本次课第⼀个定理的证明，我们还可以

假设 A 是有界的，从⽽，利⽤ Borel 集的正则性定理，我们可以假设 A = K 是紧集，此时，对于

紧集，我们可以仿照本次课第⼀个定理的证明⽤形如 1Q 的正⽅体的⽰性函数来逼近，其中我们要

求 Q 的变长不超过 2−N，N 可以选取的很⼤，证明的细节我们留作作业。
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注记. 通过对上述定理中 Y 中的函数做 Gram-Schmidt 正交化，我们可以得到 L2(Rn) 的⼀个

Hilbert 基。然⽽，通过这种比较随意的⽅式得到的 Hilbert 基可能不具有好的性质。分析学的⼀个

很重要的话题就是如何对特定的函数空间构造⼀个具有特殊性质的基，这样的问题在⼏何和物理中

举⾜轻重。比如说，通过对调和振动的研究，我们可以构造 L2(Rn) 的⼀个好的 Hilbert 基，这个构

造的背后既有有意思的分析，还包含了 Lie 代数表示的想法（我们在作业中将研究这个问题？）。再

比如说，我们的 Fourier 级数就是周期的 L2 函数空间上基，它们是自由振动的特征函数。

定理 348. (H, ⟨·, ·⟩) 是可分的 Hilbert 空间，{ek}k⩾1 是它⼀个 Hilbert 基。那么，任意的 x ∈ H 都

可以唯⼀地写成级数的形式：

x =
∞∑
k=1

ckek = c1e1 + c2e2 + · · · ,

其中 ci ∈ C。进⼀步，我们有 ck = ⟨x, ek⟩ 以及 Bessel-Parseval 等式（勾股定理）：

∥x∥2 =
∞∑
k=1

|ck|2.

在证明之前，我们先证明⼀个简单的引理：

引理 349. (H, ⟨·, ·⟩) 是 Hilbert 空间。给定 v ∈ H，我们定义映射

Lv : H → C, x 7→ ⟨x, v⟩.

那么，Lv 是连续线性泛函（从 H 到 C 的线性映射被称作是线性泛函）。

证明: ⽤内积的性质可以直接验证 Lv 是线性映射。为了说明 Lv 是连续的，我们⽤ Cauchy-Schwarz
不等式：

|Lv(x)| =
∣∣⟨v, x⟩∣∣ ⩽ ∥v∥∥x∥.

这就完成了证明。

注记. 在泛函分析的课程中，我们将证明 H 上的每个连续线性泛函都形如 Lv，其中 v ∈ H。这是

所谓的 Riesz 表示定理。

证明: 假设我们有 x =
∞∑
k=1

ckek。对任意的 ℓ，通过与 eℓ 做内积（此时，连续性保证了内积与求和

可交换），我们有

⟨x, eℓ⟩ =
∞∑
k=1

ck⟨ek, eℓ⟩

=
∞∑
k=1

ckδ
ℓ
k = cℓ.
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这个计算启发我们如何证明存在性：令 ck = ⟨x, ek⟩。我们定义部分和 xN =
∑
k⩽N

ckek，其中 N ⩾ 1。

根据勾股定理，我们有

∥xN∥2 =
∑
i,j⩽N

cicj⟨ei, ej⟩ =
∑
k⩽N

|ck|2.

另外，我们还有

⟨xN , x⟩ =
∑
k⩽N

ck⟨ek, x⟩ =
∑
k⩽N

|ck|2.

所以，

∥xN∥2 = |⟨xN , x⟩| ⩽ ∥xN∥∥x∥.

从⽽，∥xN∥ ⩽ ∥x∥，即 ∑
k⩽N

|ck|2 ⩽ ∥x∥2.

根据上⾯的引理，部分和 {xN}N⩾1 收敛，所以，我们可以定义

y =

∞∑
k=1

ckek.

按照唯⼀性的计算，对任意的 k ⩾ 1，我们有

⟨y, ek⟩ = ⟨y, ek⟩ ⇒ ⟨y − x, ek⟩ = 0 ⇒ x− y ⊥ ek.

由于 {ek}k⩾1 是⼀族 Hilbert 基，所以，对任意的 ε > 0，存在 b1, · · · , bN ∈ C，使得

∥
∑
k⩽N

bkek − (y − x)∥ < ε.

从⽽，

∥y − x∥2 = ⟨y − x, (y − x)−
∑
k⩽N

bkek⟩+
∑
k⩽N

bk⟨y − x, ek⟩

= ⟨y − x, (y − x)−
∑
k⩽N

bkek⟩

⩽ ∥y − x∥∥(y − x)−
∑
k⩽N

bkek∥

⩽ ε∥y − x∥.

令 ε → 0，这就证明了 y = x，从⽽，x 具有上述级数的形式。Parseval 等式实际上已经蕴含在上

⾯的证明⾥⾯：由已经证明的关于 ∥xN∥2 的等式对 N → ∞ 取极限即可。

上⾯的证明还蕴涵了如下简单的引理：

引理 350 (稠密性的判断). (H, ⟨·, ·⟩) 是 Hilbert 空间，V ⊂ H 是线性⼦空间。那么，V ⊂ H 稠密

当且仅当对任意的 x ∈ H，如果 x ⊥ V（即对任意的 v ∈ V，⟨v, x⟩ = 0），那么 x = 0。
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Fourier 级数

我们⽤ Cper,2π(R) 表⽰以 R 为定义域、在 C 中取值并且以 2π 为周期的连续函数所构成的复

线性空间（这些函数是⼀致连续的）。按照定义，对于 f ∈ Cper,2π(R)，对任意的 x ∈ R，我们有

f(x+ 2π) = f(x).

我们考虑映射

q : R → S1 ⊂ R2 = C, x 7→ exp(ix).

exp(ix)

x
0 2π−2π

T = S1

x

y

我们令 T = S1 ⊂ R2 = C（这是⼀个 1-维的环⾯），那么，q 是从 R 到 T 的满射并且局部上是微

分同胚（因为 dq(x) ̸= 0）。

通过映射 q，我们可以将 T 上的连续函数 f̊ 拉回来得到 T 上的连续函数

f = q∗f̊ = f̊ ◦ q.

R T

C

q

f̊◦q
f

很显然，这是⼀个以 2π 为周期的函数（因为 e2πi = 1）。所以，我们得到了映射

q∗ : C(T) −→ Cper,2π(R), f̊ 7→ f̊ ◦ q,

这显然是⼀个单射。实际上，这还是满射：对任意的 f ∈ Cper,2π(R)，我们令

f̊(eiθ) = f(θ)

即可，其中 θ ∈ [0, 2π]。很容易看出 f̊ 是 T 上良好定义的连续函数并且 q∗(f̊) = f。

命题 351. 映射

q∗ : C(T) −→ Cper,2π(R)

是 C-代数的同构，即这是两个 C-线性空间之间的同构并且对任意的 f̊ , g̊ ∈ C(T)，我们有

q∗
(
f̊ · g̊

)
= q∗

(
f̊
)
· q∗ (̊g) .
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证明是平凡的，我们略去。所以，我们可以将 R 上以 2π 为周期的连续函数和圆周 T 的连续函

数看做同⼀个数学对象。另外，如果不加说明，我们采取下⾯的约定：我们总是⽤ θ 来参数化 T，

即考虑

[0, 2π) → T, θ 7→ eiθ.

我们还约定 T 上的测度为 µ =
dx

2π
，这样⼦，µ(T) = 1。

类似地，我们可以考虑 R2 以 2π 为周期的连续可微函数，以 2π 为周期的光滑函数，以 2π 为周

期的并且在每个周期上可积的函数、以 2π 为周期的并且在每个周期上平⽅可积的函数和以 2π 为

周期的 L∞ 的函数，这些空间分别对应到 T 上的空间 C1(T)、C∞(T)、L1(T)、L2(T) 和 L∞(T)。

引理 352. 对任意的 p = 1, 2 或 ∞，C∞(T) ⊂ Lp(T) 是稠密的⼦空间。

证明: 有很多可能的证明，我们采取⼀个从概念上最简单最直接的证明⽅法：将卷积推⼴到 T 上。

我们注意到对于 T 上的参数化的 θ ∈ [0, 2π)（即 eiθ ∈ T），我们可以定义他们之间的加法或者减法

（⽤更⼏何的话说，T 是⼀个拓扑群）。⾸先，我们注意到 θ1 + θ2 ∈ [0, 4π)，据此，我们定义

θ1 ⊕ θ2 =

θ1 + θ2, θ1 + θ2 < 2π,

θ1 + θ2 − 2π, θ1 + θ2 ⩾ 2π.

这对应着点 eiθ1 · eiθ2 ∈ T。类似的，我们可以定义

θ1 ⊖ θ2 =

θ1 + θ2, θ1 − θ2 ⩾ 0,

θ1 + θ2 + 2π, θ1 + θ2 < 0.

这对应着点 eiθ1 · e−iθ2 ∈ T。换⽽⾔之，我们在 T 上有⾃然的加法（从参数的观点来看），这个加

法实际上来源于 T ⊂ C 上的乘法（因为任意两个模长为 1 的复数的乘积或者商的模长仍然为 1）。

我们可以把 χε（选取⽐较⼩的 ε 是的它的⽀撑集很⼩（长度不超过 2π））以 2π 为周期延拓成

R 上的以 2π 为周期的函数，那么，我们就可以认为 χε ∈ C∞(T)。对任意的 f ∈ Lp(T)，我们定义

χε ∗ f(θ) =
ˆ 2π

0
χε(θ − η)f(θ)

dθ

2π
=

ˆ
T
χε(zz

′−1)f(z′)dµ(z′).

我们现在可以把 R 上的证明⼀字不差地照搬过来证明这个结论，证明的细节留给对此仍然持有怀

疑态度的同学去验证。我们强调，此时，这个定义对 L∞ 也成⽴。

我们正式地开始 Fourier 级数的研究。⾸先，由于在相差⼀个零测集的情况下，积分理论没有

变化，所以，为了研究 L2(T)，我们只要研究 L2
(
[0, 2π]

)
即可（这是⼀个区间的情形）。

定理 353. 在 L2
(
[0, 2π], dx2π

)
中，内积 ⟨·, ·⟩ 的定义为

⟨f, g⟩ =
ˆ 2π

0
f(x)g(x)

dx

2π
.

函数 {eik·x}k∈Z 是 Hilbert 基。
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证明: ⾸先，通过直接计算可以说明 {eik·x}k∈Z 由两两正交的单位向量所构成：

⟨eik·x, eiℓ·x⟩ = 1

2π

ˆ 2π

0
ei(k−ℓ)·xdx = δℓk.

令 V = span
(
{eik·x}k∈Z

)
，根据我们证明的稠密性判定的引理，为了说明 V ⊂ L2

(
[0, 2π]

)
稠密，只

需证明对任意的 f ∈ L2
(
[0, 2π]

)
，如果 f ⊥ V，即对任意的 k ∈ Z，⟨f, eik·x⟩ = 0，那么 f = 0（作

为 L2 中的函数为 0）。

实际上，对任何形如
∑
|k|⩽N

cke
ik·x 的函数，f 都和它垂直。根据 Weiestrass-Stone 定理，对任

意的连续函数 φ : [0, 2π] → C，如果 φ(0) = φ(2π)，那么对任意的 ε > 0，存在形如
∑
|k|⩽N

cke
ik·x 三

⾓级数 S(x)，使得

∥S(x)− φ(x)∥L∞ ⩽ ε.

从⽽

|⟨f, φ⟩| = |⟨f, φ− S⟩| =
∣∣∣ ˆ 2π

0
f(x)(φ− S)(x)

dx

2π

∣∣∣
⩽ ε

ˆ 2π

0
|f(x)|dx

2π

⩽ ε∥f∥L2∥∥1∥L2 = ε∥f∥L2 .

令 ε → 0，这表明对任意的 φ ∈ C([0, 2π])，⟨f, φ⟩ = 0，即 f ⊥ C([0, 2π])。然⽽，C([0, 2π]) 在

L2([0, 2π]) 是稠密的，所以 f = 0。
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53 Fourier 级数的 L2-理论，高维 Fourier 级数的 L2-理论，绝对收敛
的 Fourier 级数

⼆零⼆零年五⽉⼗四⽇，星期四，晴

定理 354. 函数 {eik·x}k∈Z 是 L2
(
T
)

的 Hilbert 基。特别地，对任意的 f(x) ∈ L2
(
T
)
，对任意的

k ∈ Z，令

f̂(k) =

ˆ 2π

0
f(x)e−ik·x

dx

2π
= ⟨f, eik·x⟩,

那么，在 L2
(
T
)

中，我们有

f(x) =
∑
k∈Z

f̂(k)eik·x.

其中，f̂(k) ∈ C 被称作是 f 的第 k 个 Fourier 系数。进⼀步，我们还有 Bessel-Parseval 等式（勾

股定理）： ˆ 2π

0
|f(x)|2 dx

2π
=

∞∑
k=−∞

∣∣f̂(k)∣∣2.
上次课我们⽤ Weiestrass-Stone 定理给出了上述定理的证明。我们还可以绕过这个定理，直接

⽤积分给出证明：

第⼆个证明. 令 V = span({eik·x}k∈Z)，只需要证明 V ⊥ = {0} 即可，现在任选 f ∈ V ⊥，那么，对

任意的整数 k，我们有 ⟨f, eik·x⟩ = 0。证明分为三步：

1) 把问题化归到光滑的情况。

我们将 f 延拓成为 R 上以 2π 为周期的函数 f̃：实际上，对任意的 x ∈ R− 2πZ，存在唯⼀

的 k ∈ Z，是的 x − 2kπ ∈ (0, 2π)，我们就定义 f̃(x) = f(x − 2kπ)；在 2πZ 处，我们要求

f̃(2kπ) = 0。

我们注意到，对任意的 x0，f̃ 平移之后所得到的函数仍然与 V 垂直，即 f̃(·−x0)
∣∣
[0,2π]

∈ V ⊥：

实际上，根据换元积分公式以及 exp 的代数性质，我们有
ˆ 2π

0
f(x− x0)e

ik·x dx

2π
= eik·x0

ˆ 2π

0
f(x− x0)e

ik·(x−x0) dx

2π

= eik·x0
ˆ 2π

0
f(x)eik·x

dx

2π

= 0.

我们把 f̃ 打磨成光滑函数：

f̃ε(x) = χε ∗ f̃ ∈ C∞(T).

根据我们之前的结果，我们有

lim
ε→0

ˆ 2π

0
|f̃ε(x)− f(x)|2 dx

2π
= 0.
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这是 f̃ 在 L2 中的⼀个很好的逼近。实际上，与 V 垂直这个性质也能被保持：

f̃ε(x)|[0,2π] ∈ V ⊥.

我们⽤ Fubini 定理来验证这⼀点：对任意的 k ∈ Z，我们有

⟨f̃ε(x), eik·x⟩ =
ˆ 2π

0
f̃ε(x)e

−ik·x dx

2π

=

ˆ
R

1

ε
χ(
y

ε
)
( ˆ 2π

0
f̃(x− y)eik·x

dx

2π

)
︸ ︷︷ ︸

平移之后的积分

dy

2π

= 0.

所以如果能证明 f̃ε(x)|[0,2π] 恒为 0，那么通过让 ε→ 0，我们就可以证明 f = 0。从此，可以

假设 f ∈ C∞(T) 来证明这个命题即可，这⾥，我们认为 f 是 R 上的周期函数。

2) 剩下两步基本的构思如下：我们知道 χε ∗ f 逐点的收敛到 f（实际上，如果 χ 只是 L1 的函

数并且
ˆ
R
χ(x)dx = 1，那么结论也成⽴，请参考本周作业），我们利⽤这个想法构造⼀族新

的 χλ，使得 χλ 与 f(x) 的卷积的极限逐点地收敛到 f。然后，再利⽤ f 在做卷积的时候可

以看做是 f 做了⼀定的平移，从⽽，f 与三⾓级数的乘积的积分为零来证明 f ≡ 0，当然，我

们必须要能够选取 χλ 使得它可以⽤三⾓级数表⽰。

对任意的 λ ⩾ 1，我们定义函数

gλ(x) =

√
λ

2π

ˆ π

−π
e−λ(1−cos(y))f(x+ y)dy.

注记. 如果我们用 χ(x) =
e−

x2

2

√
2π

，那么这个函数的积分是 1。此时，我们可以用令 λ =
1√
ε
，

那么，利用 χ 是偶函数，我们有

χε ∗ f =

√
λ

2π

ˆ
R
e−

λy2

2 f(x− y)dy

=

√
λ

2π

ˆ
R
e−

λy2

2 f(x+ y)dy

=

√
λ

2π

ˆ π

−π
e−

λy2

2 f(x+ y)dy +

√
λ

2π

ˆ
|y|⩾π

e−
λy2

2 f(x+ y)dy︸ ︷︷ ︸
I

.

对于 I，我们来说明当 I 很⼤的时候，它可以被忽略：直观上，这是显然的，因为当 ε → 0

时候，⼏乎所有的 χε 的贡献都集中在 0 附近的小邻域中。利用 f 有界，我们有

I ⩽
√

λ

2π
e−

λ
2 π2

2

ˆ
|y|⩾π

e−
λ
2 y2

2 f(x+ y)dy

⩽
√

λ

2π
e−

λ
2 π2

2︸ ︷︷ ︸
趋于 0, λ→∞

ˆ
|y|⩾π

e−
1
2 y2

2 ∥f∥L∞dy︸ ︷︷ ︸
常数
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所以，当 λ→ ∞ 时，我们有√
λ

2π

ˆ π

−π
e−

λy2

2 f(x+ y)dy → f(x).

（多努⼒⼀点我们还可以证明这是⼀致收敛的）然⽽，在周期的情况下（这是为什么我们要限

制到 [−π, π] 上积分），e−
y2

2 不是周期函数，为此，由于最终当 ε→ 0 时，上面函数都集中在

零点处，所以我们用 1− cos(y) 来代替
y2

2
（Taylor 展开），这基本上解释了 gλ 的构造。

回到命题本⾝，证明如下的⼀致收敛性：

lim
λ→∞

gλ(x) = f(x), x ∈ R.

我们把积分砍成两块：

gλ(x) =
√
λ

ˆ
|y|⩽π

4

e−λ(1−cos(y))f(x+ y)dy︸ ︷︷ ︸
A

+
√
λ

ˆ
π⩾|y|⩾π

4

e−λ(1−cos(y))f(x+ y)dy︸ ︷︷ ︸
B

.

我们⾸先来控制第⼆项，它与上⾯注解中的 I 类似：

|B| ⩽
√
λ

ˆ
π⩾|y|⩾π

4

e−λ(1−
√
2

2
)∥f∥L∞dy

=
3π

2

√
λe−λ(1−

√
2

2
)∥f∥L∞ → 0.

很明显，上⾯的收敛是不依赖于 x 的，所以是⼀致的。

对于 A，由于 1− cos(y) > 0，我们做变量替换 1− cos(y) = z2。令 z0 =

√
1−

√
2

2
，那么

A =

√
λ

2π

ˆ
|z|⩽z0

e−λz
2
f(x+ y(z))y′(z)︸ ︷︷ ︸

F (z)

dz

=

√
λ

2π

ˆ
R
e−λz

2
F (z)dz,

其中 F (z) 在 |z| ⩾ z0 处⽤ 0 来延拓。从⽽，我们有

A− F (0) =

√
λ

2π

ˆ
R
e−λz

2
(F (z)− F (0)) dz

=

√
λ

2π

ˆ
|z|⩽ε

e−λz
2
(F (z)− F (0)) dz︸ ︷︷ ︸

C

+

√
λ

2π

ˆ
|x|⩾ε

e−λz
2
(F (z)− F (0)) dz︸ ︷︷ ︸

II

.

其中 ε 是任意选取的。类似于注解中的 I，如果选取好了 ε，那么 II ⼀致地收敛到 0（当

λ→ ∞ 时）；对于 C，利⽤ F 在 0 附近的 Lagrange 中值定理（F 在 0 附近可微分并且导数
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有界 M，这⾥要求我们选取⾜够⼩的 ε），我们有

C ⩽
√

λ

2π

ˆ
|z|⩽ε

e−λz
2
M |z|dz

=
M√
λ

√
1

2π

ˆ
|t|⩽ε

e−t
2
M |t|dt︸ ︷︷ ︸

积分有限

→ 0.

所以也⼀致收敛到 0。从⽽，我们有如下的⼀致收敛：

A → F (0) = f(x)

3) 我们证明，对任意固定的 λ，我们都有 gλ(x) ≡ 0。

实际上，可以⽤级数的形式将 gλ 展开（从⽽化成了三⾓级数的形式）：

gλ(x) =

√
λ

2π
e−λ
ˆ π

−π

∑
k⩾0

λk cosk(y)
k!

f(x+ y)dy.

利⽤ Lebesgue 控制收敛定理，我们可以交换积分与求和得到

gλ(x) =
∑
k⩾0

√
λ

2π
e−λ
ˆ π

−π

λk cosk(y)
k!

f(x+ y)dy

=
∑
k⩾0

√
λ

2π
e−λ
ˆ 2π

0

λk cosk(y)
k!

f(x+ y)dy.

最后⼀步⽤到了周期性。然⽽，cos(y) 可以写为 eiy 和 e−iy 的线性组合，所以，cosk(y) 是有

限个 eik·y 的线性组合，从⽽，利⽤ f(y + x)（平移了⼀下）与它们每个都正交，我们就知道

每个积分项都是 0，从⽽ gλ ≡ 0

这就给出了第⼆个证明。

高维的 Fourier 级数

假设 f(x1, x2, · · · , xn) 是 Rn 上的连续函数，其中，我们在 Rn 上选好了坐标系统 (x1, · · · , xn)。
如果对任意的 (x1, x2, · · · , xn) 和 i ⩽ 1，我们都有

f(x1, · · · , xi−1, xi + 2π, xi+1, · · · , xn) = f(x1, · · · , xi−1, xi, xi+1, · · · , xn),

我们就称 f 是以 2πZn 为周期的。我们⽤ Cper,2π(Rn) 表⽰所有这样的函数。

我们考虑映射

q : Rn → Tn = T× · · · ×T︸ ︷︷ ︸
n 个

, (x1, · · · , xn) 7→ (exp(ix1), · · · , exp(ix2)) .
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这⾥，Tn 是 b-维的环⾯并且 q 是满射并且局部上是微分同胚。类似于 1 维，通过映射 q 的拉回，

我们有
Rn Tn

C

q

f̊◦q
f

命题 355. 映射

q∗ : C(Tn) −→ Cper,2π(Rn), f̊ 7→ q∗
(
f̊
)
,

是 C-代数的同构。

我们总是⽤ (θ1, · · · , θn) 来参数化 Tn：

[0, 2π)× · · · × [0, 2π) → Tn, (θ1, · · · , θn) 7→
(
eiθ1 , · · · , eiθn

)
.

我们约定 Tn 上的测度为 µ =
dθ1 · · · dθn

(2π)n
，这可以保证 µ(Tn) = 1。

类似地，Rn 以 2πZ 为周期的连续可微函数、光滑函数，每个周期上可积的函数、在每个周

期上平⽅可积的函数和 L∞ 的函数分别对应到 Tn 上的 C1(Tn)、C∞(Tn)、L1(Tn)、L2(Tn) 和

L∞(Tn)。

类似于 1 维的情形，我们很容易证明

引理 356. 对任意的 p = 1 或 2，C∞(Tn) ⊂ Lp(Tn) 是稠密的⼦空间。

和 1 维类似，平⽅可积的 2πZ 周期函数的 Fourier 级数理论具有⼲净的表达：

定理 357. 在 L2
(
[0, 2π]n, dx1···dxn(2π)n

)
中，内积 ⟨·, ·⟩ 的定义为

⟨f, g⟩ =
ˆ
[0,2π]n

f(x)g(x)
dx

(2π)n
.

那么，函数 {eik·x}k∈Zn 是 Hilbert 基，其中

k = (k1, · · · , kn), x = (x1, . . . , xn), k · x =
n∑
i=1

kixi.

特别地，对任意的 f(x) ∈ L2
(
Tn
)
，对任意的 k ∈ Zn，令

f̂(k) =

ˆ
[0,2π]n

f(x)e−ik·x
dx

(2π)n
= ⟨f, eik·x⟩,

那么，在 L2
(
Tn
)

中，我们有

f(x) =
∑
k∈Z

f̂(k)eik·x.

其中，f̂(k) ∈ C 被称作是 f 的第 k 个 Fourier 系数。进⼀步，我们还有 Bessel-Parseval 等式（勾

股定理）： ˆ
[0,2π]n

|f(x)|2 dx

(2π)n
=
∑
k∈Zn

∣∣f̂(k)∣∣2.
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证明: 我们只要证明 {eik·x}k∈Zn 是 Hilbert 基即可，其余的是显然的。令 V = span({eik·x}k∈Zn)，

假设 f ∈ V ⊥，我们要说明在 L2 中，f = 0。为了简化书写，我们采取如下简约的记号：

k = (k1, k2, · · · , kn︸ ︷︷ ︸
k′

) = (k1, k
′), x = (x1, x2, · · · , xn︸ ︷︷ ︸

x′

) = (x1, x
′).

由于 eik·xf(x) ∈ L2([0, 2π]n) ⊂ L1([0, 2π]n)，所以我们可以运⽤ Fubini 定理从 ⟨f, eik·x⟩ = 0 推出
ˆ
[0,2π]

eik1x1
(ˆ

[0,2π]n−1

eik
′·x′f(x1, x

′)dx′
)

︸ ︷︷ ︸
F (x1)

dx1 = 0.

另外，对 |f(x)|2 的积分⽤ Fubini 定理，我们知道 F (x1) 对⼏乎处处的 x1 有定义并且 F (x1) ∈
L2([0, 2π])，所以，根据 1 维的 L2 的 Fourier 级数的结论，我们

F (x1) = 0.

利⽤归纳我们就完成了证明。

注记. 在 L2-空间框架下的 Fourier 级数理论很⼤程度上类比了我们对于有限维内积空间的理解，

这是用线性代数的观点来研究函数的⼀个重要例⼦：我们可以把每个 L2 函数 f 看成若⼲个更基本

的函数 eik·x（简单波）的线性叠加，从⽽期盼对每个 eik·x（以及它们之间的关系）的理解能够帮助

我们读出 f 的关键信息。特别地，我们希望通过研究 f 的 Fourier 系数 f̂(k) 的性质来研究 f 本

身，这就是 Fourier 分析。

如果我们知道函数 f ∈ L2(Tn)，那么，级数∑
k∈Z

f̂(k)eik·x

在 L2 中收敛到 f。根据我们对 L2 完备性的证明，我们知道存在下列函数列的⼦序列：

{SN =
∑

k∈Z,|k|⩽N
f̂(k)eik·x}N⩾1,

它⼏乎处处收敛到 f。然⽽，是否整个序列都⼏乎处处（不需要选取⼦序列）收敛到 f 呢？这是

Carleson 证明的重要定理，他本⼈也因为这项⼯作获得了 Abel 奖。

实际上，即使我们假设了 f ∈ C(Tn) ⊂ L2(T2)，我们也只能说∑
k∈Z

f̂(k)eik·x

在 L2 中收敛到 f，这个级数不见得逐点收敛。这是 Fourier 级数的分析中重要的话题（我们将要

学习），另⼀⽅面，这也表明了为什么 L2 的理论是重要的：因为我们总能保证基本的收敛性！

另外，对于 f ∈ L1
(
Tn, dx

(2π)n

)
，它的 Fourier 系数

f̂(k) =

ˆ
Rn

f(x)e−ik·x
dx

(2π)n
,
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仍然有定义（可积）。但是，在 L1
(
Tn, dx

(2π)n

)
的意义下，我们缺未必有

f(x) =
∑
k∈Zn

f̂(k)eik·x.

Kolmogorov 在⼤学⼆年级时构造了⼀个 L1 的函数（1 维情形），使得其 Fourier 级数（上面等式的

右边）⼏乎处处发散，我们会在作业题中研究他所构造的函数（2019 年数学分析⼆的期末考试题）。

我们通过下⾯的简单例⼦说明 L2 理论的有效性：

例子. 假设 f ∈ C(Tn)，如果 f 所有 Fourier 系数都是 0，那么 f ≡= 0：

实际上，根据 L2 的理论，Fourier 系数全部消失意味着在 L2 中 f = 0，所以 f ⼏乎处处为

0。根据 f 的连续性，这说明 f ≡ 0：否则，存在 x0 ∈ Tn，f(x0) ̸= 0，那么，f 在 x0 的⼀个小的

开邻域上不为零，但是任意开邻域的测度不为 0，⽭盾。

Fourier 分析

我们现在来学习古典的 Fourier 分析，⼤概的思路是通过⼀个函数的 Fourier 系数 {f̂(k)}k∈Zn

来研究函数的性质。⼀般⽽⾔，我们给定的周期函数 f 都是 L1 的，此时，我们把如下的序列{
f̂(k)

∣∣∣f̂(k) = ˆ 2π

0
f(x)e−ik·x

dx

(2π)n

}
x∈Zn

称作是 f 的 Fourier 系数。由于我们假设了 f 的可积性，所以上⾯序列是良好定义的（下学期我

们还会研究 f 是不可积的情形）。所以，在后⾯的讲义中，我们⼀般都假设 f 是可积的（除⾮有特

殊情况）。

注记. 我们之后所要证明的定理，⼤部分都可以原封不动的推⼴到 Tn 上去。为了⾏⽂⽅便，我们

只介绍 1 维的理论。当你遇到⾼维的例⼦的时候（在作业或者考试中），你应该能够回来验证同样

的论证也成立。

我们先从⼀个上个学期就已经（隐含地）证明过的结论开始：

定理 358. 对任意的连续函数 f ∈ C(T)，如果它对应的 Fourier 级数∑
k∈Z

f̂(k)eikx

是绝对收敛的，即∑
k∈Z

∣∣f̂(k)∣∣ <∞, （注意，这只是对 Fourier 系数的要求）

那么部分和 d 定义的函数序列 {SN (x) =
∑

−N⩽k⩽N
f̂(k)eikx}N⩾1 是⼀致收敛的：对任意的 x ∈ T，

lim
n→∞

SN (x) = f(x) 并且

lim
N→∞

∥SN − f∥L∞ = 0.
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证明: 我们在 (C(T), ∥ · ∥L∞) 上考虑这个问题。我们注意到：∑
k∈Z

∣∣f̂(k)∣∣ =∑
k∈Z

∥f̂(k)eikx∥L∞ .

所以，这个函数级数在 (C(T), ∥ · ∥L∞) 中绝对收敛，从⽽

g(x) = lim
N→∞

SN (x) = lim
N→∞

∑
−N⩽k⩽N

f̂(k)eikx

是良好定义的并且是 T 上连续函数（或者 R 上的连续周期函数）。以下只要证明 f = g 即可。

由于 f 和 g 都是连续函数（所以是 L2 的），根据 L2 的理论，只要验证它们具有相同的 Fourier
系数是即可。为此，我们考虑函数

我们计算 g(x) 的 Fourier 系数：

ĝ(k) =

ˆ 2π

0

 lim
N→∞

∑
−N⩽ℓ⩽N

f̂(ℓ)eiℓ)x

 e−ikxdx

=

ˆ 2π

0
lim
N→∞

∑
−N⩽ℓ⩽N

f̂(ℓ)e−i(k−ℓ)xdx

= lim
N→∞

ˆ 2π

0

∑
−N⩽ℓ⩽N

f̂(ℓ)e−i(k−ℓ)xdx

= lim
N→∞
N⩾|k|

f̂(k) = f̂(k).

上⾯计算中积分与极限可交换是因为上学期我们证明过⼀致收敛与积分可交换（也可以⽤ Lebesgue
控制收敛定理直接来证明，取

∑
k∈Z

∣∣f̂(k)∣∣ 作为控制函数）。这就完成了证明。
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53.1 作业：波动方程的局部能量估计

清华大学 19-20 春季学期，数学分析二，作业 10

请⽤ A4 ⼤⼩的纸张正反面⽤钢笔，签字笔或者圆珠笔书写，并注明⾃⼰的姓名，年级和

作业的总页数。除定理公式所涉及的⼈名之外，请使⽤中文。本次作业的提交时间和地点

为 2 月 106 日上午的课堂上，逾期视作零分。

课堂补充

A1)（闭⼦空间）(H, ⟨·, ·⟩ 是 Hilbert 空间，V ⊂ H 是其线性⼦空间。我们假设 V 是 H 中的闭

集（相对于 H 上由内积所定义的距离函数⽽⾔）。证明，对任意的 v1, v2 ∈ V，如果我们仍⽤

⟨v1, v2⟩ 作为 V 上的内积，那么
(
V, ⟨·, ·⟩

)
是 Hilbert 空间。

证明，对于 H = L2(Rn)，V = C(Rn) ∩ L2(Rn) 不是闭⼦空间。

A2) 给定 L2(X,A, µ) 中的函数序列 {fi}i⩾1，我们假设它们在 L2 范数下收敛到 f，即

fi
L1(X,A,µ)−→ f, i→ ∞.

那么，存在⼦函数序列 {fip}p⩾1，使得对⼏乎处处的 x ∈ X，我们都有

lim
p→∞

fip(x) = f(x).

A3) 证明，
(
L1(Rn), ∗

)
中没有单位元，即不存在 e ∈ L1(Rn)，使得对任意的 f ∈ L1(Rn)，都有

e ∗ f = f。

A4) 证明，C∞
0 (Rn) 是 L2(Rn) 的稠密⼦空间。

A5) 举例说明 C(Rn) ⊂ L∞(Rn) 不是稠密的。

A6) 证明，C∞(Rn) ∩ L∞(Rn) 在 C(Rn) ∩ L∞(Rn) 中稠密（对 ∥ · ∥L∞ ⽽⾔）。

A7) 假设 (H, ⟨·, ·⟩ 是 Hilbert 空间，V ⊂ H 是线性⼦空间。证明，V 在 H 中稠密当且仅当对任

意的 x ⊥ V ⼀定有 x = 0。

A8) 试证明，L2(Rn) 是可分的。（可以参考讲义中的提⽰）

A9)（重要）假设 f ∈ L1(Rn) 并且
ˆ
R
χ(x)dx = 1，我们定义

fε(x) =
1

εn
f
(x
ε

)
证明，对任意的有紧⽀集的连续函数 φ，我们都有如下的⼀致收敛：

fε ∗ φ→ φ, ε→ 0.
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控制收敛与 Fubini 定理的复习

B. 含参数积分的研究

B1) 证明，对任意的 t ∈ R，如下积分是良好定义的：

F (t) =

ˆ ∞

0

1 + tx5 + t2x11

1 + t4 + x13
dx.

B2) 证明，F (t) 是 t ∈ R 的连续函数。

B3) 证明，F (t) 是可导的。

B4) 试计算 lim
t→+∞

F (t)。

B5) 证明，对 t ̸= 0，如下的积分是发散的：ˆ ∞

0

1 + tx5 + t2x11

1 + t4 + x12
dx

B6) 证明，对任意的 t ∈ R，如下在 Riemann 意义下的反常积分是良好定义的：

G(t) =

ˆ ∞

0

1 + tx5 + t2x11

1 + t4 + x12
eixdx,

即 lim
T→∞

ˆ T

0

1 + tx5 + t2x11

1 + t4 + x12
eixdx 存在。

B7) 证明，G(t) 是 t ∈ R 的连续函数。

B8) 试计算 lim
t→+∞

G(t)。

C. Laplace 变换的基本性质

C1) 假设 f(t) 是 R>0 上定义的 Lebesgue 可积函数。我们定义它的 Laplace 变换为：

(Lf
)
(x) =

ˆ ∞

0
f(t)e−xtdt,

其中 x > 0。证明，(Lf
)
(x) 是 C∞ 的函数。

C2) 证明，对任意的 n ∈ Z⩾0，我们都有(
d

dx

)n
(Lf

)
(x) =

ˆ ∞

0
(−t)nf(t)e−xtdt.

C3) 假设 f(t) 和 g(t) 是 R>0 上定义的 Lebesgue 可积函数，我们定义它们的“卷积”为

(f • g
)
(t) =

ˆ t

0
f(τ)g(t− τ)dτ.

证明，f • g = g • f。

C4) 假设 f(t) 和 g(t) 是 R>0 上定义的 Lebesgue 可积函数。证明，

L
(
f • g

)
(x) = (Lf

)
(x)(Lg

)
(x).
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Stokes 公式的应用：波动方程的局部能量估计

假设 u(t, x) 是 R×R3 上的光滑函数，这⾥空间变量 x ∈ R3，时间变凉 t ∈ R。我们假设 u 满

⾜波动⽅程：

□u = 0,

其中波动算⼦的定义如下：

□ = − ∂2

∂t2
+△ = − ∂2

∂t2
+

∂2

∂x21
+

∂2

∂x22
+

∂2

∂x23
.

我们令 u0(x) = u(0, x)，u1(x) =
∂u

∂t
(0, x)，这样的⼀对函数 (u0, u1) 被称作是波动⽅程的初始值。

我们做如下的假设：对任意的时间 t ∈ R，u(t, x) 对 x ⽽⾔有紧⽀集。

D1) 我们定义波动⽅程的能量函数

E(t) =
1

2

ˆ
R3

|∂u
∂t

(t, x)|2 + |∇u(t, x)|2dx.

证明能量守恒定律：对任意的时刻 t ∈ R，有

E(t) = E(0).

D2) 对于 i = 1, 2, 3，我们定义波动⽅程的动量函数

Pi(t) =

ˆ
R3

∂u

∂t

∂u

∂xi
dx.

证明动量守恒定律：对任意的时间 t，有

Pi(t) = Pi(0).

D3)（解的唯⼀性）假设 u(t, x) 和 v(t, x) 都满⾜波动⽅程以及上⾯假设。证明，如果它们具有相

同的的初始值，即 u0(x) = v0(x)，u1(x) = v1(x)，那么 u(t, x) ≡ v(t, x)。

D4) 任意给定 R > 0，假设 r ⩽ R。我们在时空 R× R3 中定义如下的⼏何对象：

Bt

B0
R

C0≤t≤r

– 实⼼锥 D = {(t, x)|t ∈ [0, R], |x| ⩽ R− t}。这是顶点在 (t, x) = (R, 0) 处的⼀个实⼼锥。
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– 实⼼圆台 D0⩽t⩽r = {(t, x)|t ∈ [0, r], |x| ⩽ R− t}（图中两个淡蓝⾊圆盘之间的区域）。

– 圆锥截⾯ C0⩽t⩽r = {(t, x)|t ∈ [0, r], |x| = R− t}（图中的灰⾊区域所代表的表⾯）。

– 不同时刻的球⾯ Bt = {(t, x)||x| ⩽ R− t}（图中淡蓝⾊的圆盘区域）。

给定 (t0, x0) ∈ C0⩽t⩽r。证明，C0⩽t⩽r 在这⼀点处的切空间由以下三个向量张成（球坐标系）

L =
∂

∂t
− ∂

∂r
, e1 =

1

r

∂

∂ϑ
, e2 =

1

r sinϑ
∂

∂φ
.

作为传统的记号，我们记 | /∇u|2 = |∇e1u|2 + |∇e2u|2。

D5)** 我们定义局部能量

Eloc(t) =
1

2

ˆ
Bt

|∂u
∂t

(t, x)|2 + |∇u(t, x)|2dx.

证明，对任意的 r ⩽ R，我们都有

Eloc(0) = Eloc(r) +

ˆ
C0⩽t⩽r

|∇Lu|2 + | /∇u|2dσ.

（提⽰：对 □u = 0 两边同时乘以
∂u

∂t
并在区域 D0⩽t⩽r 上积分，你需要运⽤ Stokes 公式来得

到边界上的积分）

D6)*（波⽅程的有限传播速度）我们现在只假设 u(t, x) 是光滑的。证明，如果 u0 和 u1 有紧⽀集，

那么对任意的时刻 t，u(t, x) 对 x 有紧⽀集。

D7)* 假设 u(t, x) 是光滑函数并且满⾜⾮线性波动⽅程

− ∂2

∂t2
u+△u = u3.

证明，如果 u0 和 u1 有紧⽀集，那么对任意的时刻 t，u(t, x) 对 x 有紧⽀集。

———————————————————-
In order to solve this differential equation you look at it until a solution occurs to you.

—- George Pólya
———————————————————-
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53.2 习题课：Riemann 积分的定义 3

清华大学 19-20 春季学期，数学分析二，第八次习题课内容

传统 Riemann 积分的定义：第三部分

我们沿⽤上次习题课的记号。

高维的 Lebesgue 定理

假设 A ⊂ Rn 是⼦集，对任意的函数 f : A→ C 和 x ∈ A，我们定义 f 在 x 处的振幅为

ω(f, x) = inf
δ>0

(
sup

y,z∈Bx(δ)∩A
|f(y)− f(z)|

)
,

其中，Bx(δ) 为中⼼在 x 处半径为 δ 的闭球。

R51) 证明，f 在 x 处连续当且仅当 ω(f, x) = 0。

（这个性质对于 A 是任意的距离空间都成⽴）

R52) 我们现在假设 A = P 是矩形，f ∈ R(P ) 是 Riemann 可积的函数。证明，对任意的 α > 0，

集合

Aα = {x ∈ P |ω(f, x) ⩾ α}

是（Lebesgue 意义下的）零测集。

（请参考上学期第⼆⼗⼆次课的讲义中在 1 维时的证明）

R53)（Lebesgue 定理）假设 f 是矩形 P 上的有界函数。证明，f 是 Riemann-可积的当且仅当 f

的不连续点集是零测集（Lebesgue 意义下）。

（请参考上学期第⼆⼗⼆次课的讲义中在 1 维时的证明）

R54) 我们现在假设 A = P 是矩形并且 Riemann-可积的函数 f ∈ R(P ) 的取值是⾮负的。证明，ˆ
P
f = 0 当且仅当

{
x ∈ P

∣∣f(x) ̸= 0
}

是（Lebesgue 意义下的）零测集。

R55)（Lebesgue 定理）假设 f 是有界集合 A 上的有界函数，f̃ 是 f 在 Rn 上⽤ 0 所做的延拓（请

参考上次习题课中的构造）。证明，f 在 A 上是 Riemann 可积的当且仅当 f̃ 的不连续点集是

（Lebesgue 意义下的）零测集。

R56) 假设 A ⊂ Rn 有界并且 ∂A 是（Lebesgue 意义下的）零测集。证明，A 上的连续函数在 A 上

Riemann 可积。
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抽象可铺集上的积分

R57) 假设 A ⊂ Rn 是 R-零测集，f 是 A 上的有界函数。证明，f ∈ R(A) 并且
ˆ
A
f = 0.

R58) 假设 A 和 B 是 Rn 中两个有界集，A ∩B 是 R-零测集，f 是定义在 A ∪B 上复值函数。证

明，如果在 A，B 和 A ∪ B 这三个集合中的任意两个上⾯，f 是 Riemann-可积的，那么它

在第三个集合上也是 Riemann-可积的并且下⾯的等式成⽴：
ˆ
A∪B

f =

ˆ
A
f +

ˆ
B
f.

R59) 假设 A ⊂ Rn 是有界集并且 f ∈ R(A)。证明，如果 B ⊂ A 是抽象可铺的，那么 f
∣∣
B

是 B 上

的 Riemann-可积函数。

R60) 假设 A ⊂ Rn 是抽象可铺集，f ∈ R(A)，f 是 f 在 A（A 的闭包）上的⼀个有界的延拓（即

f 是 A 上的有界函数并且 f
∣∣
A
= f）。证明，对任意的 B，满⾜ Å ⊂ B ⊂ A，f

∣∣
B

在 B 上是

Riemann 可积的并且 ˆ
B
f =

ˆ
A
f.

R61) 假设 A ⊂ Rn 是抽象可铺集。证明，每个满⾜ Å ⊂ B ⊂ A 的集合 B 都是抽象可铺集并且

m(B) = m(A)。

R62)（Chasles 定理）给定有限个抽象可铺集 A1, · · · , AN ⊂ Rn，其中对任意的 i ̸= j，Ai ∩ Aj 是

R-零测集，给定函数

f :
N∪
i=1

Ai → C.

证明，f ∈ R

(
N∪
i=1

Ai

)
当且仅当对每个 i，我们都有 f ∈ R(Ai)。如果上述成⽴，进⼀步证明

ˆ
∪i⩽NAi

f =
N∑
i=1

ˆ
Ai

f.

R63) 假设 A ⊂ Rn 是抽象可铺集，A 上定义的有界函数 f 在 Å 上连续。证明，f 在 A 上是

Riemann-可积的。

R64) 假设 A ⊂ Rn 是紧的抽象可铺集，f 是 A 上的连续函数。证明，f ∈ R(A)。
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与 Lebesgue 积分的联系

R65) 假设 A ⊂ Rn 是抽象可铺集。证明，A 是 Lebesgue 可测集（按定义，⼀个集合 A ⊂ Rn 是

Lebesgue 可测的指的是存在 Borel 集 B1 和 B2，使得 B1 ⊂ A ⊂ B2 并且 m(B1) = m(B2)。

Borel 集未必是 Lebesgue 可测集。Lebesgue 可测集是 Borel 代数对于 Lebesgue 测度的完备

化。）

R66) 假设 A ⊂ Rn 是抽象可铺集，f ∈ R(A)。证明，f 在 A 上是 Lebesgue 可积的并且
ˆ
A
f =

ˆ
A
fdm,

其中后者是 Lebesgue 积分。

———————————-

One should never try to prove anything that is not almost obvious.

————- Alexandre Grothendieck

———————————-
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54 物理空间的光滑性与频率空间的衰减，Riemann-Lebesgue 引理，
Dirichlet 核，Féjer 核，Féjer 核的收敛理论，局部化引理

⼆零⼆零年五⽉⼗⼋⽇，星期⼀，晴

我们现在学习⼀个从频率的观点看函数的重要的例⼦：

定理 359. 给定 T 上定义可积函数 f。如下两个叙述是等价的：

1) f 是光滑函数，即 f ∈ C∞(T)；

2) f̂(k) 的具有任意可能的多项式衰减，即对任意的 N ⩾ 0，总存在常数 CN，使得对任意的

k ∈ Z，我们有 ∣∣f̂(k)∣∣ ⩽ CN
(1 + |k|)N

.

注记. 函数 Fourier 系数的衰减速度决定了函数的光滑性，反之亦然。换句话说，频率空间的衰减

等价于物理空间的光滑性。这是学习 Fourier 分析必须要记住的原则之⼀。

证明: 我们先证明 1) ⇒ 2)。不妨假设 k ̸= 0，证明的关键就是利⽤光滑性，我们可以连续做多次分

部积分并且分部积分得到的在端点 0 和 2π 处的值会相互抵消（利⽤周期性）：

f̂(k) =
1

2π

ˆ 2π

0
f(x)e−ikxdx

=
1

2π

1

(−ik)

ˆ 2π

0
f(x)

(
e−ikx

)′
dx

=
1

2π

1

ik

ˆ 2π

0
f(x)′e−ikxdx

· · · · · ·

=
1

2π

1

(ik)N

ˆ 2π

0
f (N)(x)e−ikxdx.

所以，

|f̂(k)| ⩽ 1

2π

1

|k|N

ˆ 2π

0
|f (N)(x)|dx ⩽ ∥f (N)∥L∞

|k|N
.

证明 2) ⇒ 1) 的⽅法是使⽤ Lebesgue 控制收敛定理或者上学期证明的关于求导和求和可交换

的命题。⾸先，根据条件 2）（选 N = 2 即可），我们知道
∑
k∈Z

|f̂(k)| 是绝对收敛的，所以，根据刚

刚证明的结论：

f(x) =
∑
k∈Z

f̂(k)eikx

是连续函数。另外，利⽤ N = 3，我们知道函数项级数∑
k∈Z

(
f̂(k)eikx

)′
=
∑
k∈Z

ikf̂(k)eikx
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是绝对收敛的，因为 ∑
k∈Z

|ikf̂(k)| ⩽
∑
k∈Z

C3|k|
(1 + |k|)3

<∞.

根据 Lebesgue 控制收敛的第⼆个推论，我们有

f(x)′ =

(∑
k∈Z

f̂(k)eikx

)′

=
∑
k∈Z

ikf̂(k)eikx︸ ︷︷ ︸
绝对收敛，所以是连续函数

.

所以，f ∈ C1(T)。我们可以继续这个过程，从⽽证明对任意的 ℓ ∈ Z⩾1，f ∈ Cℓ(T)。

注记. 从证明中可见，对函数光滑 f 求导数等价于对每个频率 k 的 Fourier 系数乘以 −ik。把这个

现象和线性代数联系起来是很有启发性的：我们考虑线性空间 L2(T)，那么，

d

dx
: L2(T) → L2(T)

是线性算⼦（当然，你可以会关⼼
d

dx
是否是良好定义的，让我们假设这个成立（其实不成立））。我

们现在考虑测度空间 (Z,P(Z), µ)，其中，µ 就是数元素个数的测度，我们令 ℓ2(Z) = L2(Z,P(Z), µ)。
那么，根据关于 L2 空间上的 Fourier 级数的基本定理，我们得到了（连续的）映射（同构）：

F : L2(T) → ℓ2(Z), f 7→
(
f̂(k)

)
k∈Z

.

我们把这个同构看做是在 L2(T) 选取了⼀个基。那么，上面求导可以用下面的交换图标来表达：

L2(T) L2(T)

ℓ2(Z) ℓ2(Z)

d
dx

F F

×(−ik)

,

换句话说，换了这组基后，微分算⼦
d

dx
被对角化了（变成了成在每个分量上乘⼀个数），这把求

微分的操作变成了代数操作。

仿照线性代数中对⼀个正定的矩阵可以定义它的开⽅的思路，我们对⼀个光滑函数的 Fourier
系数分别乘以 |k|

1
2，这可以定义求⼆分之⼀次导数。这实际上是所谓的拟微分算⼦的基本想法（如

果下学期时间⾜够的话，我们会讲到）。

我们上学期已经证明如下的 Riemann-Lebesgue 引理，这个引理是 Fourier 分析中的核⼼定理：

定理 360 (Riemann-Lebesgue). 对任意的 f ∈ L1(T)，我们都有

lim
|k|→∞

f̂(k) = 0.

证明: 上⾯的定理表明，如果 f ∈ C∞(T)，那么命题成⽴，再利⽤光滑函数在 L1(T) 中稠密即可。

我们不再重复证明的细节。
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注记. 实际上，我们可以证明，对任意的序列 {ak}k∈Z，其中 ak ̸= 0，其中

lim
k→∞

ak = ∞,

总存在某个可积函数 f ∈ L1(T)，使得

lim
k→∞

ak|f̂(k)| = ∞.

换句话说，⼀个 L1 函数的 Fourier 系数的衰减可以任意得慢。这个证明需要用到泛函分析中的

Banach-Steinhaus 定理，我们这里仅仅陈述结论⽽不给证明。（在本次的作业中，我们有⼀个较弱

的版本，证明上面的极限对⼀个⼦序列是成立的）

注记. 证明中分部积分的技巧实际上还证明了如下的结论：如果 f ∈ Cm(T)，其中 m ⩾ 1 是正整

数，那么存在常数 C，使得对任意的 k ∈ Z，我们有∣∣f̂(k)∣∣ ⩽ CN
(1 + |k|)m

.

也就是说，每多⼀阶可微性，Fourier 系数的衰减也快⼀阶。

Dirichlet 核和 Féjer 核

我们上周就提过：可以对 T 上的两个 L1 函数定义卷积：

f ∗ g : T → C, x 7→ (f ∗ g)(x) =
ˆ 2π

0
f(x− y)g(y)

dy

2π
,

与 Rn 上的证明完全⼀致，利⽤ Fubini 定理，我们有

∥f ∗ g∥L1 ⩽ ∥f∥L1∥g∥L1 .

这表明，我们有如下的乘法结构

L1(T)× L1(T)
∗−→ L1(T).

仍然根据 Fubini 定理，我们可以说明卷积满⾜交换律和结合律：

1) 对于⼏乎处处的 x ∈ T，我们有 (f ∗ g)(x) = (g ∗ f)(x)。

2) 假设 f, g, h ∈ L1(Rn)，那么
(
(f ∗ g) ∗ h

)
(x) =

(
f ∗ (g ∗ h)

)
(x) ⼏乎处处成⽴。

类似地，我们可以证明：对于 p = 1, 2 或者 ∞，有

L1(T)× Lp(T)
∗−→ Lp(T),

即对任意的 f ∈ L1(T)，g ∈ Lp(T)，函数

(f ∗ g)(x) =
ˆ

T
f(x− y)g(y)dy
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在 Lp(Rn) 中是良好定义的（⼏乎处处）。特别地，我们还有如下的不等式：

∥f ∗ g∥Lp(T) ⩽ ∥f∥L1(T)∥g∥Lp(T).

卷积的定义不仅仅是概念上的推⼴，它有着很重要的实际意义。我们来看下⾯的例⼦：

例子. 假设 f ∈ L1(T)，考虑 Fourier 分析中最基本的函数

ek(x) = eikx.

我们来计算 f ∗ ek：

(f ∗ ek
)
(x) =

ˆ 2π

0
f(y)eik(x−y)

dy

2π

= eikx
ˆ 2π

0
f(y)e−iky

dy

2π

= f̂(k)eikx.

所以，与 eikx 做卷积就给出了 f 向 eikx 这个⽅向上的投影。

特别地，我们在 Fourier 技术中感兴趣的部分和就有如下的表达式：

SN (f)(x) =
∑

−N⩽k⩽N
f̂(k)eikx = f ∗

 ∑
−N⩽k⩽N

ek

 .

我们定义 Dirichlet 核 DN (x) 如下，其中，N ⩾ 0 是整数：

DN (x) =
∑

−N⩽k⩽N
ek =

ei(N+1)x − e−iNx

eix − 1

=
ei(N+ 1

2
)x − e−i(N+ 1

2
)x

ei
x
2 − e−i

x
2

=
sin
(
(N + 1

2)x
)

sin
(
1
2x
) .

所以，对于 x ∈ R，我们定义 Dirichlet 核 DN (x)：

DN (x) =


sin
(
(N+ 1

2
)x
)

sin
(

1
2
x
) , x ̸= 2kπ;

2N + 1, x = 2kπ.

这也是定义在 T 上的函数。

我们就证明了下⾯的引理：

引理 361. 对任意的 f ∈ L1(T)，它的 Fourier 级数的部分和 SN (f) 可以表达为

SN (f)(x) =
∑

−N⩽k⩽N
f̂(k)eikx =

(
f ∗DN

)
(x).
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在传统的 Fourier 分析中，我们还考虑⼀种被称作 Fejér 和的部分和。按照定义，它是部分和

序列 {SN}N⩾0 的 Cesàro 求和（前 n 项的平均值），即

σN (f)(x) =
S0(x) + S1(x) + · · ·+ SN−1(x)

N

我们将会看到，Cesàro 求和会让 Fourier 级数的收敛速度变得很快！

我们现在来计算 Féjer 核的公式。按照定义，我们有

σN (f)(x) =
(
f ∗ 1

N

N−1∑
k=0

Dk

)
(x) =

(
f ∗ FN

)
(x).

其中，Féjer 核 FN 被定义成

FN (x) =
N−1∑
k=0

Dk.

我们可以进⼀步计算 FN (x) 的解析表达式：

FN (x) =
1

N

N−1∑
k=0

sin
(
(k + 1

2)x
)

sin
(
1
2x
) =

1

N

1

sin
(
1
2x
) N−1∑
k=0

Im
(
e

i
2
xeikx

)
=

1

N

1

sin
(
1
2x
) Im(e i

2
x e

iNx − 1

eix − 1

)
=

1

N

1

sin
(
x
2

) Im(eiNx
2
ei

Nx
2 − e−i

Nx
2

ei
x
2 − e−i

x
2

)

=
1

N

(
sin(N2 x)
sin(x2 )

)2

所以，对于 x ∈ R，我们定义如下的 Féjer 核：

FN (x) =


1
N

(
sin(N

2
x)

sin(x
2
)

)2

, x ̸= 2kπ;

N, x = 2kπ.

练习. 证明，FN (x) 的积分是 2π： ˆ 2π

0
FN (x)

dx

2π
= 1.

这是⼀个有趣的联系，最好的证明是观察到
ˆ π

−π
DN (x)

dx

2π
= 1，这是因为（不要⽤解析表达

式）DN =
∑

−N⩽k⩽N
ek。

我们之前卷积的核函数是 χε，与之类似，我们的 Féjer 核 FN 满⾜下⾯的性质：

1) FN 是正的，即对任意的 x ∈ R，我们有 FN (x) ⩾ 0；

2) FN 是 T 上的概率密度，即 ˆ π

−π
FN (x)

dx

2π
= 1;

639



3) 把 FN 视作是 [−π, π] 上的函数，那么，当 N → ∞ 时，FN 集中在 x = 0 附近，即对任意的

δ > 0，当 N → ∞ 时，我们有
ˆ
δ⩽|x|⩽π

FN (x)
dx

2π
−→ 0, N → ∞.

证明是直截了当的：当 |x| ∈ [δ, π] 时，由于
∣∣ sin (x2)∣∣ ⩽ |x|

2 ，我们有

|FN (x)| ⩽
1

N

(2
δ

)2( sin(N
2
x)
)2 ⩽ 1

Nδ2
.

所以，当 N → 0 时，我们有
ˆ
δ⩽|x|⩽π

FN (x)
dx

2π
⩽
ˆ
δ⩽|x|⩽π

4

Nδ2
dx

2π
→ 0.

传统的 Fourier 分析把 FN 的性质提炼成所谓的好的积分核的性质：

定义 362. 给定 R 上的⼀族连续函数 {KN (x)}N⩾0，我们可以认为 x ∈ T。假设它们满⾜下面的性

质：

1) KN 在 L1(T) 中有界：存在常数 M > 0，使得对任意的 N ⩾ 0，都有
ˆ π

−π
|KN |

dx

2π
⩽M ;

2) KN 是 T 上的概率密度，即
ˆ π

−π
KN (x)

dx

2π
= 1；

3) 当 N → ∞ 时，{KN}⩾0 集中在 x = 0 附近，即对任意的 δ > 0，当 N → ∞ 时，我们有
ˆ
δ⩽|x|⩽π

|KN (x)|
dx

2π
→ 0.

我们就称 {KN (x)} 是 T 上⼀族好的积分核。

按照刚才的构造，Féjer 核 {FN}N⩾0 是⼀族好的积分核。

定理 363. 假设 {KN (x)}N⩾1 是⼀族好的积分核，那么对任意的 f ∈ C0(T)，我们都有⼀致收敛：

lim
N→∞

∥f ∗KN − f∥L∞ = 0,

其中

f ∗KN (x) =

ˆ π

−π
f(x− y)KN (y)

dy

2π
.
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证明: 利⽤ KN 是概率密度函数，我们有

|
(
f ∗KN

)
(x)− f(x)| =

∣∣∣ˆ π

−π

(
f(x− y)− f(x)

)
KN (y)

dy

2π

∣∣∣
⩽
∣∣∣ˆ

|y|⩽δ

(
f(x− y)− f(x)

)
KN (y)

dy

2π

∣∣∣︸ ︷︷ ︸
A

+
∣∣∣ ˆ

δ⩽|y|⩽π

(
f(x− y)− f(x)

)
KN (y)

dy

2π

∣∣∣︸ ︷︷ ︸
B

.

由于 f 在 [0, 2π] 上⾯连续，所以⼀致连续性。从⽽，对任意的 ε > 0，存在 δ > 0，当 |y| < δ 时，

对任意的 x，我们都有 |f(x− y)− f(x)| < ε。所以，根据好的积分核的性质 1)，我们有

A ⩽ ε

ˆ
|y|⩽δ

|KN (y)|
dy

2π
⩽ εM.

对于 B，我们⽤好的积分核的性质 3)：

B ⩽ 2∥f∥L∞

ˆ
δ⩽|y|⩽π

|KN (y)|
dy

2π
.

所以，存在 N0 依赖于 δ 从⽽依赖于 ε，使得当 N ⩾ N0 时，对任意的 x ∈ T，我们有

B ⩽ ε.

综合上述，对任意的 ε > 0，存在 N0，使得当 N ⩾ N0 时，对任意的 x ∈ T，我们有

|
(
f ∗KN

)
(x)− f(x)| ⩽ (M + 1)ε.

命题得到证明。

推论 364. 对任意的 f ∈ C0(T)，我们都有⼀致收敛

lim
N→0

∥f ∗ FN − f∥L∞ = 0.

特别地，我们注意到

FN (x) =
1

N

∑
|k|⩽N

(N − |k|)eikx,

所以，

σN (f)(x) = FN ∗ f(x) =
∑
|k|≤N

(1− |k|
N

)f̂(k)eikx.

这是个有限的三⾓级数，它将⼀致收敛到 f，所以，我们实际上再次证明了周期连续函数情形下的

Stone-Weiestrass 定理。
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Féjer 核的一个应用：L1 函数的原函数与 Fatou 的反例

根据 Riemann-Lebesgue 引理，f ∈ L1(T)，那么 f̂(k) = 0。那么，是不是每个极限是 0 序列

{ak}k∈Z，它必为某个可积函数的 Fourier 系数呢，即是否存在 f ∈ L1(T)，使得对任意的 k，我们

都有 f̂ = ak？

给定 f ∈ L1(T) 是周期函数，我们假设 f̂(0) = 0。（f̂(0) = 0 等价于 f 的积分为零）我们定义

R 上的函数：

F : R → C, F (x) =

ˆ x

0
f(t)dt.

根据 f 是可积的，F (x) 是连续函数（⽐如，可以⽤ Lebesgue 控制收敛来证明）。由于 f 在⼀个周

期上的积分消失，所以 F (x) 也是以 2π 为周期的。我们可以计算 F (x) 的 Fourier 系数：

引理 365. 给定 f ∈ L1(T)，我们假设 f̂(0) = 0。那么，以 2π 为周期的连续函数 F (x) =

ˆ x

0
f(t)dt

的 Fourier 系数可以用 f 的信息表示如下：

F̂ (k) =

−
´ 2π
0 xf(x) dx2π , k = 0;

1
ik f̂(k), k ̸= 0.

注记. 如果 f 是连续函数，那么 F 是 C1 的，所以，F ′ = f。此时，由于求导在频率空间来看是

乘以 −ik，所以当 k ̸= 0 时，命题时显然的（可以直接分部积分）。

证明: 当 k = 0 时，利⽤ Fubini 定理，我们有

F̂ (0) =

ˆ 2π

0

(ˆ x

0
f(t)dt

)
dx

2π

=

ˆ
[0,2π]2

f(t)1t⩽x(t, x)
dxdt

2π

=
1

2π

ˆ 2π

0

(ˆ 2π

t
f(t)dx

)
dt

=
1

2π

ˆ 2π

0
(2π − t)f(t)dt.

由于 f̂ = 0，所以

F̂ (0) = −
ˆ 2π

0
xf(x)

dx

2π
.

当 k ̸= 0 时，我们有

F̂ (k) =

ˆ 2π

0

(ˆ x

0
f(t)dt

)
e−ikx

dx

2π

=
1

2π

ˆ 2π

0

(ˆ 2π

t
e−ikxf(t)dx

)
dt

=
1

2π

ˆ 2π

0

1

−ik

(
1− e−ikt

)
f(t)dt

=
1

ik
f̂(k).

命题成⽴。
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在同样的假设下，由于 F 是连续的，根据 Féjer 核的理论，当 N → ∞ 时，FN ∗ F ⼀致收敛

到 F。另外，由于

FN ∗ F (x) =
∑
|k|⩽N

(1− |k|
N

)F̂ (k)eikx,

所以，在 x = 0 处，我们有

FN ∗ F (0) =
∑
|k|⩽N

(1− |k|
N

)F̂ (k)

= − 1

2π

ˆ 2π

0
xf(x)dx+

∑
1⩽|k|⩽N

(1− |k|
N

)
1

ik
f̂(k)

= − 1

2π

ˆ 2π

0
xf(x)dx− i

∑
1⩽|k|⩽N

f̂(k)

k
+

i

N

∑
1⩽k⩽N

f̂(k)︸ ︷︷ ︸
AN

− i

N

∑
−N⩽k⩽−1

f̂(k)︸ ︷︷ ︸
BN

.

根据 Riemann-Lebesgue 引理，我们知道 lim
k→∞

f̂(k) = 0，所以， lim
N→∞

AN = 0（这是第⼀学期关于

数列极限的标准习题：如果⼀个数列的极限是 0，那么它所对应的 Cesàro 和（前 n 项的平均）的

极限也是 0）；类似地， lim
N→∞

BN = 0。由于 F (0) = 0，所以，当 N → ∞ 时，上⾯的等式给出了

lim
N→∞

 ∑
1⩽|k|⩽N

f̂(k)

k

 =
i

2π

ˆ 2π

0
xf(x)dx.

特别地，这表明对于⼀个 L1 函数的 Fourier 系数，数列
{
f̂(k)
k

}
k∈Z

具有⼀定的“可求和性”。Fatou
根据这个性质构造了如下的反例：

命题 366 (Fatou). 对于如下定义的数列 {ak}k⩾1，其中

ak =


0, |k| ⩽ 1;

1
2i log k , k ⩾ 2;

−1
2i log |k| , k ⩽ −2.

不存在 f ∈ L1(T)，使得对任意的 k ∈ Z，f̂(k) = ak。

证明: 我们⽤反证法：如果不然，那么，f 的 Fourier 级数的部分和为

SN (f)(x) =
∑
|k|⩽N

ake
ikx

=
∑
k⩾2

sin(kx)
log k

 .

上⾯的计算表明，

 ∑
1⩽|k|⩽N

ak
k


N⩾1

是有极限的，然⽽，根据 ak 的定义，我们有

∑
1⩽|k|⩽N

ak
k

=
1

i

∑
2⩽k⩽N

1

k log k .
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我们可以⽤上学期最后学习的⾯积⽅法来⽤ (log(x))−1 的积分估计上⾯求和的⼤⼩，这表明∑
2⩽k⩽N

1

k log k ∼ log logN → ∞.

然⽽，上⾯的积分应该收敛到
i

2π

ˆ 2π

0
xf(x)dx，⽭盾。

尽管 Féjer 核的理论更简洁，我们却更想知道是否 SN (f) 能够⾜够好地逼近 f，因为这是最⾃

然的部分和。这使得我们要研究 Dirichlet 核函数 DN 的性质。实际上，尽管 DN (x) 的积分是 1，

但是，当 N 很⼤的时候，它的振荡很厉害，所有有很多正的部分对积分的贡献可以被负的部分对

积分的贡献消掉，⽽ DN (x) 并不满⾜好的积分核的定义中的第⼀条。实际上，我们有

引理 367. 当 N → ∞ 时，我们有ˆ π

−π
|DN (x)|

dx

2π
=

4

π2
log(N) +O(1).

证明: 我们重新写下 DN (x) 的表达式

DN (x) =


sin
(
(N+ 1

2
)x
)

sin
(

1
2
x
) , x ̸= 2kπ;

2N + 1, x = 2kπ.

证明的基本想法是把分母中的 sin 函数替换成更容易控制的函数。我们⾸先说明：对任意的 x ∈
[0,∞)，我们有

x− 1

6
x3 ⩽ sin(x) ⩽ x.

后⾯⼀个不等式是熟知的；为了说明前⼀个，我们知道

1− 1

2
x2 ⩽ cos(x), x ⩾ 0.

对 x 积分即可。

所以，对 π ⩾ x ⩾ 0，我们有

2

x
⩽ 1

sin
(
x
2

) ⩽ 2

x

1

1− 1
24x

2
⩽ 2

x

(
1 + 2× 1

24
x2
)
⩽ 2

x
+
x

6
.

即
2

x
⩽ 1

sin
(
x
2

) ⩽ 2

x
+
x

6
.

从⽽，通过把 [−π, π] 上的积分变成 [0, π] 上的积分，我们有

0 ⩽ 2

ˆ π

0
|DN (x)|

dx

2π
−

IN︷ ︸︸ ︷
2

ˆ π

0

| sin
(
(N + 1

2)x
)∣∣

x
2

dx

2π

⩽ 1

6π

ˆ π

0
x| sin

(
(N +

1

2
)x
)∣∣dx

⩽ 1

6π

ˆ π

0
xdx =

π

12
= O(1).
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所以，我们只需要对

IN =
2

π

ˆ π

0

| sin
(
(N + 1

2)x
)∣∣

x
dx

的增长进⾏估计即可。此时，我们有

IN =
2

π

ˆ (N+ 1
2
)π

0

| sinx|
x

dx

=
2

π

ˆ Nπ

0

| sinx|
x

dx+
2

π

ˆ (N+ 1
2
)π

Nπ

| sinx|
x

dx︸ ︷︷ ︸
O(N−1)

=
2

π

N−1∑
k=0

ˆ (k+1)π

kπ

| sinx|
x

dx+O(1)

=
2

π

N−1∑
k=1

ˆ π

0

| sinx|
x+ kπ

dx+O(1).

我们进⼀步放缩分母，我们有
1

(k + 1)π
⩽ 1

x+ kπ
⩽ 1

kπ
.

从⽽

2

π

N−1∑
k=1

ˆ π

0

| sinx|
(k + 1)π

dx ⩽ IN −O(1) ⩽ 2

π

N−1∑
k=1

ˆ π

0

| sinx|
kπ

dx.

然⽽，左右两边我们可以直接计算，从⽽

4

π2

N∑
k=2

1

k
dx ⩽ IN −O(1) ⩽ 4

π2

N−1∑
k=1

1

k
.

最终利⽤
N−1∑
1

1

k
= logN + γ +O(

1

N
),

其中 γ 是 Euler 常数。命题得证。

Dirichlet 核函数的研究将是我们之后学习的重点。我们先证明 Fourier 级数的部分和或者说

Dirichlet 核的局部化的性质。这是⼀个⾮常有启发意义的命题，它的证明是 Riemann-Lebesgue 的

⼀个漂亮的应⽤：

引理 368 (局部化引理). 对任意的 x0 ∈ R 任意的小正数 δ > 0，如果函数 f, g ∈ L1(T) 满⾜

f
∣∣
(x0−δ,x0+δ) = g

∣∣
(x0−δ,x0+δ),

那么，我们有

lim
N→∞

(
SN (f)(x0)− SN (g)(x0)

)
= 0.
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注记. 据此，为了研究 f 在某点 x0 处的 Fourier 级数是否收敛，只要将注意⼒集中在这个点的邻

域就好！这是绝对是不平凡的结论：按照定义，Fourier 系数是依赖于 f 在整个 T 的积分的，然⽽

Fourier 级数的收敛性却是局部的！

证明: ⾸先，由于 DN (x) 是偶函数，通过变量替换，我们有

SN (f)(x0)− SN (g)(x0)

=

ˆ π

−π
DN (y)

(
f(x0 − y)− g(x0 − y)

)dy
2π

=

ˆ π

0
DN (y)

(
f(x0 − y) + f(x0 + y)− g(x0 − y)− g(x0 + y)

)dy
2π

=

ˆ π

δ
DN (y)

(
f(x0 − y) + f(x0 + y)− g(x0 − y)− g(x0 + y)

)dy
2π
.

根据 DN (x) 的解析表达式，我们有

SN (f)(x0)− SN (g)(x0) =

ˆ π

δ
sin
(
(N +

1

2
)y
) (f(x0 − y) + f(x0 + y)− g(x0 − y)− g(x0 + y)

)
sin
(
x
2

)︸ ︷︷ ︸
F (y)

dy

2π

=

ˆ π

−π
sin
(
(N +

1

2
)y
)
· F (y)1δ⩽|y|⩽π(y)dy.

由于在 x ⩾ δ 时，sin(x2 ) ⩾ sin( δ2) 有正的下界，所以 F (x)1δ⩽|x|⩽π(x) 实际上在 L1(T) 中。根据

Riemann-Lebesgue 引理，当 N → ∞ 时，我们有

|SN (f)(x0)− SN (g)(x0)| → 0.

命题得证。

注记. 对上面的证明稍加修改，我们就可以证明：对任意的 h ∈ L1(T) 和任意的小正数 δ > 0，当

N → ∞ 时，我们有
ˆ
δ⩽|x|⩽π

DN (x)h(x)
dx

2π
→ 0,

ˆ
δ⩽|x|⩽π

FN (x)h(x)
dx

2π
= O(

1

N
).

我们观察到，尽管上面的的极限都消失，但是后者有固定的衰减速度⽽前者并没有（由 Riemann-
Lebesgue 引理给出的衰减是没有衰减速率的）。
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55 du Bois-Reymond反例，Fourier级数收敛的Dirichlet定理，Fourier
级数收敛的 Dini 定理，Hölder 连续函数 Fourier 级数收敛理论，有
界变差函数的 Jordan 定理 Fourier 级数收敛理论

⼆零⼆零年五⽉⼆⼗⼀⽇，星期四，晴

经典的 Fourier 级数收敛理论

⾸先，我们要明确，Fourier 级数在⼀点处是否收敛并不是明显的，⽐如，对于连续函数，我们

有 du Bois-Reymond 的著名反例（1876）。这个构造背后的想法是基于下⾯不等式（x ̸= 0 时，利

⽤级数的 Abel 判别法／求和法；x = 0 时，这是显然的，然⽽这个情况很重要）：存在正常数 C，

使得

|
∑

1⩽|k|⩽N

eikx

k
| ⩽ C.

另外，我们现在不再把每个频率 eikx 看成基本的单元，⽽是把若⼲个频率的叠加（在有控制的

情形下）看成基本的单元（物理上讲这样的叠加称作是波包）。

对于 K ∈ Z⩾1，我们定义波包函数

WK(x) = ei(2K)·x
∑

1⩽|k|⩽K

eikx

k
,

W−
K (x) = ei(2K)·x

∑
−K⩽k⩽−1

eikx

k
.

那么，

• WK(x) 在频率 k = K,K + 1, · · · , 3K 之外都是零。

也就是说，如果 k /∈ [K, 3K]，那么 ŴK(k) = 0。

• W−
K (x) 在频率 k = K,K + 1, · · · , 2K 之外都是零。

我们选取依次选取 K1,K2,K3, · · ·，使得对任意的 ℓ ⩾ 1，我们都有 Kℓ+1 > 3Kℓ；序列 {Kℓ}ℓ⩾1 将

在下⾯具体地构造。这样得到的所有 WKℓ
和 W−

Kℓ
在频率空间上⾯的⽀集是两两不相交的。

根据我们提到的不等式（⽤ Abel 求和法来证明的），下⾯级数是绝对收敛的：

f(x) =

∞∑
ℓ=1

1

ℓ2
WKℓ

(x).

从⽽，f ∈ C0(T) 是连续函数。

我们现在考察 f 的部分和，特别是 S2Kℓ0
(f) 这⼀项。很明显，

S2Kℓ0
f(x) =

( 1

ℓ0

)2
W−
Kℓ0

(x) +

ℓ0−1∑
ℓ=1

1

ℓ2
WKℓ

(x).
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由于 WKℓ
是有界的，所以后⾯⼀项的总是有限的（⼩于⼀个固定的常数），我们不必担⼼；对于第

⼀项，我们在 x = 0 处取值，从⽽，我们得到

( 1

ℓ0

)2
W−
Kℓ0

(0) =
( 1

ℓ0

)2 −Kℓ0∑
k=−1

1

k
∼ log(Kℓ0)

ℓ20
.

为了让这⼀项发散（当 ℓ0 → ∞ 时），我们选取 Kℓ = 3ℓ
3
，其中 ℓ ⩾ 1 即可（此时，Kℓ+1 > 3Kℓ ⾃

动满⾜）。

总结上⾯的的构造，我们就有

命题 369 (du Bois-Reymond). 存在连续函数 f ∈ C(T)，使得其 Fourier 级数的部分和序列

{SN (f)(x)}N⩾1 在 x = 0 处发散。

历史上有很多定理给出了充分条件保证 Fourier 级数在⼀点处的收敛。

定理 370. 给定函数 f ∈ L1(T) 和 x0 ∈ T。我们假设它们满⾜下面的要求：

1) f 在 x0 处的左右极限 f−(x0) 和 f+(x0) 都存在；

2) 存在 δ > 0，使得∣∣∣∣ˆ δ

0

|f(x0 − t)− f−(x0)|
t

dt

∣∣∣∣+ ∣∣∣∣ˆ δ

0

|f(x0 + t)− f+(x0)|
t

dt

∣∣∣∣ <∞.

那么，数列 {SN (f)(x)}N⩾0 在 x = x0 处收敛并且

lim
N→∞

SN (f)(x0) =
f−(x0) + f+(x0)

2
.

证明: 证明的关键是将积分改写为可以运⽤ Riemann-Lebesgue 引理的形式：

SN (f)(x0)−
f−(x0) + f+(x0)

2

=

ˆ π

−π
DN (x)

(
f(x0 − x)− f−(x0)− f+(x0)

)dy
2π

=

ˆ π

0
DN (y)

(
f(x0 − y)− f−(x0) + f(x0 + y)− f+(x0)

)dy
2π

=

ˆ π

0
sin
(
(N +

1

2
)y
)
· y

sin
(
1
2y
) · (f(x0 − y)− f−(x0) + f(x0 + y)− f+(x0)

)
y︸ ︷︷ ︸

∈L1

dy

2π

从⽽，我们可以再次利⽤ Riemann-Lebesgue 引理。

历史上第⼀个关于 Fourier 级数收敛的严格数学定理是 Dirichlet 证明的（1847），它很明显是

上⾯定理的推论：
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定理 371 (Dirichlet). 假设函数 f 是 T 上的分段 C1 函数，即存在 0 = x1 < x2 < · · · < xℓ−1 <

xℓ = 2π = x1，使得 f 限制在每个区间 [xk, xk+1] 上都是 C1 的（⽽函数 f 本身在 xk 处可能不连

续）。那么，对任意的 x0 ∈ T，{SN (f)(x)}N⩾0 在 x = x0 处收敛并且

lim
N→∞

SN (f)(x0) =
f−(x0) + f+(x0)

2
.

证明: 只要对 f ⽤ Lagrange 中值定理就可以验证前⼀个定理的条件。

定理 372 (Dini). 给定函数 f ∈ L1(T) 和 x0 ∈ T。假设他们满⾜∣∣∣∣ˆ π

0

|f(x0 − t) + f(x0 + t)− 2f(x0)|
t

dt

∣∣∣∣ <∞.

那么，{SN (f)(x)}N⩾0 在 x = x0 处收敛并且

lim
N→∞

SN (f)(x0) = f(x0).

证明: 证明是类似的，我们有

SN (f)(x0)− f(x0)

=

ˆ π

0
DN (x)

(
f(x0 − x) + f(x0 + x)− 2f(x0)

)dx
2π

=

ˆ π

0
sin
(
(N +

1

2
)y
)
· y

sin
(
1
2y
) · (f(x0 − y) + f(x0 + y)− 2f(x0)

)
y︸ ︷︷ ︸

∈L1

dy

现在可以使⽤ Riemann-Lebesgue 引理。

定义 373 (Hölder 空间). 给定 0 < α < 1。如果对于 T 上的连续函数 f，存在常数 C > 0，使得

对任意的 x, y ∈ R，我们都有

|f(x)− f(y)| ⩽ C|x− y|α,

我们就说 f 是α-Hölder 连续的。我们把所有 α-Hölder 连续的周期函数记作 Cα(T)。

推论 374. 假设 f ∈ Cα(T)，其中 0 < α < 1。那么，对任意的 x ∈ T，{SN (f)(x)}N⩾0 收敛并且

lim
N→∞

SN (f)(x) = f(x).

证明: 根据 Hölder 连续性，我们有∣∣∣∣ˆ π

0

|f(x0 − t) + f(x0 + t)− 2f(x0)|
t

dt

∣∣∣∣
⩽
ˆ π

0

|f(x0 − t)− f(x0)|+ |f(x0 + t)− f(x0)|
t

dt

⩽
ˆ π

0
2Ctα−1dt.

由于 α > 0，所以上⾯的积分是有限的。利⽤ Dini 定理我们就完成了证明。
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注记. 上述的所有命题（包括定义）对 α = 1 也成立。回忆⼀下，α = 1 时，我们称这样的函数

Lipschitz 连续的。

注记. 上述收敛未必是⼀致收敛，之后我们将证明，如果 α >
1

2
，那么上面的收敛是⼀致收敛的。

另外，对于 f ∈ Cα，类似于可以求导数的情形，我们稍后还会证明∣∣f̂(k)∣∣ ⩽ 1

(1 + |k|)α
.

有⼀个关于有界变差函数的 Fourier 级数收敛的命题和上⾯证明的结论也很类似。我们先引⼊

有界变差函数的概念。给定⼀个有限的闭区间 [a, b] 和它上⾯所定义的实值函数 f，对任意⼀个分

划 σ ∈ S（S 为分划的集合），即我们选取 a = x0 < x1 < · · · < xm = b，我们定义这个分划所对应

把变差为：

V (f, σ) =
m∑
k=1

|f(xk)− f(xk−1)|.

我们令

V ([a, b], f) = sup
σ∈S

V (f, σ).

如果 V ([a, b], f) <∞，我们就称 f 是 [a, b] 上的有界变差函数。直观上，有界变差函数在区间上整

体的振荡⽐较⼩。我们有如下⼏个显然的性质：

1) 如果 f 是 [a, b] 上的单调函数，那么

|V ([a, b], f)| = |f(a)− f(b)|.

2) 如果 f 和 g 是有界变差函数，那么 f ± g 也是的。

这是因为对任意分划 σ，我们都有

V (f ± g, σ) ⩽ V (f, σ) + V (g, σ).

3) 如果 f 是有界变差函数，那么 |f | 也是的。

这是因为对任意分划 σ，根据
∣∣|x| − |y|

∣∣ ⩽ |x− y|，我们都有

V (|f |, σ) ⩽ V (f, σ).

给定⼀个 [a, b] 上的右边变差函数 f，在⼦区间上的有界变差可以给出如下的函数：

[a, b] → R⩾0, x 7→ V ([a, x], f).

另外，假设区间 [a, b] 和 [b, c] 上分别有分划 σ 和 σ′，其中

σ = (a = x0 < x1 < · · · < xm = b), σ′ = (b = x′0 < x′1 < · · · < x′m′ = c),
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那么，我们可以把这两个分划⾸尾相接得到 [a, c] 上的分划 σ ∪ σ′，即

σ ∪ σ′ = (a = x0 < x1 < · · · < xm = b = x′0 < x′1 < · · · < x′m′ = c).

很明显，如果 f 在 [a, c] 上有定义，那么

V (f, σ ∪ σ′) = V (f, σ) + V (f, σ′).

按照定义，

V (f, σ) + V (f, σ′) = V (f, σ ∪ σ′) ⩽ V ([a, c], f).

再对左边的 σ 和 σ′ 取上确界，我们得到

V ([a, b], f) + [V ([b, c], f) ⩽ [V ([a, c], f).

特别地，当 c ⩾ b 时，我们有

V ([a, b], f) ⩽ [V ([a, c], f),

所以函数 x 7→ V ([a, x], f) 是单调上升的。

定理 375 (有界变差函数的结构定理). 假设 h 是 [a, b] 上的有界变差函数，那么，存在 [a, b] 上的

单调递增函数 f 和 g，使得

h = f − g.

证明: 只要验证 V ([a, x], h) − h(x) 是单调递增的就可以了，因为我们可以选取 f = V ([a, x], h)，

g(x) = V ([a, x], h)− h(x)。任意给定 x1, x2 ∈ [a, b]，其中 x1 ⩽ x2，我们有(
V ([a, x2], h)− h(x2)

)
−
(
V ([a, x1], h)− h(x1)

)
=
(
V ([a, x2], h)−

(
V ([a, x1], h)

)
− (h(x2)− h(x1))

⩾ V ([x1, x2], h)− (h(x2)− h(x1))

⩾ 0.

证毕。

推论 376. 界变差函数是 Riemann 可积的（所以是 L1 的，从⽽可以定义其 Fourier 系数）。

证明: 这因为单调函数只有可数多个不连续点，所以是 Riemann 可积的。

定理 377 (Jordan). 实值函数 f 是 T 上的有界变差函数。那么，对任意 x0 ∈ T，{SN (f)(x)}N⩾1

在 x0 处收敛并且

lim
N→∞

SN (f)(x0) =
f−(x0) + f+(x0)

2
.
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证明: 根据有界变差函数的结构定理，我们不妨假设 f 是单调函数。仿照之前定理的证明，我们有

SN (f)(x0)−
f−(x0) + f+(x0)

2

=

ˆ π

0
DN (x)

(
f(x0 − y)− f−(x0) + f(x0 + y)− f+(x0)

)dy
2π

=

ˆ π

0

sin
(
(N + 1

2)y
)

sin
(
1
2y
) (

f(x0 − y)− f−(x0)
)dy
2π︸ ︷︷ ︸

I−

+

ˆ π

0

sin
(
(N + 1

2)y
)

sin
(
1
2y
) (

f(x0 + y)− f+(x0)
)dy
2π︸ ︷︷ ︸

I+

.

只要处理 I+ 即可，另外⼀项可以类似地处理。我们可以将 I+ 写为

I+ =

ˆ δ

0

sin
(
(N + 1

2)y
)

sin
(
1
2y
) (

f(x0 + y)− f+(x0)
)dy
2π︸ ︷︷ ︸

I+,δ

+

ˆ π

δ
sin
(
(N +

1

2
)y
) ∈L1︷ ︸︸ ︷
f(x0 + y)− f+(x0)

sin
(
1
2y
) dy

2π︸ ︷︷ ︸
I+,>δ

, → 0.

上式的第⼆项可以再次⽤ Riemann-Lebesgue 引理处理：当 N → ∞ 时候，我们有 I+,>δ → 0。为

了处理第⼀项，我们⽤之前在估计
ˆ 2π

0
|DN (x)|

dx

2π
时所⽤的不等式：

2

t
⩽ 1

sin
(
t
2

) ⩽ 2

t
+
t

6
, 0 ⩽ t ⩽ π,

从⽽对任意的 g(t)（分正负来讨论），我们都有∣∣ 1

sin
(
t
2

)g(t)− 2

t
g(t)

∣∣ ⩽ t

6
|g(t)|.

据此，

∣∣I+,δ − ˆ δ

0

2 sin
(
(N + 1

2)y
)

y

(
f(x0 + y)− f+(x0)

)dy
2π︸ ︷︷ ︸

Ĩ+,δ

∣∣

⩽ 1

6

ˆ δ

0

∣∣ sin ((N +
1

2
)y
)∣∣× y ×

(
f(x0 + y)− f+(x0)

)dy
2π︸ ︷︷ ︸˜̃

I+,δ

.

综合上⾯的所有的不等式，我们有

|I+| ⩽ |Ĩ+,δ|+
˜̃
I+,δ + I+,>δ.

现在任意给定 ε > 0，我们要找⼀个⾜够⼤的 N0，使得当 N ⩾ N0 时，有

|I+| < ε.
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⾸先，我们有

˜̃
I+,δ ⩽

ˆ δ

0
y × |f(x0 + y)− f+(x0)|

dy

12π

⩽
ˆ δ

0
|f(x0 + y)− f+(x0)|

dy

12π
.

被积分项是有界的，所以存在 δ1 > 0，使得当 δ < δ1 时，

˜̃
I+,δ ⩽

1

3
ε.

其次，我们考虑
˜̃
I+,δ。利⽤ f 的单调性，我们可以运⽤积分第⼆中值定理。14 从⽽，存在

c ∈ (0, δ)，使得

˜̃
I+,δ =

ˆ δ

0

sin
(
(N + 1

2)y
)

y

(
f(x0 + y)− f+(x0)

)dy
2π

=
(
f(x0 + δ)− f+(x0)

) ˆ (N+ 1
2
)δ

(N+ 1
2
)c

sin t
t

dt

2π︸ ︷︷ ︸
<∞

.

由于
ˆ ∞

1

sin t
t
dt < ∞，所以上⾯的积分项是有界的。根据右极限定义，存在 δ2 > 0，使得当

δ < δ2 时，我们有 ˜̃
I+,δ <

1

3
ε.

我们现在选取 δ < min (δ1, δ2)，从⽽

|I+| <
ε

3
+
ε

3
+ I+,>δ.

此时，我们可以对 I+,>δ ⽤ Riemann-Lebesgue 引理，所以存在 N0，使得当 N ⩾ N0 时，我们有

I+,>δ <
ε

3
.

所以，

|I+| < ε.

这就完成了 Jordan 定理的证明。

14 假设 I = [a, b]，g ∈ R(I)，f 是 I 上单调递增的函数（未必严格）。那么，存在 c ∈ [a, b]，使得

ˆ b

a

fg = f(a)

ˆ c

a

g + f(b)

ˆ b

c

g(t)dt.
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55.1 作业：Fourier 级数的计算，三角函数与球谐函数

清华大学 19-20 春季学期，数学分析二，作业 11

请⽤ A4 ⼤⼩的纸张正反面⽤钢笔，签字笔或者圆珠笔书写，并注明⾃⼰的姓名，年级和

作业的总页数。除定理公式所涉及的⼈名之外，请使⽤中文。本次作业的提交时间和地点

为 2 月 113 日上午的课堂上，逾期视作零分。

Fourier 级数的计算

F1) 给定 f ∈ L1(T)。证明，f 是实值函数（⼏乎处处）当且仅当对任意的 k ∈ Z，我们有

f̂(k) = f̂(−k).

F2) f 是 R 上以 2π 为周期的奇函数，它在 [0, π] 上的定义为

f(x) = x(π − x).

证明，对任意的 x ∈ R，我们都有

f(x) =
8

π

∞∑
k=1

sin
(
(2k − 1)x

)
(2k − 1)3

.

F3) f 是 R 上以 2π 为周期的函数，它在 [−π, π] 上的定义为

f(x) = |x|.

试计算 f 的 Fourier 系数。通过考虑 f(0) 证明：
∞∑
k=1

1

k2
=

1

6
π2.

进⼀步证明，
∞∑
k=1

1

k4
=

1

90
π4.

F4) α ∈ R− Z，f 是 R 上以 2π 为周期的函数，它在 [0, 2π] 上的定义为

f(x) =
π

sin(πα)e
i(π−x)α.

通过计算它的 Fourier 系数，证明，∑
k∈Z

1

(k + α)2
=

π2

sin(πα)2 .

F5) 利⽤ F2) 中的函数，证明
∞∑
k=1

1

k6
=

1

945
π6.

F6) 证明，连续函数的 Fourier 系数可以衰减的任意慢，即任给正数的序列 {bk}k⩾1，bk → 0，总

存在连续函数 f ∈ C(T)，使得存在⽆限多个 k ⩾ 0，|f̂(k)| ⩾ bk。
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三角函数与球谐函数

我们⽤ S1 = T 表⽰ R2 中的单位球⾯

S1 = {(x, y) ∈ R3|x2 + y2 = 1}.

我们可以⽤极坐标系 (r = 1, θ) 来表⽰ T 上的点，其中 θ ∈ [0, 2π]。

s1) 证明，在 θ 的参数表⽰下，T 上的曲⾯测度为 σ = dθ。我们⽤上述测度来定义 L2(T)（和课

堂上有区别）：对于 f, g ∈ L2(T)，它们的内积是

(f1, f2) =

ˆ
T
f1(θ)f2(θ) dθ.

s2) 对于 R2 上的 Laplace 算⼦ △ =
∂2

∂x2
+

∂2

∂y2
，证明（上学期已经证明），

△ =
∂2

∂r2
+

1

r

∂

∂r
+

1

r2
△T,

其中 △T =
∂2

∂θ2
。

s3) 证明，△T 对于上述的 L2 内积具有⾃伴性：对任意的 f, g ∈ C∞(T)，我们有

(△Tf1, f2) = (f1,△Tf2).

（⾃伴性可以类⽐成线性代数中的对称矩阵）

s4) 任给 g ∈ SO(2)（即⾏列式为 1 的 2× 2 正交矩阵）和 R2 上的函数 f，我们定义

g • f(x) = f(g−1x),

其中 g−1x 是 2× 2 的矩阵在 2 维的向量上的乘法。证明，对任意的 f1, f2 ∈ L2(T) 和任意的

g ∈ SO(2)，我们有

(g • f1, g • f2) = (f1, f2).

s5) 我们将 R2 中满⾜ △f = 0 的 C2 函数称作是调和函数。证明，如果 f 是调和函数，那么对

任意的 g ∈ SO(2)，g • f 也是调和函数。

s6) 我们⽤ P(ℓ) 表⽰复系数的次数为 ℓ 的关于 x 和 y 的⼆元齐次多项式，这是线性空间，其中

的元素形如 ∑
ℓ1+ℓ1=ℓ
0⩽ℓ1,ℓ2⩽ℓ

cℓ1,ℓ2x
ℓ1yℓ2 , cℓ1,ℓ2 ∈ C.

证明，dimCP(ℓ) = ℓ+ 1 并且对任意的 P ∈ P(ℓ) 和任意的 g ∈ SO(2)，g • P ∈ P(ℓ)。

655



s7) 证明，对于 ℓ ⩾ 2，Laplace 算⼦给出的映射

△ : P(ℓ) → P(ℓ−2)

是线性映射并且是满射。

s8) 我们定义 R2 上 ℓ-次的调和多项式为：

H(ℓ) = {P ∈ P(ℓ)|△P = 0}.

证明，如果 |ℓ| ⩾ 1，那么 dimCH(ℓ) = 2 并且 H(ℓ) 在 SO(2) 的作⽤下不变：对任意的 P ∈ H(ℓ)

和任意的 g ∈ SO(2)，g • P ∈ H(ℓ)。

注记. 上述证明了 H(ℓ) 是 SO(2) 的⼀个 2 维的表示。

s9) 证明，对任意的 ℓ，如果 P ∈ H(ℓ)，那么 p = P
∣∣
T 满⾜

−△p = ℓ2p.

s10) 证明，H(ℓ) 可以由 eℓ = (x+ iy)ℓ 和 e−ℓ = (x− iy)ℓ ⽣成。

s11) 证明，
{ 1√

2π
ek
∣∣k ∈ Z

}
是 L2(T) 的⼀个 Hilbert 基。

注记. 上述表明，L2(T) 的 Hilbert 基
{
eikx

∣∣k ∈ Z
}

可以由 R2 上的齐次调和多项式限制得到。我

们下面要把这个结论推⼴到 S2。

——————————

我们⽤ S2 表⽰ R3 中的单位球⾯

S2 = {(x1, x2, x3) ∈ R3|(x1)2 + (x2)
2 + (x3)

2 = 1}.

我们可以⽤球⾯坐标系 (r = 1, ϑ, φ) 来表⽰ S2 上的点，其中 (ϑ, φ) ∈ [0, π]× [0, 2π]。

S1) 证明，在 (ϑ, φ) 的参数表⽰下，S2 上的曲⾯测度为 σ = sinϑdϑdφ。我们⽤上述测度来定义

L2(S2)：对于 f, g ∈ L2(S2)，它们的内积是

(f1, f2) =

ˆ
S2

f1(ϑ, φ)f2(ϑ, φ) sinϑdϑdφ.

S2) 对于 R3 上的 Laplace 算⼦ △ =

3∑
i=1

∂2

∂x2i
，证明（之前的作业已经证明），

△ =
∂2

∂r2
+

2

r

∂

∂r
+

1

r2
△S2 ,

其中 △S2 =
∂2

∂ϑ2
+

cosϑ
sinϑ

∂

∂ϑ
+

1

(sinϑ)2
∂2

∂φ2
。
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S3) 证明，△S2 对于上述的 L2 内积具有⾃伴性：对任意的 f, g ∈ C∞(S2)，我们有

(△S2f1, f2) = (f1,△S2f2).

S4) 任给 g ∈ SO(3)（即⾏列式为 1 的 3× 3 正交矩阵）和 R3 上的函数 f，我们定义

g • f(x) = f(g−1x),

其中 g−1x 是 3 × 3 的矩阵在 3 维的向量上的乘法。证明，对任意的 f1, f2 ∈ L2(S2) 和任意

的 g ∈ SO(3)，我们有

(g • f1, g • f2) = (f1, f2).

S5) 我们将 R3 中满⾜ △f = 0 的 C2 函数称作是调和函数。证明，如果 f 是调和函数，那么对

任意的 g ∈ SO(3)，g • f 也是调和函数。

S6) 我们⽤ P(ℓ) 表⽰复系数的次数为 ℓ 的关于 x1, x2, x3 的齐次多项式，这显然是⼀个线性空间，

其中的元素形如 ∑
ℓ1+ℓ1+ℓ3=ℓ
0⩽ℓ1,ℓ2,ℓ3⩽ℓ

cℓ1,ℓ2,ℓ3(x1)
ℓ1(x2)

ℓ2(x3)
ℓ3 , cℓ1,ℓ2,ℓ3 ∈ C.

证明，dimCP(ℓ) =
1

2
(ℓ+1)(ℓ+2) 并且对任意的 P ∈ P(ℓ) 和任意的 g ∈ SO(3)，g •P ∈ P(ℓ)。

S7)* 证明，对于 ℓ ⩾ 2，由 Laplace 算⼦给出的映射

△ : P(ℓ) → P(ℓ−2)

是线性映射并且是满射。

S8) 我们定义调和多项式的空间：

H(ℓ) = {P ∈ P(ℓ)|△P = 0}.

证明，dimCH(ℓ) = 2ℓ+ 1 并且 H(ℓ) 在 SO(3) 的作⽤下不变：对任意的 P ∈ H(ℓ) 和任意的

g ∈ SO(3)，g • P ∈ H(ℓ)。

注记. 上述实际上证明了 H(ℓ) 是 SO(3) 的⼀个 2ℓ+1 维的表示，利用⼀点点关于 SU(2) 和

SO(3) 的表示论（这是⼀种关于群作用的线性代数），我们容易证明 H(ℓ) 是 SO(3) 的不可约

表示并且当 ℓ 遍历 0, 1, 2, · · · 时，我们得到了 SO(3) 的所有不可约表示。

S9) 对任意的 P ∈ P(ℓ) 和⾮负整数 k，证明，

△(r2kP ) = 2k(2ℓ− 2k + 1)r2k−2P + r2k△P.

（提⽰：利⽤齐次函数的 Euler 等式）

657



S10)* 证明，如果 P ∈ P(ℓ) 并且 r2P ∈ H(ℓ+2)，那么 P = 0。（提⽰：考虑 k0 是使得 r2k0 整除 P

的最⼤整数）

S11) 证明，P(ℓ) = H(ℓ) ⊕ r2P(ℓ−2)，P(ℓ) = H(ℓ) ⊕ r2H(ℓ−2) ⊕ r4H(ℓ−4) ⊕ · · ·。

S12) 令 Hℓ =
{
P
∣∣
S2

∣∣P ∈ H(ℓ)
}
，即齐次调和多项式在球⾯上的限制，我们将这些函数称作是球谐

函数。证明，在内积

(f1, f2) =

ˆ π

0

ˆ 2π

0
f1(ϑ, φ)f2(ϑ, φ) sinϑ dϑdφ

下，Hℓ 是有限维的 Hermite 内积空间，这个内积是 SO(3) 不变的（即对任意的 g ∈ SO(3)，

任意的 f1, f2 ∈ Hℓ，(g • f1, g • f2) = (f1, f2)）并且作为线性空间，我们有同构

Pℓ = Hℓ ⊕Hℓ−2 ⊕Hℓ−4 ⊕ · · · ,

其中 Pℓ =
{
P
∣∣
S2

∣∣∣P ∈ P(ℓ)
}
。

S13) 我们⽤ Res : P(ℓ) → Pℓ 代表到球⾯的限制映射，⽤ Ext : Pℓ → P(ℓ) 表⽰齐次扩张映射，其

中 (
Ext(f)

)
(r, ϑ, φ) = rℓf(ϑ, φ),

这两个映射互为逆映射。令

X1 = x3
∂

∂x2
− x2

∂

∂x3
,

X2 = x1
∂

∂x3
− x3

∂

∂x1
,

X3 = x2
∂

∂x1
− x1

∂

∂x2
,

为 R3 上的三个向量场（它们落在 SO(3) 的 Lie 代数中），对于 P ∈ Hℓ，我们定义

DiP = Res
(
∇Xi

(
Ext(P )

))
, i = 1, 2, 3.

证明，Di : Pℓ → Pℓ，Di : Hℓ → Hℓ 并且

D1 = sinφ ∂

∂ϑ
+ cosφcosϑsinϑ

∂

∂φ
,

D2 = − cosφ ∂

∂ϑ
+ sinφcosϑsinϑ

∂

∂φ
,

D3 = − ∂

∂φ
.
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S14) 我们令

J1 = i
(
sinφ ∂

∂ϑ
+ cosφcosϑsinϑ

∂

∂φ

)
,

J2 = i
(
− cosφ ∂

∂ϑ
+ sinφcosϑsinϑ

∂

∂φ

)
,

J3 = −i ∂
∂φ

,

J± = J1 ± iJ2.

证明，对任意的 f1, f2 ∈ C∞(S2)，我们有

(Jkf1, f2) = (f1, Jkf2), (J+f1, f2) = (f1, J−f2), (J−f1, f2) = (f1, J+f2).

（提⽰：可能将 Dk 写成 SO(3) 中⼀条曲线的切⽅向 Dk =
d

dt

∣∣
t=0

g(t)，其中 g(t) ∈ SO(3)，会

使得证明在概念上更清晰）

S15) 我们定义如下的 Casimir 算⼦：

J2 = J1 ◦ J1 + J2 ◦ J2 + J3 ◦ J3 = J+ ◦ J− + J3 ◦ J3 − J3.

证明，J2 = −△S2。

S16) 对于 Y (ϑ, φ) ∈ Pℓ，我们令

P (r, ϑ, φ) = Ext(Y )(r, ϑ, φ) = rℓY (ϑ, φ).

证明，△P = 0 等价于 △S2Y = −ℓ(ℓ+ 1)Y。

S17) 证明，−△S2 : Hℓ → Hℓ 并且 −△S2 = ℓ(ℓ+ 1)Id。

S18)* 证明，Span
{
Hℓ
∣∣ℓ = 1, 2, 3, · · ·

}
在 L2(S2) 是稠密的。

（提⽰：利⽤关于多项式（多元）的 Stone-Weiestrass 定理）

注记. 上述表明，L2(S2) 可以写成直和（Hilbert 空间意义下的）L2(S2) =
∞⊕
ℓ0

Hℓ，其中，Hℓ 恰

为 −△S2 以 ℓ(ℓ+1) 为特征值的特征⼦空间，它的维数是 ℓ(ℓ+1)。以下，我们要在每个 Hℓ 中

选取⼀组单位正交基
{
Y ℓ
m|m = −ℓ, · · · ,−1, 0, 1, · · · , ℓ

}
，此时所有的

{
Y ℓ
m|ℓ ⩾ 0,−ℓ ⩽ m ⩽ ℓ

}
构成了 L2(S2) 的⼀个 Hilbert 基。线性算⼦ −△S2 在这组基下被对角化。

我们可以将这些要找的函数想象成 T 上的三角函数 eikx 的类比。

S19) 对于 m = 0, 1, 2, · · · , ℓ，我们定义两组函数

P ℓm =

(
d

dx

)ℓ+m (
(1− x2)ℓ

)
,

Zℓm(ϑ) =
(
sinϑ

)m
P ℓm(cosϑ),
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和⼀组常数

Cm,ℓ =
(−1)ℓ+m

2ℓℓ!

√
2ℓ+ 1

4π

√
(ℓ−m)!

(ℓ+m)!
.

据此，我们定义

Y ℓ
m(ϑ, φ) = Cm,ℓZ

ℓ
m(ϑ)e

imφ.

当 m = −ℓ,−ℓ+ 1, · · · ,−1 时，我们定义

Y ℓ
m(ϑ, φ) = Y ℓ

−m(ϑ, φ).

证明，上述定义的 Y ℓ
m（−ℓ ⩽ m ⩽ ℓ）都是 S2 上的⾮零的光滑函数。

S20) 试写下 Y ℓ
m（ℓ = 0, 1, 2，−ℓ ⩽ m ⩽ ℓ）这九个函数并证明它们 L2(S2) 是长度为 1 且相互正交

的。

S21) 证明，对任意的 ℓ 和 m（−ℓ ⩽ m ⩽ ℓ），我们有下⾯的恒等式：

−△S2Y ℓ
m = ℓ(ℓ+ 1)Y ℓ

m,

J3Y
ℓ
m = mY ℓ

m,

J+Y
ℓ
m =

√
(ℓ−m)(ℓ+m+ 1)Y ℓ

m+1,

J−Y
ℓ
m =

√
(ℓ+m)(ℓ−m+ 1)Y ℓ

m−1.

S22) 证明，对任意的 ℓ 和 m（−ℓ ⩽ m ⩽ ℓ），Y ℓ
m ∈ Hℓ。

S23) 证明，对任意的 (ℓ,m) ̸= (ℓ′,m′)（−ℓ ⩽ m ⩽ ℓ，−ℓ′ ⩽ m′ ⩽ ℓ′），函数 Y ℓ
m 和 Y ℓ′

m′ 是垂直的，

即 (Y ℓ
m, Y

ℓ′
m′) = 0。

S24)* 固定 ℓ，证明，对任意的 −ℓ ⩽ m ⩽ ℓ，Y ℓ
m 的长度

√
(Y ℓ
m, Y

ℓ
m) 不依赖于 m。

（提⽰：利⽤ S21) 的结论）

S25) 证明，对任意的 ℓ 和 m（−ℓ ⩽ m ⩽ ℓ），(Y ℓ
m, Y

ℓ
m) = 1。

注记. 上述表明，我们可以取
{
Y ℓ
m

∣∣ℓ ⩾ 0,−ℓ ⩽ m ⩽ ℓ
}

作为 L2(S2) 的 Hilbert 基。

上述构造的⼀个核⼼想法就是 −△S2 与算⼦ J3 是交换的，从⽽它们应该可以被同时（正交）

对角化。这个问题的计算对应着量⼦⼒学中的 Zeeman 效应。

———————————————————-
Derrière la série de Fourier, d’autres séries analogues sont entrées dans la domaine de l’analyse;

elles y sont entrées par la même porte; elles ont été imaginées en vue des applications.

—- Henri Poincaré
———————————————————-
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56 Bernstein 定理，Fourier 级数在等分布问题上的应用

⼆零⼆零年五⽉⼆⼗五⽇，星期⼀，晴

Hölder 连续函数的 Bernstein 定理

我们考虑 f ∈ Cα(T)，其中 α ∈ (0, 1)。按照定义，存在 C > 0，使得对任意的 x, y ∈ T，我们

有

|f(x)− f(y)| ⩽ C|x− y|α.

令 ∥f∥C0,α 是上述可能的常数 C 的下确界，即

∥f∥C0,α = inf
x,y∈T,x ̸=y

|f(x)− f(y)|
|x− y|α

.

从⽽，对任意的 x, y ∈ T，我们有

|f(x)− f(y)| ⩽ ∥f∥C0,α |x− y|α.

命题 378. 假设 f ∈ Cα(T)，其中我们假设 α ∈ [0, 1]（当 α = 0 时，我们只是假设 f 是连续的；

当 α = 1 时，我们假设 f 是 Lipschitz 函数）。那么，我们有∣∣f̂(k)∣∣ = O(|k|−α),

即序列
{
|k|α

∣∣f̂(k)∣∣}
k⩾1

是有界的。

证明: 我们不妨假设 α > 0（否则⽤ Riemann-Lebesgue 引理即可），按照定义，对任意的 x, y ∈ T，

我们有

|f(x)− f(y)| ⩽ ∥f∥C0,α |x− y|α.

我们将满⾜对任意的 k ̸= 0，我们有

f̂(k) =

ˆ π

−π
f(x)e−ikx

dx

2π

= −
ˆ π

−π
f(x)e−ikx+iπ

dx

2π

= −
ˆ π

−π
f(x)e−ik(x−

π
k
) dx

2π

= −
ˆ π

−π
f(x+

π

k
)e−ixk

dx

2π
.

从⽽，

f̂(k) =
1

2

(ˆ π

−π
f(x)e−ikx

dx

2π
−
ˆ π

−π
f(x+

π

k
)e−ixk

dx

2π

)
=

ˆ π

−π

(
f(x+

π

k
)− f(x)

)
e−ixk

dx

4π
.
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所以，利⽤ Hölder 函数的定义，我们有

|f̂(k)| ⩽ 1

4π

ˆ π

−π
|f(x+

π

k
)− f(x)|dx

⩽ ∥f∥C0,α

4π

ˆ π

−π

(
π

|k|

)α
dx =

πα∥f∥C0,α

2
· 1

|k|α
.

注记. 上面命题中证明的关于 Cα 函数的 Fourier 系数的衰减估计是最佳的，其中 α ∈ (0, 1)（实际

上，对于 α ∈ (0, 1)，这个衰减估计刻画了 Cα(T)，我们这里不给出证明了）。

假设 0 < α < 1，我们考虑如下的 Fourier 级数：

fα(x) =

∞∑
k=1

1

2kα
ei2

kx.

很显然，这个级数是绝对收敛的，所以，fα ∈ C0(T)。特别地，f̂α(ℓ) = |ℓ|−α 并且 f̂α(ℓ) = o(|ℓ|−α)
不成立。

如果我们可以说明 fα ∈ Cα(T)，这表明上述性质中对于 Fourier 系数的衰减估计是最佳的：

对于任意的 x 和 h，以 h 为频率的⼆进制尺度，我们有

fα(x+ h)− fα(x) =
∑

2k⩽ 1
100

|h|−1

1

2kα
(
ei2

k(x+h) − ei2
kx
)

︸ ︷︷ ︸
I1

+
∑

2k> 1
100

|h|−1

1

2kα
(
ei2

k(x+h) − ei2
kx
)

︸ ︷︷ ︸
I2

.

我们注意到第⼆项可以如下控制

|I2| ⩽
∑

2k> 1
100

|h|−1

2

2kα
⩽ C|h|α.

对于第⼀项，我们有

|I1| ⩽
∑

2k⩽ 1
100

|h|−1

1

2kα
|ei2kh − 1|

⩽
∑

2k⩽ 1
100

|h|−1

C

2kα
2k|h|.

我们用到了当 |y| < 1 时，|eiy − 1| ⩽ C|y|。从⽽，

|I1| ⩽ C|h|
∑

2k⩽ 1
100

|h|−1

2k(1−α)

⩽ C|h| × C ′( 1

100
|h|−1

)1−α
= C ′′|h|α.
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在这个估计中，我们用到了 α < 1。所以，

|fα(x+ h)− fα(x)| ⩽ |I1|+ |I2| ⩽ C ′′′|h|α.

这表明，f ∈ Cα(T)。

我们已经介绍的⼏个关于 Fourier 级数逐点收敛的经典定理，都没有涉及到⼀致收敛性。如果

α >
1

2
，尽管对于 f ∈ Cα(T)，它的 Fourier 系数衰减的并不迅速（不是绝对收敛的），但是 Bernstein

有如下令⼈惊讶的结果：

定理 379 (Bernstein). 如果 α ∈ (
1

2
, 1]，那么，对于任意的 f ∈ Cα(T)，其的 Fourier 级数∑

k∈Z
f̂(k)eikx

是绝对收敛的。特别地，对于 α ∈ (
1

2
, 1]，函数序列 {SN (f)}N⩾1 ⼀致收敛到 f。

注记. 我们要强调，{SN (f)}N⩾1 不是在 C0,α 的范数下收敛到 f。

证明: 受到上⾯评注⾥证明的启发，我们考虑

gh(x) = f(x+ h)− f(x− h).

从⽽，我们可以计算

ĝh(k) = (eikh − e−ikh)f̂(k) = 2i sin(kh)f̂(k).

很明显，对任意的 h ∈ R，我们有 gh(x) ∈ L2(T)。根据勾股定理，我们有
ˆ π

−π
|gh(x)|2

dx

2π
= 4

∑
k∈Z

| sin(kh)|2|f̂(k)|2.

另外，根据 f ∈ Cα，我们还知道

|gh(x)| ⩽ ∥f∥C0,α(2h)α.

所以，我们得到 ∑
k∈Z

| sin(kh)|2|f̂(k)|2 ⩽ Ch2α

特别地，如果令 h =
π

2p+1
，我们得到

∑
k ̸=0

| sin( kπ
2p+1

)|2|f̂(k)|2 ⩽ C

22pα
,

其中，常数 C 可能有所改变，但是这还是⼀个不依赖于 f 的常数。在这个求和中，我们只选取⼀

部分的和： ∑
2p−1⩽|k|<2p

| sin
(
kπ

2p+1

)
|2|f̂(k)|2 ⩽ C

22pα
.
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此时，由于
kπ

2p+1
∈ [π4 ,

π
2 ]，从⽽ | sin

(
kπ

2p+1

)
|2 ⩾ 0.5。从⽽，上⾯的不等式给出

0.5×
∑

2p−1⩽|k|<2p

|f̂(k)|2 ⩽ C

22pα
.

所以， ∑
2p−1⩽|k|<2p

|f̂(k)|2 ⩽ C

22pα
.

当然，这⾥的 C 也改变了。此时，我们利⽤ Cauchy-Schwarz 不等式（因为我们想得到 |f̂(k)| 的

和）可以得到 ∑
2p−1⩽|k|<2p

|f̂(k)| ⩽ 2
p−1
2
( ∑
2p−1⩽|k|<2p

|f̂(k)|2
) 1

2 ⩽ C

2p(α−
1
2 )
.

所以，当 α > 1
2 的时候，我们有

∑
k∈Z

|f̂(k)| ⩽
∞∑
p=1

( ∑
2p−1⩽|k|<2p

|f̂(k)|
)
⩽

∞∑
p=1

C

2p(α−
1
2 )
<∞.

这表明，
∑
k∈Z

f̂(k)eikx 绝对收敛。

Fourier 级数的应用：等分布问题

考虑 [0, 1) 区间上的数列 {ξk}k⩾1，我们要⽤数学的语⾔来描述这些数是“平均地”分布在 [0, 1)

区间上。

定义 380. 如果对任意的 a, b ∈ [0, 1)，我们有

lim
n→∞

∣∣{k ⩽ n
∣∣ξk ∈ [a, b]}

∣∣
n

= b− a,

即该序列中有百分之 100(b− a) 那么多数落在 [a, b) 中，那么我们就说 {ξk}k⩾1 在 [0, 1) 上是等分

布的。

注记. 如果 {ξk}k⩾1 在 [0, 1) 上是等分布的，那么 {ξk}k⩾1 在 [0, 1) 上是稠密的：否则，存在开区

间 (a, b) ⊂ [0, 1)，使得 {ξk}k⩾1 ∩ (a, b) = ∅，此时，对任意的 n ∈ Z⩾1，我们有∣∣{k ⩽ n
∣∣ξk ∈ [a, b]}

∣∣
n

= 0,

这与定义不符。

反之，如果 {ξk}k⩾1 在 [0, 1) 上是稠密的，{ξk}k⩾1 在 [0, 1) 上是不⼀定是等分布的，我们把反

例的构造留作本次作业。
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例子. 如下的两个例⼦不是等分布的：

1) 我们用 {x} 表示实数 x 的小数部分，即 {x} = x−⌊x⌋。对任意的有理数 q，数列
{
{k · q}

}
k⩾1

不是等分布的，这是因为这个数列实际上只有有限项；

2) 对任意的 k ⩾ 1，我们定义

ξk =

(
1 +

√
5

2

)k
.

那么，数列 {ξk}k⩾1 不是等分布的：如果令

Fk+1 =

(
1 +

√
5

2

)k
+

(
1−

√
5

2

)k

我们就得到了 Fibonacci 数列。由于 1−
√
5

2 ≈ −0.618，所以，ξk → 1，从⽽不是稠密的。

给定⽆理数 α ∈ R−Q，数列
{
{k · α}

}
k⩾1

是等分布的，这是等分布理论中最基本的例⼦，我

们仔细研究这个例⼦并发展⼀般的理论。令 ξk = k · α，其中 k ⩾ 1。为了判定 {ξk}k⩾1 在 [0, 1) 上

是否为等分布的，我们有如下平凡但是重要的观察：等分布性等价于

lim
n→∞

1

n

n∑
k=1

1[a,b](ξk) =
ˆ 1

0
1[a,b](x)dx.

这是从集合到它的⽰性函数的过渡。这使得我们联想到我们在积分理论中学到的东西，从集合的测

度过渡到简单简单函数再过渡到⼀般的可积函数。据此，我们猜想可能下⾯的结论也成⽴：

lim
n→∞

1

n

(
n∑
k=1

f(ξk)

)
=

ˆ 1

0
f(x)dx, (⋆).

其中 f 是连续函数或者 Riemann 可积的函数（请想⼀下对于 Lebesgue 意义下的 L1 函数会有什么

问题？）。这是这类问题的⼤思路：把算术问题转化为分析问题，从⽽可以尝试微积分和函数论中的

⼯具。

根据上⾯的分析，我们尝试对 f ∈ C[0, 1) 来证明上⾯的极限 (⋆)。由于 (⋆) 左右两边对 f 都是

线性的，根据 Fourier 分析的基本想法，如果 f 是 R 上以 1 为周期的函数（和我们之前的 Fourier
分析差了⼀个常数），可以先考虑⽤有限的三⾓级数来逼近 f 进⾏证明。作为出发点，可以先尝试

⽤最基本的频率函数 eℓ(x) = e2πiℓx（周期为 1）来验证命题（之后⽤线性组合以及逼近来证明⼀般

的情况）。

当 ℓ = 0 时，(⋆) 结论是显然的。

如果 ℓ ̸= 0，我们注意到 eℓ({kα}) = eℓ(kα)（这是因为 eℓ 以 1 为周期）。利⽤ ξk = k · α，我

们可以直接计算：
1

n

n∑
k=1

eℓ(ξk) =
1

n

1− e2πinℓα

1− e2πiℓα
e2πiℓα.
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由于 α /∈ Q，所以上式中的分母不是 0。从⽽，∣∣∣ 1
n

n∑
k=1

eℓ(ξk)
∣∣∣ ⩽ 2

n

1

|1− e2πiℓα|
,

它的极限显然是 0。我们还要指出，这个证明唯⼀⽤到了 {ξk}k⩾1 算术性质的地⽅是 α /∈ Q（三⾓

级数对此类问题之所以有效就是因为它和这些算术性质有关联）。

利⽤ (⋆) 的线性，对任何有限的三⾓级数 Q，结论都成⽴。对于任意给定的 R 上的周期连续函

数 f，根据 Weiestrass-Stone 定理，对任意的 ε > 0，存在有限的三⾓级数 Q =
∑
|ℓ|⩽K

cke
2πikx，使得

∥Q− f∥L∞ <
1

2
ε.

此时，根据上⾯的计算，选择 N，使得当 n > N 时，对每个 ℓ ∈ Z ∩ [−K,K]，我们都有

|ck| ×
∣∣∣ 1
n

n∑
k=1

eℓ(ξk)
∣∣∣ < 1

2
ε.

所以， ∣∣∣ 1
n

n∑
k=1

Q(ξk)
∣∣∣ < 1

2
ε.

从⽽，当 n > N 时，∣∣∣ 1
n

n∑
k=1

f(ξk)
∣∣∣ < ∣∣∣ 1

n

n∑
k=1

Q(ξk)
∣∣∣+ 1

n

n∑
k=1

|Q(ξk)− f(ξk)| < ε,

从⽽ (⋆) 对于周期连续函数成⽴。

我们之前要研究的等分布问题是对函数 f = 1[a,b] 来陈述的，其中 a ∈ [0, 1)，b ∈ (0, 1)，a < b。

这个函数并连续函数，但是我们可以逼近它：对任意的 δ > 0（很⼩），我们定义

x

f+(x) =



1, a ⩽ x ⩽ b;

0, x ⩽ a− δ 或 x ⩾ b+ δ;

1
δ (x− b) + 1, b ⩽ x ⩽ b+ δ;

−1
δ (x− a) + 1, a− δ ⩽ x ⩽ a.
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和

f−(x) =



1, a+ δ ⩽ x ⩽ b− δ;

0, x ⩽ a 或 x ⩾ b;

1
δ (x− b− δ) + 1, b− δ ⩽ x ⩽ b;

−1
δ (x− a+ δ) + 1, a ⩽ x ⩽ a+ δ.

很明显，我们有

f− ⩽ 1[a,b] ⩽ f+,

所以
1

n

n∑
k=1

f−(ξk) ⩽
1

n

n∑
k=1

1[a,b](ξk) ⩽
1

n

n∑
k=1

f+(ξk).

由于

0 ⩽
ˆ 1

0
f+(x)dx−

ˆ 1

0
f−(x)dx ⩽ 2δ.

所以，当 n→ ∞ 时，我们有

lim
n→∞

1

n

(
n∑
k=1

1(ξk)
)

−
ˆ 1

0
1(x)dx = O(δ).

令 δ → 0，命题成⽴。

我们可以进⼀步对 Riemann 可积的函数 f ∈ R（根据线性，只要对实值函数证明）证明

1

n

n∑
k=1

f(ξk) −→
ˆ 1

0
f(x)dx, f ∈ R([0, 1])

为此，选取 [0, 1] 的分划 σ : 0 = x0 < x1 < · · · < xN = 1，我们进⼀步要求分划点 xi 都是有理

数（仍然可以保证 |σ| → 0）。考虑如下两个阶梯函数

f+(x) =
N−1∑
k=0

(
sup

y∈[xk,xk+1]
f(y)

)
1[xk,xk+1](x),

f−(x) =

N−1∑
k=0

(
inf

y∈[xk,xk+1]
f(y)

)
1[xk,xk+1](x).

按照定义，我们有
1

n

n∑
k=1

f−(ξk) ⩽
1

n

n∑
k=1

f(ξk) ⩽
1

n

n∑
k=1

f+(ξk).

由于结论对于 1[a,b] 型的函数成⽴，所以对于 f± 也成⽴。所以，对任意的 ε > 0，先选较⼩的

步长 |σ|，使得 ∣∣∣ˆ 1

0
f± −

ˆ 1

0
f
∣∣∣ < 1

2
ε,
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然后选择⾜够⼤的 N，使得 n ⩾ N 时，∣∣∣ 1
n

(
n∑
k=1

f±(ξk)

)
−
ˆ 1

0
f±

∣∣∣ < 1

2
ε.

从⽽， ∣∣∣ 1
n

(
n∑
k=1

f(ξk)

)
−
ˆ 1

0
f
∣∣∣ < ε.

这就证明了结论。

事实上，上⾯证明的后半部分与 {ξk}k⩾1 的具体选择没有关系，这是⼀个更⼀般的结论：

定理 381 (Weyl 的等分布判别准则). {ξk}k⩾1 是 [0, 1) 区间上的数列。那么，{ξk}k⩾1 在 [0, 1) 上

等分布当且仅当对任意的 ℓ ̸= 0，我们有

lim
n→∞

(
1

n

n∑
k=1

e2πiℓξk

)
= 0.

这个定理的进⼀步的推⼴就是动⼒系统理论中的 Birkhoff 遍历性定理。

有了 Weyl 判别准则，我们可以相对轻松地证明⼀些数列在 [0, 1) 区间上是等分布的：

例子. 我们有其他⼏个等分布或者非等分布的例⼦：

1) 任给非零实数 a，任意的实数 σ ∈ (0, 1)，我们令 ξk = {akσ}（小数部分）。那么，{ξk}k⩾1 在

[0, 1) 上等分布。

根据 Weyl 判别准则，我们需要控制
n∑
k=1

e2πiℓak
σ

的⼤小。如果令 b = 2πℓa，我们要证明

n∑
k=1

eibk
σ
= o(n).

我们用积分来逼近求和：

n∑
k=1

eibk
σ −
ˆ n

0
eibx

σ
dx =

n−1∑
k=1

ˆ k+1

k

(
eibk

σ − eibx
σ
)
dx.

根据 Lagrange 中值定理（对函数 eibx
σ

的实部和虚部分别来做），对 x ∈ [k, k+1]，存在依赖

于 b 和 σ 的常数 C，使得 ∣∣eibkσ − eibx
σ ∣∣ ⩽ Ck−1+σ.

从⽽，

∣∣∣ n−1∑
k=1

eibk
σ −
ˆ n−1

1
eibx

σ
dx
∣∣∣ ⩽ C

n∑
k=1

ˆ k+1

k
k−1+σdx

= O(nσ)(= o(n)).
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下面我们估计积分项
ˆ n

1
eibx

σ
dx（对于 n 和 n− 1 的差别可以忽略，因为这是 O(1)-项）：

ˆ n

1
eibx

σ
dx =

1

iσb

ˆ n−1

1

(
eibx

σ
)′
x1−σdx

= eibx
σ
x1−σ

∣∣∣x=n
x=1︸ ︷︷ ︸

O(n1−σ)

−1− σ

iσb

ˆ n

1
eibx

σ
x−σdx.

通过将指数函数用 1 来控制，我们有∣∣∣ ˆ n

1
eibx

σ
x−σdx

∣∣∣ ⩽ ˆ n

1
x−σdx = O(n1−δ).

最终，我们证明了
n∑
k=1

e2πiℓak
σ
= O(nσ) +O(n1−σ).

根据 Weyl 判据，我们就说明了 {ξk}k⩾1 在 [0, 1) 上等分布。

2) 作为⼀个例⼦的推论（a = 1，σ = 0.5），数列
{√

k
}
k⩾1

的小数部分在 [0, 1) 上等分布。

3) 任意给定 a ∈ R，对任意的 k ⩾ 1，我们定义

ξk = a log(k).

那么，{ξk}k⩾1 在 [0, 1) 上不是等分布的。

根据 Weyl 判别准则，我们估计
n∑
k=1

e2πiℓa log(k)。我们令 b = 2πℓa，现在用积分逼近求和

n∑
k=1

eib log(k) −
ˆ n

0
eib log(x)dx =

n−1∑
k=0

ˆ k+1

k

(
ei log(k) − eib log(x)

)
dx.

根据 Lagrange 中值定理，对 x ∈ [k, k + 1]，存在依赖于 b 和 σ 的常数 C，使得∣∣eib log(k) − eib log(x)∣∣ ⩽ C

k
.

所以，

∣∣∣ n∑
k=1

eib log(k) −
ˆ n

0
eib log(x)dx

∣∣∣ ⩽ n−1∑
k=0

ˆ k+1

k

C

k
dx = O(log(n)).

下面我们来估计积分
ˆ n

1
eib logxdx，⽽这个积分可以通过分部积分直接计算：

ˆ n

1
eib logxdx = xeib logx

∣∣∣x=n
x=1

− ib

ˆ n

1
eib logxdx.
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从⽽，我们可以算出 ˆ n

1
eib logxdx =

neib log(n)

1 + ib
+O(1).

所以，
1

n

ˆ n

1
eib logxdx+ o(1) =

eib log(n)

1 + ib
.

这个复数的模长是固定的，所以
ˆ n

1
eib logxdx ̸= o(1)。
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57 Roth 三项等差数列定理

⼆零⼆零年五⽉⼆⼗⼋⽇，六⽉⼀⽇，晴

Roth 的三项等差数列定理：Fourier 级数的另一个应用

我们给出 Fourier 级数的基本思想的另⼀个应⽤。经典的 Roth 三项等差数列定理讲的是：

定理 382 (Roth). 任给自然数的集合 A ⊂ Z⩾0，A 在自然数中的上密度定义为

ρ(A) = lim sup
n→∞

|{x ∈ A|x ⩽ A}|
n

.

如果 ρ(A) > 0，那么 A 中⼀定包含 3 项的等差数列，即存在 x, y, z ∈ A，使得 y − x = z − y。

假设 x < z < y 是这样的⼀个等差数列，那么，x + y = 2z；反之，在整数集中，x + y = 2z

意味着 {x, z, y} 构成等差数列。

我们将证明这个定理的⼀个量化形式（Roth 的定理是下⾯命题的推论），即

命题 383. 存在常数 C > 0（C = 99 就可以），使得对任意给定 δ > 0，只要

N > ee
Cδ−1

,

对任意的 A ⊂ {0, 1, · · · , N − 1}，如果 |A| ⩾ δN，那么 A 中必然有 3 项的等差数列。

在后⾯的证明中，我们假设 N 是奇数（纯技术性假设）。

离散集合 {0, 1, 2, · · · , N − 1} 上的 Fourier 级数

给定⾃然数 N，我们令 TN = {0, 1, 2, · · · , N − 1}，这是 Z 在除 N 的意义下的⼀个完全剩余

类（余数的集合）。我们现在考虑 Z 上以 N 为周期的函数 f（复值函数），即 f(x+N) = f(x)，其

中 x ∈ Z。这个函数可以被看作是 TN 上的函数。

很明显，TN 上复值函数的全体是有限维复线性空间，我们把它记做 L2(TN )。另外，dimCL
2(TN ) =

N。在 L2(TN ) 我们可以定义如下⾃然的内积：

(f, g) =
1

N

N−1∑
x=0

f(x)g(x).

与 Fourier 级数类似，我们有⼀组标准正交基：
{
ei

2πi
N
kx
∣∣k = 0, 1, · · · , N − 1

}
（请⾃⼰验证这⼀点）。

对任意的 f ∈ L2(TN )，我们定义 f 的 Fourier 变换：

f̂ : TN → C, f̂(k) =

N−1∑
x=0

f(x)e−
2πi
N
kx.

对任意的 f, g ∈ L2(TN )，我们定义它们的卷积：

f ∗ g(x) =
N−1∑
y=0

f(x− y)g(y).

我们总结关于 Fourier 变换和内积的性质：
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1) 我们有 Fourier 逆变换公式（⽤ Fourier 系数来写出函数本⾝）：

f(x) =
1

N

N−1∑
k=0

f̂(k)e
2πi
N
kx.

实际上，上⾯的表达式可以写成

f =
n−1∑
k=0

(
f, ei

2πi
N
kx
)
ei

2πi
N
kx.

这就是在内积空间中把向量⽤标准正交基来表⽰。

2) 勾股定理仍然成⽴：

1

N

N−1∑
k=0

|f̂(k)|2 =
N−1∑
x=0

|f(x)|2.

根据 1) 中的表达式，我们应该有

(f, f) =

N−1∑
k=0

∣∣∣ f̂(k)
N

∣∣∣2.
整理即得。

3) 在差⼀个常数的意义下，Fourier 变换保持内积，即

(f̂ , ĝ) = N(f, g) ⇔ 1

N

N−1∑
k=0

f̂(k)ĝ(k) =
N−1∑
x=0

f(x)g(x).

根据 1) 和 e
2πi
N
kx 之间的相互正交性，我们有

(f, g) =

(
N−1∑
k=0

f̂(k)

N
e

2πi
N
kx,

N−1∑
ℓ=0

ĝ(ℓ)

N
e

2πi
N
ℓx

)

=
N−1∑
k=0

N−1∑
ℓ=0

f̂(k)

N

ĝ(ℓ)

N

(
e

2πi
N
kx, e

2πi
N
ℓx
)

︸ ︷︷ ︸
ℓ=k

=
N−1∑
k=0

f̂(k)

N

k̂(ℓ)

N

=
1

N
(f̂ , ĝ).

4) 在频率空间来看，卷积就是正常的乘法：

f̂ ∗ g = f̂ · ĝ.
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我们利⽤ Fubini 公式（交换求和顺序）：

f̂ ∗ g(k) =
N−1∑
x=0

N−1∑
y=0

f(x− y)g(y)e−
2πi
N
kx


=

N−1∑
x=0

N−1∑
y=0

f(x− y)e−
2πi
N
k(x−y)g(y)e−

2πi
N
ky

=

N−1∑
y=0

(
N−1∑
x=0

f(x− y)e−
2πi
N
k(x−y)

)
g(y)e−

2πi
N
ky

=

N−1∑
y=0

f̂(k)g(y)e−
2πi
N
ky

= f̂(k) · ĝ(k).

5) 卷积之后的 L2 范数：

1

N

N−1∑
k=0

|f̂(k)|2|ĝ(k)|2 =
N−1∑
x=0

|f ∗ g(x)|2.

这是前⾯⼏个结论的直接推论。

Roth 定理的 Fourier 化

现在给定 A ⊂ TN，|A| = δN，我们⽤ N 表⽰ A 中的 3 项的等差数列的数⽬（总假定公差不

是 0）。我们现在 mod N 的意义下考虑三项等差数列的⽅程

x+ y ≡ 2z mod N ⇔ z − x ≡ y − z mod N.

我们想要在 A3 ⊂ T3
N 中来找到 (x, y, z)，使得上⾯的⽅程成⽴。为此，我们定义

N1 =
∣∣{(x, y, z) ∈ A3

∣∣x+ y ≡ 2z mod N}
∣∣.

我们把注意⼒集中在 N1 上，暂且不考虑它与 N 之间的关联。根据频率函数之间的正交性，我们有

N1 =
∑
x∈A

∑
y∈A

∑
z∈A

1

N

N−1∑
k=0

e−
2πi
N
k(x+y−2z)

这因为如果当 x+ y ̸≡ 2z mod N 时，对 k 求和给出零。所以，

N1 =
∑
x∈TN

∑
y∈TN

∑
z∈TN

1

N

N−1∑
k=0

e−
2πi
N
k(x+y−2z)1A(x)1A(y)1A(z)

=
1

N

N−1∑
k=0

(( ∑
x∈TN

e−
2πi
N
kx1A(x)

)( ∑
y∈TN

e−
2πi
N
ky1A(y)

)( ∑
z∈TN

e
2πi
N

2kz1A(z)
))

=
1

N

N−1∑
k=0

1̂A(k)21̂A(−2k),
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其中 1A 是集合 A ⊂ TN 的⽰性函数。利⽤ 1̂A(0) = δN，最终，我们得到如下的等式：

N1 = δ3N2 +
1

N

N−1∑
k=1

1̂A(k)21̂A(−2k).

注记. 我们有如下两个直观（并不直观的直观）：

1) 上面计数问题的首项有可以利用随机性给出如下的解释：假设 A 在 N 中是随机选取的，也

就是说我们随机地从 0, 1, · · · , N − 1 中选取数，以概率为 δ 地机会选到了 A。此时，x 和 z

可以随便从 A 中挑选，所以⼀共有 δ2N2 种选择，此时 y = 2z − x 还要落在 A 中，这个概

率就只有 δ，所有⼀共有 δ3N2 中选择。根据这种看法，如果 A 在 TN 中是非常均匀分布的，

那么我们期盼有很多三项 mod N -等差数列（⼤约有 δ2N3 个）。

2) 假设 A ⊂ TN 是随机分布的（不管怎么定义），当 N 很⼤的时候，如果把 A 看成是 TN

中的数列，我们直观上可以认为它们是等分布的，根据 Weyl 的等分布判据，1A 这个函数的

Fourier 系数（任意⼀个非零系数）是 o(|A|) 的，|A| 算是这个序列的项数。

3) 假设 1A 的非零 Fourier 系数很小，即存在 ε > 0 很小，使得对任意的 k ≠ 0，我们都有

|1̂A(k)| ⩽ εN。

此时，我们有

∣∣∣N−1∑
k=1

1̂A(k)21̂A(−2k)
∣∣∣ ⩽ (max

k ̸=0
|1̂A(−2k)|

)N−1∑
k=1

|1̂A(k)|2

⩽ εN
N−1∑
k=0

|1̂A(k)|2

= εδN2.

所以，如果 ε ⾜够的小，我们就得到

N1 ⩾ δ3N2 − εδN2 = δN2(δ2 − ε) > 0.

那么，N1 是⼤于 0 的（实际上有 δ3N2 那么多，如果 ε ≈ 0.5× δ2）。

根据上⾯的讨论，我们引⼊如下概念：

定义 384. 给定 TN 的⼦集 A。如果存在 ε > 0，使得对任意的 k ̸= 0，都有

|1̂A(k)| ⩽ εN,

我们就称 A 是 ε-随机的或者是 ε-等分布的。

我们现在给出 Roth 定理证明的梗概。有两种情形需要处理：
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1) A 是随机分布的。

我们先证明有很多三项的 mod N -等差数列，然后在证明等差数列也存在。

2) A 的分布不随机。

在这个条件下，我们证明能在 TN 中（不是 A 中）找到很长的⼀个等差数列 P1，使得 A1 =

A∩ P1 在 P1 中的密度要相对于 A 在 TN 中的密度⼤⼀些，即存在 ε′ > 0 只依赖于 δ，使得

|A1| ⩾
(
δ + ε′

)
|P |,

我们把 TN 替换为 P，把 A 替换为 A1。此时，⼦集密度增长了 ε′。

我们不停地进⾏ 2) 这个操作：如果 1) 在某⼀步成⽴，我们就完成了 Roth 定理的证明；否则，经

过 m 次之后，最终导致某个 Am（m≫ 1）在 Pm 的密度 > 1，⽭盾。

A 是相对随机分布的情形：|1̂A(k)| ⩽ εN，其中 ε <
1

8
δ2

在这种情况下，根据前⾯的计算，我们有

N1 ⩾ δ3N2 − εδN2 ⩾ 7

8
δ3N2.

其中，N1 是三项的 mod N -等差数列的个数，我们想得到真正的三项等差数列的个数的下界估计。

我们有如下的观察：

令 A 1
3
= A ∩ [N3 ,

2N
3 )，如果 x, z ∈ A 1

3
，那么满⾜ x + y ≡ 2z mod N 的 y ∈ A，⼀定满⾜

x+ y = 2z。

所以，我们令

N0 =
∣∣∣{(x, y, z) ∈ A3

∣∣x+ y = 2z
}∣∣∣,

N2 =
∣∣∣{(x, y, z) ∈ A 1

3
×A×A 1

3

∣∣x+ y ≡ 2z mod N
}∣∣∣.

那么

N0 ⩾ N2.

利⽤三⾓函数之间的相互正交性，我们仿照 N1 的计算，就有

N2 =
∑
x∈A 1

3

∑
y∈A

∑
z∈A 1

3

1

N

N−1∑
k=0

e−
2πi
N
k(x+y−2z)

=
1

N

N−1∑
k=0

1̂A 1
3

(k)1̂A(k)1̂A 1
3

(−2k)

= δ
∣∣A 1

3

∣∣2 + 1

N

N−1∑
k ̸=0

1̂A 1
3

(k)1̂A(k)1̂A 1
3

(−2k)
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我们对后⼀项进⾏下⾯的控制（N 是奇数，所以 k 7→ −2k 是 TN 到⾃⾝的双射（modN））：∣∣∣N−1∑
k ̸=0

1̂A 1
3

(k)1̂A(k)1̂A 1
3

(−2k)
∣∣

⩽ max
k ̸=0

|1̂A(k)| ×
N−1∑
k ̸=0

∣∣1̂A 1
3

(k)1̂A 1
3

(−2k)
∣∣

⩽ εN
(N−1∑
k ̸=0

∣∣1̂A 1
3

(k)
∣∣2) 1

2
(N−1∑
k ̸=0

∣∣1̂A 1
3

(−2k)
∣∣2) 1

2

= εN

N−1∑
k ̸=0

∣∣1̂A 1
3

(k)
∣∣2

⩽ εN
N−1∑
k=0

∣∣1̂A 1
3

(k)
∣∣2

= εN2|A 1
3
|.

从⽽，

N2 ⩾ δ
∣∣A 1

3

∣∣2 − εN |A 1
3
| ⩾ δ

∣∣A 1
3

∣∣2 − δ2

8
N |A 1

3
|.

最终，我们得到

N0 ⩾ δ
∣∣A 1

3

∣∣(|A 1
3
| − δ

8
N
)
.

我们根据 A 1
3

的元素数⽬的多少，作以下的考虑：

• 假设 |A 1
3
| ⩾ 1

4
δN。

此时，我们有

N0 ⩾
1

32
δ3N2.

我们注意到 N0 中可能还计算了公差是零的三项等差数列（即 x = y = z），这样的等差数列

个数⾄多有 |A| = δN 个，所以，

N ⩾ 1

32
δ3N2 − δN = δN

( 1
32
δ2N − 1

)
.

所以，为了保证有三项等差数列，我们总是假设 N > 33δ−2，此时，

N ⩾ 1

32
δN > 0.

• 假设 |A 1
3
| < 1

4
δN。

根据定义，A 1
3
= A ∩ [N3 ,

2N
3 )。我们考虑两个等差数列 P1 = [0,

N

3
) 和 P2 = [

2N

3
, N)（中的

整数），从⽽

|A ∩ P1|+ |A ∩ P2| ⩾
3

4
δN.

676



所以⾄少有⼀个数列，不妨设是 P = P1，使得 |A ∩ P | ⩾ 3
8δN。P 中的元素个数不超过

N

3
个，从⽽，A ∩ P 在 P 中的占的⽐例⾄少是

3

8
δN ÷ 1

3
N = δ +

1

8
δ.

作为总结，我们证明了

引理 385. 假设 N 是奇数，A ⊂ {0, 1, · · · , N − 1}，|A| ⩾ δN 并且 N > 33δ−2。如果 A 中不含三

项等差数列，那么如下两种情形必居其⼀：

(a) 对任意的 ε ⩽ δ2

8
，A 在 {0, 1, · · · , N − 1} 中不是 ε-随机的；

(b) 存在⼀个长度⾄少是
1

3
N 的等差数列 P，使得

|A ∩ P | ⩾ δ(1 +
1

8
)|P |.

即 A 在 P 中密度比以前增长了⾄少 12.5%。

A 不是相对随机分布的情形：对任意的 ε <
1

8
δ2，存在 k = k(ε) ̸= 0，使得 |1̂A(k)| > εN

先证明⼀个引理：

引理 386. 对于任意的 f, g ∈ L2(TN )，我们有

|f̂(k)||ĝ(k)| ⩽
∑
x∈TN

∣∣∣ ∑
y∈TN

f(y)g(y − x)
∣∣∣.

证明: 令 F (x) =
∑
y∈TN

f(y)g(y − x)，我们计算它的 Fourier 系数（和卷积的 Fourier 系数的计算⼀

样）：

F̂ (k) =
∑
x∈TN

∑
y∈TN

f(y)g(y − x)e−
2πi
N
kx

=
∑
x∈TN

∑
y∈TN

f(y)g(y − x)e
2πi
N
k(x−y)e−

2πi
N
ky

=
∑
y∈TN

f(y)e−
2πi
N
ky

=
( ∑
x∈TN

g(y − x)e
2πi
N
k(x−y)

)
= f̂(k)ĝ(k).

根据 ∥F̂∥L∞ ⩽ ∥F∥L1（因为
∣∣f̂(k)∣∣ ⩽ N−1∑

x=0

|F (x)|.），我们就得到了结论。
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注记. 这个不等式表明（利用抽屉原理），如果 f 和 g 在某个共同的频率上都是⼤的（⩾ cN），那

么 f 和 g 的某个平移的内积就会很⼤（⩾ c2）。

我们的⽬标是说明在此情形下（即上⾯引理 A 中的 (a) 情形），上⼀步引理中的 (b) 也成⽴（密度

的增长可能⽐12.5% 要少），即我们要找⼀个 L项等差数列 P0（公差为 d），使得 |A∩P0| ⩾ (δ+ε′)|P0|，
其中 L 要相对⽐较⼤。当 ε 给定的情况下，我们将会取 ε′ = 1

4ε，所以，根据 ε <
1

8
δ2，我们知道

δ 将增长 O(δ2)。

我们分两步来完成这个情况的分析：

第⼀) 对任意的⾮零频率 k ̸= 0，我们都能找到 TN 中的准等差数列（modN 的意义下）：

B = {ξi}i=1,2,··· ,m+m′ ,

其中

0 ⩽ ξ1 < ξ2 < · · · ξm ⩽ N − 1, 0 ⩽ ξm+1 < ξm+2 < · · · < ξm+m′ ⩽ N − 1,

并且除了 i = m 之外，ξi+1 = ξi + d；ξm+1 = ξm + d−N，d(m+m′) ⩽ N − 1，使得该准等

差数列的项数

m+m′ ⩾ 1

4

√
N

⽽且

|1̂B(k)| ⩾
1

2
|B|.

——–

现在证明上⾯的论述：对于固定的 k，我们知道存在 ℓ1, ℓ2 ∈ TN，使得下⾯两个不等式同时

成⽴：

0 < ℓ2 − ℓ1 ⩽
√
N, k(ℓ2 − ℓ1) mod N ⩽

√
N.

（考虑平⾯上 N 个点 {(s, sk mod N)|s = 0, 1, · · · , N − 1}，它们都落在 [0, N − 1]× [0, N − 1]

中，我们将 [0, N − 1]× [0, N − 1] 平均分成 ⌊
√
N − 1⌋2 份，总共⼩于 N 份，那么必有两个

点落在同⼀个⼩格⼦中，它们就满⾜要求）令 d = ℓ2 − ℓ1，我们现在定⼀个 TN 中的准等差

数列（在考虑 mod N 的意义下）：

B = {· · · ,−2d,−d, 0, d, 2d, · · · }

= {ξ1 = N − (m− 1)d, ξ2 = N − (m− 2)d, · · · , ξm = N}

∪ {ξm+1 = d, ξm+2 = 2d, · · · , ξm+m′ = m′d},

其中 m = m′ = 1
8⌊

N
d ⌋，从⽽上⾯两个集合不相交（看长度），这表明

|B| ⩾ 1

4
⌊N
d
⌋ = 1

4

√
N.
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我们现在将 B 选取的短⼀点，使得 |B| = ⌊1
4

√
N⌋+ 1。

现在计算 ∣∣1̂B(k)− |B|
∣∣ ⩽ ∣∣∑

x∈B
1B(x)(e−

2πi
N
kx − 1)

∣∣ ⩽ ∑
x∈B

∣∣e− 2πi
N
kx − 1

∣∣
=

∑
1⩽|j|⩽m=

|B|
2

∣∣e− 2πi
N
jkd − 1

∣∣
我们下⾯运⽤不等式 |eix− 1| ⩽ |x|（看弧长并利⽤两点之间线段最短，上学期已经证明）。由

于（请参考 d 的构造）

0 ⩽ dk mod N ⩽
√
N,

所以存在整数 s，使得 0 ⩽ dk − sN ⩽
√
N，从⽽ e−

2πi
N
jkd = e−

2πi
N
j(kd−sN)，从⽽∣∣1̂B(k)− |B|

∣∣ ⩽ ∑
|j|⩽ |B|

2

2π|j|(kd− sN)

N

⩽ 2π√
N

∑
|j|⩽ |B|

2

|j|

⩽ 2π√
N

1

2

( |B|
2

)2
=

1

2
|B| × π

4

|B|√
N
.

根据 B 的构造，后⼀个因⼦
π

4

|B|√
N
< 1，从⽽

∣∣1̂B(k)− |B|
∣∣ ⩽ 1

2
|B|.

这就给出了第⼀步的证明。

第⼆) 对于上⼀步中构造出来的 B，我们能找到它的⼀个平移 B + x（仍然落在 TN 中，N − 1 被

平移成了 x− 1），使得

|A ∩ (B + x)| ⩾ (δ +
1

4
ε)|B|.

——–

我们⾸先将上⾯的这个叙述翻译成分析的语⾔，要证明的不等式等价于存在 x ∈ TN，使得∑
y∈TN

1A(y)1B(y − x) ⩾ (δ +
1

4
ε)|B|.

如果令 fA(x) = 1A(x)− δ，那么，

|A ∩ (B + x)| ⩾ (δ +
1

4
ε)|B| ⇔

∑
y∈TN

fA(y)1B(y − x) ⩾ 1

4
ε|B|.
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另外，fA 除了零频率以外，和 1A 是⼀样的。特别地，对某个给定的 k = k(ε) ̸= 0，我们有

|f̂A(k)| > εN.

我们现在令 H(x) =
∑
y∈TN

fA(y)1B(y − x)，根据已经证明的引理，我们得到（在频率 k 上考

虑）： ∑
x∈TN

|H(x)| ⩾ |f̂A(k)||1̂B(k)| ⩾
εN

2
|B|.

利⽤
∑
x∈TN

H(x) = 0（因为 fA 没有频率为零的分量），我们得到

∑
x∈TN

|H(x)|+H(x) ⩾ εN

2
|B|.

从⽽存在某个 x，使得

|H(x)|+H(x) ⩾ ε

2
|B|.

所以，

H(x) ⩾ ε

4
|B|.

我们注意到，经过平移之后，B + x 仍然形如

B = {ξi}i=1,2,··· ,m+m′ ,

其中，

0 ⩽ ξ1 < ξ2 < · · · ξm ⩽ N − 1, 0 ⩽ ξm+1 < ξm+2 < · · · < ξm+m′ ⩽ N − 1.

————-
综合上⾯两个步骤的结论，我们就得到了 TN 中的准等差数列

B = {ξi}i=1,2,··· ,m+m′ ,

其中

0 ⩽ ξ1 < ξ2 < · · · ξm ⩽ N − 1, 0 ⩽ ξm+1 < ξm+2 < · · · < ξm+m′ ⩽ N − 1.

并且，除了 i = m 之外，ξi+1 = ξi + d；ξm+1 = ξm + d−N，d(m+m′) ⩽ N − 1 并且该准等差数

列的项数 m+m′ ⩾ 1

4

√
N，使得

|A ∩B| ⩾ (δ +
1

4
ε)|B|.

然⽽，我们需要找到等差数列⽽不是准等差数列，我们再修正⼀下。B 可以分成两个真正的等

差数列：

P1 = {ξ1 < ξ2 < · · · ξm}, P2 = {ξm+1 < ξm+2 < · · · < ξm+m′}.

我们再分两种情况来讨论：
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• P1 和 P2 之中有某个序列特别短，即长度不超过
1

8
ε|B|。

不妨假设 |P1| ⩽
1

8
ε|B|，此时

|P2 ∩A| ⩾ |B ∩A| − |P1 ∩A| ⩾ (δ +
1

8
ε)|B| ⩾ (δ +

1

8
ε)|P2|.

此时，A 在 P2 中占了相当⼤的⽐重并且 P2 也⾜够长：

|P2| ⩾
(1
4
− ε

8

)√
N ≈ 1

4

√
N.

• P1 和 P2 都⽐较长，即 min{|P1|, |P2|} ⩾ 1
8ε|B|。

此时，因为 A 在 P1 ∪ P2 中的密度是⾄少是 (δ + 1
8ε)|B|，所以，A ⾄少在某⼀个 Pi 中的密

度是 (δ + 1
8ε)|B|。

作为总结，我们证明了

引理 387. 如果有某个非零的频率 k ̸= 0，使得 |1̂A(k)| > εN，那么⼀定存在⼀个长度⾄少是
ε

32

√
N 等差数列 P，使得

|A ∩ P | ⩾ (δ +
1

8
)|P |.

综合上⾯两种情况的结论（取 ε =
1

8
δ2），我们证明了：

命题 388. 假设 A ⊂ {0, 1, · · · , N − 1}，|A| ⩾ δN 并且 N > 33δ−2。那么，如下两种情形必居其⼀：

(a) A 中含三项等差数列；

(b) 存在⼀个长度⾄少是
δ2

256

√
N 的等差数列 P，使得 |A ∩ P | ⩾ (δ +

δ2

64
)|P |。

Roth 定理证明的完成

我们要对之前得到结论进⾏迭代。我们不停地利⽤上⾯的性质并假设第⼀种情况不能发⽣。第

⼀次迭代，我们得到⼀个等差数列 P1，N1 = |P1| ⩾
δ2

256

√
N，|A ∩ P1| = δ1|P1|，其中新的密度

δ1 ⩾ δ + 1
64δ

2。只要新得到的等差数列的长度不是零，我们就可以迭代。所以，连续做 k =
62

δ
次，

密度就从 δ 变成了 δk ⩾ 2δ。

我们再做 k =
62

2δ
次，密度就从 2δ 变成了 4δ；再做 k =

62

4δ
次，密度就从 4δ 变成了 8δ；以

此类推，通过不超过
64

δ

(
1 +

1

2
+ · · ·+ 1

2ℓ−1

)
−→ 128

δ

次，密度就变成了 2ℓδ。

当然，我们不可能做 K =
128

δ
次操作，否则密度变成了⽆穷⼤（超过 1）就不⾏。
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第⼀次操作后，等差数列的长度 N 变成了 N1 ⩾
δ2

256

√
N；第⼆次操作，我们得到的等差序列

的长度是

N2 ⩾
δ21
256

√
N1 ⩾

δ2

256

√
N1

我们这⾥⽤到了每⼀次操作，密度 δk 是增长的。所以，做了 K 次操作之后，等差数列的长度⾄少

是
1

2562
δ4N

1

2K 。

我们希望做到第 K 次时，
1

2562
δ4N

1

2K ⩾ 1，这就给出了⽭盾。这等价于

logN ⩾ 2
128
δ
(
16 log 2− 4 log δ

)
.

从⽽，N ⩾ ee
Cδ−1

（可以具体算出 C 的⼤⼩）。这就完成了定理的证明。

Fourier 级数的另一个应用：Poisson 核

我们⾸先叙述如下关于调和函数的经典问题，这个问题在数学和物理中都有举⾜轻重的地位

（然⽽，我们没有太多的时间深⼊了解）：

假定 f 是 T = S1 上的（复数或者实数值）连续函数，能否在单位圆盘 D = {z ∈ C
∣∣|z| ⩽ 1}

上⾯找到连续函数 u，使得 u 在 D 的内部 D̊ 是 C2 的并且△u(x) = 0, x ∈ D̊,

u
∣∣
∂D

= f,

其中 △u =
∂2u

∂x2
+
∂2u

∂y2
。

我们的基本想法来⾃于 Fourier 分析和线性代数。Fourier 级数的理论表明，f 可以⽤⼀组基

e2πikx 的线性组合来表⽰，我们先假设 f = e2πkx，如果能对这样的情形解决问题，也就说对任意的

k ∈ Z，能找到 △uk = 0, x ∈ D̊,

uk
∣∣
∂D

= e2πikx.

那么，由于 f(x) =
∑
k∈Z

f̂(k)e2πikx（当然，更准确的说法需要对 f 的正则性有限制或者在 L2 中谈

论这个等式，但是我们直观上可以这样来考虑问题），我们有理由相信

f(x) =
∑
k∈Z

f̂(k)uk(x).

我们先假设 k ∈ Z⩾0，此时，从复变量函数的观点，我们有

zk
∣∣
r=1

= e2πikx.

（参考第⼗⼀次作业中的 s 与 S 组习题，特别是 s10)）⾸先，我们有

△zk = 0.
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这个直接计算可得（从复变函数的观点这个很⾃然）。实际上，对于上述计算在 z ̸= 0 处，但是，zk

在 0 处是不良好定义。为此，当 k < 0 时，我们考虑复共轭 z|k|，此时，我们仍然有

z|k|
∣∣∣
r=1

= e2πikx, k < 0.

综合上述，我们有 △uk = 0,

uk
∣∣
∂D

= e2πikx,
⇒ uk =

zk, k ⩾ 0;

z|k|, k < 0.
.

所以，我们期望有

u(z) = −f̂(0) +
∑
k⩾0

f̂(k)zk +
∑
k⩾0

f̂(−k)zk

= −f̂(0) +
∑
k⩾0

ˆ 2π

0
f(t)

(
e−itz

)k
+ f(x)

(
eitz̄
)k dt

2π

|z|<1
= −f̂(0) +

ˆ 2π

0
f(t)

( 1

1− e−itz
+

1

1− eitz̄

) dt
2π

=

ˆ 2π

0
f(t)

( 1

1− e−itz
+

1

1− eitz̄
− 1
) dt
2π

如果令 z = reiθ，那么

u(z) =

ˆ 2π

0
f(t)

1− r2

1 + r2 − 2r cos(θ − t)

dt

2π
.

据此，我们引⼊ Poisson 核：

Pr(θ) =
1− r2

1 + r2 − 2r cos(θ) , r ∈ [0, 1)

那么，

u(z) = Pr ∗ f.

根据构造⽅式，我们知道 Pr(θ) > 0 并且

Pr(θ) =
∑
k∈Z

r|k|eikθ.

利⽤⼀致收敛性与 Lebesgue 控制收敛，我们知道

ˆ 2π

0
Pr(θ)

dθ

2π
= 1.

我们声明，实际上 Pr(θ) 满⾜下⾯的性质：
ˆ
δ⩽|θ|⩽π

|Pr(θ)|
dx

2π
→ 0, r → 1.
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按照定义，我们知道

Pr(θ) =
1− r2

1 + r2 − 2r cos(θ) =
1− r2

(1− r)2 + 2r(1− cos θ)

⩽ 1− r2

2r(1− cos θ) ⩽ 1− r2

2r(1− cos δ) → 0.

这说明，Pr(θ) 是⼀个好的积分核，所以有⼀致收敛：

lim
r→1

Pr ∗ f = f.

这表明，Pr ∗ f
∣∣
S1 = f。

下⾯证明当 r < 1 的时候，如果将 Pr(θ) 视作是 (x, y)（或者 (r, θ)）的函数，我们有

△Pr(θ) = 0.

我们知道

△ =
∂2

∂r2
+

1

r

∂

∂r
+

1

r2
∂2

∂θ2
.

然⽽，要直接验证 △Pr(θ) = 0 的计算并不是很简单。我们可以采取有两种⽅式来验证，⼀种是⽤

Pr(θ) 的定义：

Pr(θ) =
∑
k∈Z

r|k|eikθ.

每个分量 zk 或 zk 均为调和函数。为了证明 △ 与求和可交换（从⽽可以放到和式⾥⾯），我们利

⽤ Lebesgue 控制收敛的推论即可；第⼆种⽅法是观察到，如果 △f = 0，那么将 f 旋转之后仍然

成⽴（参考第⼗⼆次习题的 s），从⽽，我们只要对对 θ = 0 验证即可，此时直接计算会简单很多。

最终，为了证明在 |z| < 1 处有 △Pr ∗ f = 0，再⽤ Lebesgue 控制收敛的推论。

综上所述，我们找到了 △u(x) = 0, x ∈ D̊,

u
∣∣
∂D

= f,

的（唯⼀解）u(r, θ) = Pr ∗ f。
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57.1 作业：Fourier 级数几乎处处发散的 L1-函数

清华大学 19-20 春季学期，数学分析二，作业 12

请⽤ A4 ⼤⼩的纸张正反面⽤钢笔，签字笔或者圆珠笔书写，并注明⾃⼰的姓名，年级和

作业的总页数。除定理公式所涉及的⼈名之外，请使⽤中文。本次作业的提交时间和地点

为 2 月 120 日上午的课堂上，逾期视作零分。

Gibbs 现象，Fourier 级数

A1) 试构造数列 {ξk}k⩾1 ⊂ [0, 1)，使得它在 [0, 1) 上稠密却不是等分布的。

A2) 对任意的 f, g ∈ L1(T)，证明，卷积在频率空间来看就是正常的乘积：

f̂ ∗ g(k) = f̂(k)ĝ(k).

A3) f 是 R 上以 2π 为周期的实值函数，它在 [−π, π] 上是有界的单调函数。证明，存在常数 C，

使得对任意的 k ∈ Z，我们都有 ∣∣f̂(k)∣∣ ⩽ C

1 + |k|
.

（先证明 [−π, π] 上有界的单调函数可以被形如
N∑
k=1

αk1[ak−1,ak] 的函数逼近，其中 −π = a0 <

a1 < · · · < aN = π，α1 ⩽ α2 ⩽ · · ·）

A4)（Gibbs 现象）我们定义墙头草形状的以 2π 为周期的函数 f，其中，当 x ∈ [0, 2π) 时，我们有

f(x) =

0, x = 0;

π−x
2 ,

此时，在间断点 0 处，我们有 f+(0)− f−(0) = π。证明，f 的 Fourier 级数可以写为

∑
k ̸=0

1

2ik
eik·x =

∞∑
k=1

sin(kx)
k

.
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证明，对于部分和 SN (f)，我们有

max
x∈(0, π

N
]
SN (f)(x)−

π

2
=

ˆ π

0

sin(y)
y

dy − π

2
> 0.

这是分段 C1 函数在第⼀类间断点处 Fourier 系数收敛的典型⾏为，Fourier 级数在间断点处

起伏的最⼤值接⽐间断本⾝（f+(0)− f−(0) = π）要⼤ 8.9%。

A5) 假设 f ∈ C(T)，证明，级数 ∑
k∈Z

f̂(k)

k

是绝对收敛的。

A6) 我们定义级数

S(x) =
∞∑
n=1

sin3(nx)
n!

.

证明，S(x) 是 R 上以 2π 为周期的光滑函数。利⽤

A(x) =
∞∑
n=1

sin(nx)
n!

, B(x) =
∞∑
n=1

cos(nx)
n!

,

证明，

S(x) =
3

4
sin (sin(x)) ecos(x) − 1

4
sin (sin(3x)) ecos(3x).

一个含参数积分的研究

B1) 证明，对任意的 t ∈ R，如下积分是良好定义的：

F (t) =

ˆ ∞

0

1 + tx5 + t2x11

1 + t4 + x13
dx.

B2) 证明，F (t) 是 t ∈ R 的连续函数。

B3) 证明，F (t) 是可导的。

B4) 试计算 lim
t→+∞

F (t)。
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B5) 证明，对 t ̸= 0，如下的积分是发散的：
ˆ ∞

0

1 + tx5 + t2x11

1 + t4 + x12
dx

B6) 证明，对任意的 t ∈ R，如下在 Riemann 意义下的反常积分是良好定义的：

G(t) =

ˆ ∞

0

1 + tx5 + t2x11

1 + t4 + x12
eixdx,

即 lim
T→∞

ˆ T

0

1 + tx5 + t2x11

1 + t4 + x12
eixdx 存在。

B7) 证明，G(t) 是 t ∈ R 的连续函数。

B8) 试计算 lim
t→+∞

G(t)。

Laplace 变换的基本性质

C1) 假设 f(t) 是 R>0 上定义的 Lebesgue 可积函数。我们定义它的 Laplace 变换为：

(Lf
)
(x) =

ˆ ∞

0
f(t)e−xtdt,

其中 x > 0。证明，(Lf
)
(x) 是 C∞ 的函数。

C2) 证明，对任意的 n ∈ Z⩾0，我们都有(
d

dx

)n
(Lf

)
(x) =

ˆ ∞

0
(−t)nf(t)e−xtdt.

C3) 假设 f(t) 和 g(t) 是 R>0 上定义的 Lebesgue 可积函数，我们定义它们的“卷积”为

(f • g
)
(t) =

ˆ t

0
f(τ)g(t− τ)dτ.

证明，f • g = g • f。

C4) 假设 f(t) 和 g(t) 是 R>0 上定义的 Lebesgue 可积函数。证明，

L
(
f • g

)
(x) = (Lf

)
(x)(Lg

)
(x).

Fourier 级数几乎处处发散的 L1-函数

注记. 1922 年，Kolmogorov（19 岁，还在莫斯科⼤学读本科）在论⽂ Une série de Fourier-Lebesgue divergente
presque partout 中构造⼀个 L1 函数，这个函数的 Fourier 级数的部分和⼏乎处处是发散的。这个问题的目

的就是重现这个著名反例的构造。

先固定⼀个⾃然数 n ⩾ 10000（在接下来的过程中它会变化）。我们任意选取 n 个正的奇数

λ1 < λ2 < · · · < λn（我们将在接下来的过程中确定它们的⼤⼩）。定义如下的数组，函数和区间：
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• {mk}1⩽k⩽n。我们令 m1 = n，并且归纳地定义 2mk + 1 = λk(2n+ 1)。

• {Ak}1⩽k⩽n，其中 Ak =
4kπ

2n+ 1
。

• ϕn(x) =
n∑
k=1

m2
k

n
1∆k

(x)，其中区间 ∆k = [Ak −m−2
k , Ak +m−2

k ]。

• 对于 k = 2, 3, · · · , n，我们定义区间 σk = [Ak−1 + 2n−2, Ak − 2n−2]。

根据 Dirichlet 核函数的基本性质，我们知道 Fourier 级数的部分和可以由下⾯的公式计算：

Smk
ϕn(x) =

∑
|j|⩽mk

φ̂n(j)e
√
−1jx =

ˆ 2π

0
ϕn(t)

sin
(
(mk +

1
2)(x− t)

)
sin
(
1
2(x− t)

) dt

2π
.

仿照这个形式，我们定义

Imk,∆s(x) =

ˆ
∆s

m2
s

n

sin
(
(mk +

1
2)(x− t)

)
sin
(
1
2(x− t)

) dt

2π

K1) 证明， ˆ 2π

0
ϕn(x) = 2 并且 Smk

ϕn(x) =

n∑
s=1

Imk,∆s(x).

K2**) 证明， sup
N∈Z⩾0
x∈[0,2π]

∣∣(SNϕn)(x)∣∣ <∞。（提⽰：可以参考关于有界变差函数的 Fourier 级数的 Jordan

定理的证明过程）

K3*) 证明，我们可以归纳地选取（⾜够⼤的）正奇数 λ1 < λ2 < · · · < λn，使得区间 {σℓ,∆j}ℓ⩽n−1,j⩽n

两两不相交并且对任意的 k ⩾ 2 和任意的 x ∈ σk，我们都有∣∣ k−1∑
s=1

Imk,∆s(x)
∣∣ ⩽ 1.

（提⽰：如果 λ1, · · · , λk−1 已经选择好了，那么我们通过 λk 的选择就可以使得 mk ⾜够⼤）

K4) 证明，Dirichlet 核函数 Dmk
(x) =


sin
(
(mk +

1
2)x
)

sin
(
x
2

) , x ̸= 0;

2mk + 1, x = 0

满⾜

∣∣D′
mk

(x)
∣∣ ⩽ 2m2

k.

K5) 证明，当 s ⩾ k 的时候，对任意的 x ∈ σk，我们可以将 Imk,∆s(x) 写成

Imk,∆s(x) =
1

nπ

sin
(
(mk +

1
2)(x−As)

)
sin
(
1
2(x−As)

)

+

Ik,s︷ ︸︸ ︷ˆ
∆s

m2
s

n

(
sin
(
(mk +

1
2)(x− t)

)
sin
(
1
2(x− t)

) −
sin
(
(mk +

1
2)(x−As)

)
sin
(
1
2(x−As)

) )
dt

2π
,

并且我们有如下的控制：|Ik,s| ⩽
4

n
。
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K6) 证明，对任意的 x ∈ σk，我们都有

∣∣ n∑
s=k

Imk,∆s(x)
∣∣ ⩾ ∣∣ sin ((mk +

1
2)(x−Ak)

)∣∣
nπ

∣∣∣ n∑
s=k

1

sin
(
1
2(x−As)

)∣∣∣− 4.

K7) 证明，对任意的 x ∈ σk，我们有

1

n

n∑
s=k

1

sin
(
1
2(x−As)

) ⩾ 1

π

n−k∑
ℓ=1

1

ℓ
.

K8) 证明，如果 2 ⩽ k ⩽ n−
√
n，对任意的 x ∈ σk，我们有

∣∣ n∑
s=k

Imk,∆s(x)
∣∣ ⩾ ∣∣ sin ((mk +

1
2)(x−Ak)

)∣∣
2π2

log(n)− 8.

K9) 证明，如果 m2 选取的⾜够⼤，那么如下集合的 Lebesgue 测度满⾜

m
({
x ∈ [Ak−1, Ak]

∣∣∣∣∣ sin ((mk +
1

2
)(x−Ak)

)∣∣ < 2π2√
log(n)

})
= O(

1

n
√
log(n)

).

K10) 我们定义

En =
∪

2⩽k⩽n−√
n

En,k, 其中 En,k =
{
x ∈ σk

∣∣∣∣∣ sin ((mk +
1

2
)(x−Ak)

)∣∣ ⩾ 2π2√
log(n)

}
证明， lim

n→∞
m
(
En
)
= 2π。

K11) 证明，对任意的 2 ⩽ k ⩽ n−
√
n 和 x ∈ En,k，我们都有

|Smk
ϕn(x)| ⩾

√
log(n)− 9.

K12) 证明，存在以 2π 为周期的函数列 {ϕn(x)}n⩾10000，使得

a) 对任意的 n，我们有 ϕn(x) ⩾ 0，
ˆ 2π

0
ϕn = 2 并且 sup

N∈Z⩾0,

x∈[0,2π]

∣∣(SNϕn)(x)∣∣ <∞；

b) 存在⼦区间序列 {En}n⩾10000，正整数序列 {qn}n⩾10000 以及单调上升的正数序列 {Mn}n⩾10000，

使得 lim
n→∞

Mn = ∞， lim
n→∞

m
(
En) = 2π 并且对任意的 x ∈ En，存在正整数 Nx ⩽ qn，使

得 |SNxϕn(x)| ⩾Mn。

（提⽰：选取 qn = mn 即可）

K13) 证明，存在以 2π 为周期的函数列 {φn(x)}n⩾1，⼦区间序列 {En}n⩾1，正整数序列 {qn}n⩾1

以及单调上升的正数序列 {Mn}n⩾1，使得

a) M1 ⩾ 2 并且对任意的 n，我们有 Mn ⩾ 2Mn−1；
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b) 对任意的 n，我们有 φn(x) ⩾ 0，
ˆ 2π

0
φn = 2 并且

∑
1⩽k⩽n−1

sup
N∈Z⩾0
x∈[0,2π]

∣∣(SNφk)(x)∣∣ < √
Mn

2
；

c) sup
1⩽k⩽n−1

qk ⩽
√
Mn

2n
；

d) lim
n→∞

m
(
En) = 2π 并且对任意的 x ∈ En，存在正整数 Nx ⩽ qn，使得 |SNxφn(x)| ⩾Mn。

（提⽰：选取上⾯的题⽬中的函数的⼦序列）

K14) 利⽤上⼀个⼩题的结论，我们构造

f(x) =
∞∑
n=1

φn(x)√
Mn

.

证明，f 在 L1([0, 2π]) 中是良好定义的并且这个级数对⼏乎处处的 x ∈ [0, 2π] 都收敛。

K15) 证明，f(x) 的 Fourier 变换的部分和可以写成

(SNf)(x) =
(
SN

φn(x)√
Mn

)
(x) +

∑
s⩽n−1

(
SN

φs(x)√
Ms

)
(x) +

∑
s⩾n+1

(
SN

φs(x)√
Ms

)
(x).

K16) 证明，对任意的 x ∈ En，都存在⼀个 Nx ⩽
√
Mn

2n
，使得

∣∣∣(SNx

φn(x)√
Mn

)
(x)
∣∣∣ ⩾ √

Mn。

K17) 证明，对任意的 N，我们都有
∣∣∣ ∑
s⩽n−1

(
SN

φs(x)√
Ms

)
(x)
∣∣∣ ⩽ 1

2

√
Mn。

K18) 证明，
∣∣∣ ∑
s⩾n+1

(
SN

φs(x)√
Ms

)
(x)
∣∣∣ ⩽ 100

2n
。（提⽰：把 Dirichlet 核函数⽤它的最⼤值来控制）

K19) 证明，对⼏乎处处的 x ∈ [0, 2π]， lim
N→∞

(SNf)(x) 都发散。

K20) 证明，f /∈ L2([0, 2π])。

注记. Lennart Carleson 在 1965 年证明了⼀个著名的定理，这个定理完整地解决了 Lusin 猜想：如

果 f ∈ L2([0, 2π])，那么 lim
N→∞

(SNf)(x) ⼏乎处处收敛到 f(x)。这⼀项⼯作是 Carleson 获得了 Wolf
奖和 Abel 奖的最主要贡献之⼀。Lusin 是 Kolmogorov 在莫斯科读⼤学时数学分析的老师。

———————————————————-
The purpose of computing is insight, not numbers.

—- Richard Hamming
———————————————————-
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57.2 期末考试：Maass 波函数的展开

清华大学 2020 年春季学期数学分析二 期末考试

考试说明

考试时间为下午 14:30 ⾄下午 18:30，请将解答在 A4 ⼤⼩的⽩纸上誊写并扫描成 pdf 格式，尽量控制

pdf ⽂件的⼤⼩。务必于下午 18:45 之前将解答上传⾄⽹络学堂，否则考试按零分处理。

考试中后⾯的问题可以使⽤前⾯问题的结论（⽆论答题⼈是否已经得到正确的证明或者答案），试题出

现的先后顺序与其难度毫⽆关联。

在本次考试中所出现的测度均为 Lebesgue 测度。

多重积分与曲面积分的计算（共 100 分）

A1)（10 分）令 C 为 R3 中顶点在 (0, 0, 1) 处，对称轴为 z-轴并且底在 z = 0 平⾯上的圆锥：

C =
{
(x, y, z) ∈ R3

∣∣z ∈ [0, 1],
√
x2 + y2 = 1− z

}
.

试计算 C 的曲⾯⾯积。

A2)（10 分）计算⼆重积分： ¨
[0,1]×[0,1]

∣∣∣xy − 1

4

∣∣∣dxdy.
A3)（10 分）考虑 R3 中的⼀个实⼼圆柱与球⾯的截⾯：

S =

{
(x, y, z)

∣∣x2 + (y − 1

2

)2

⩽ 1

4
, x2 + y2 + z2 = 1, z ⩾ 0

}
.

试计算 S 的曲⾯⾯积。

A4)（10 分）令 D 为 R3 中球⼼在原点处的单位实⼼球，即

D =
{
(x, y, z)

∣∣x2 + y2 + z2 ⩽ 1
}
.

试计算三重积分： ¨
D
z2 dxdydz.

A5)（10 分）令 D 为 R3 中球⼼在原点处的单位实⼼球，即

D =
{
(x, y, z)

∣∣x2 + y2 + z2 ⩽ 1
}
.

试计算三重积分： ¨
D
z3 dxdydz.
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A6)（10 分）考虑 R3 中球⼼在原点处的⼋分之⼀单位实⼼球，即

D+ =
{
(x, y, z)

∣∣x2 + y2 + z2 ⩽ 1, x ⩾ 0, y ⩾ 0, z ⩾ 0
}
.

试计算三重积分： ¨
D+

xyz dxdydz.

A7)（20 分）给定 (a, b, c) ∈ R3，R > 0，考虑球⾯

S =
{
(x, y, z)

∣∣(x− a)2 + (y − b)2 + (z − c)2 = R2
}
.

我们将 S 上的外法向量取做指向球⾯的外部。试计算第⼆型曲⾯积分¨
S
x2dydz + y2dxdz + z2dxdy.

A8)（20 分）假设 X�(X1(x, y, z), X2(x, y, z), X3(x, y, z)) 是 R3 中的光滑向量场并且散度为零，即

divX = 0。我们⽤ SR 表⽰ R3 中中⼼在原点半径为 R 的球⾯，即

SR =
{
(x, y, z)

∣∣x2 + y2 + z2 = R2
}
.

证明，以下的量不依赖于 R 的选取：

I(R) =
1

R

ˆ
SR

xX1(x, y, z) + yX2(x, y, z) + zX3(x, y, z)dσ,

其中 dσ 是 SR 的曲⾯测度。

具有非负 Fourier 系数的连续函数（共 25 分）

给定 R 上以 2π 为周期的连续函数 f ∈ C0(T)，如果对任意的 m ∈ Z⩾1，任意的 xa ∈ R，

ca ∈ C，a = 1, 2, · · · ,m，我们都有
m∑
a=1

m∑
b=1

cacbf(xa − xb) ⩾ 0,

我们就称 f 是正定的。

B1)（2 分）给定有限的 Fourier 级数

f(x) =
∑
|k|⩽N

f̂(k)eik·x,

如果对任意的 |k| ⩽ N，f̂(k) ⩾ 0，证明，f 是正定的。

B2)（8 分）假设 f ∈ C0(T) 并且对任意的 k ∈ Z，f̂(k) ⩾ 0。证明，f 是正定的。（提⽰：利⽤

Féjer 核）

B3)（7 分）假设 f ∈ C0(T) 是正定的。证明，对任意的 g ∈ C0(T)，我们都有ˆ π

−π

ˆ π

−π
f(x− y)g(x)g(y)

dxdy

(2π)2
⩾ 0.

B4)（8 分）假设 f ∈ C0(T) 是正定的。证明，对任意的 k ∈ Z，f̂(k) ⩾ 0。
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Maass 波函数（共 45 分）

我们⽤ H 表⽰上半平⾯

H =
{
(x, y) ∈ R2

∣∣y > 0
}
.

对任意的 ε > 0，令

Xε =
{
(x, y) ∈ R2

∣∣x ∈ (0, 1), y ∈ (ε,+∞)
}
⊂ H

对于 H 上定义的复值函数 f，如果对任意的 z = (x, y) ∈ H，都有

f(x+ 1, y) = f(x, y),

我们就称 f 是以 Z 为周期的。我们定义

E =
{
f : H → C

∣∣f 以 Z 为周期并且对任意的 ε > 0，f
∣∣
Xε

∈ L2(Xε, dxdy)
}
.

在 H 上，我们定义双曲的 Laplace 算⼦：

△H = y2
(
∂2

∂x2
+

∂2

∂y2

)
.

对任意的 s ∈ R，我们定义

Es =
{
ψ ∈ C2(H) ∩ E

∣∣ △Hψ = (s2 − 1

4
)ψ
}
.

这个题⽬的⽬标是给出 Es 的刻画。

M1)（2 分）任给 f ∈ E 。证明，对⼏乎处处的 y ∈ (0,+∞)，⼀元函数

(0, 1) → C, x 7→ f(x, y)

落在 L2
(
(0, 1), dx

)
中。

M2)（3 分）任给 f ∈ E ，对任意的 k ∈ Z，证明，积分

ak(f, y) =

ˆ 1

0
f(x, y)e−2πikxdx

对⼏乎处处 y > 0 有定义。将 ak(f, y) 视作是 y 的函数，证明，对任意 ε > 0，ak(f, y) ∈
L2
(
(ε,∞), dy

)
。

M3)（4 分）对任意的 y > 0 和 s ∈ R，我们定义

Ks(y) =

ˆ ∞

0
e−y(u+u

−1)us−1du.

证明，Ks(y) 对⼀切 y > 0 有定义并且是光滑函数。我们还有公式

K(n)
s (y) =

(
d

dy

)n
Ks(y) = (−1)n

ˆ ∞

1
e−y(u+u

−1)(us−1 + u−s−1)(u+ u−1)ndu.
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M4)（3 分）证明，对任意的 n ⩾ 0，Ks(y) 在 ∞ 附近有如下的渐近⾏为：

lim
y→+∞

√
ye2yK(n)

s (y) = (−2)n
√
π.

（提⽰：可以考虑变量替换：u 7→ 1 + v√
y）

M5)（4 分）定义微分算⼦ D：

Df(y) = y2
d2f

dy2
+ y

df

dy
− 4y2f.

证明，

DKs = s2Ks.

（所有代数运算，如果⽆相对具体的步骤⽽说经整理得到，视作⽆效）

M6)（4 分）假设在 (0,+∞) 上的定义的 C2 函数 f 满⾜

Df = s2f.

证明，存在复常数 c1 和 c2，使得

f =

(
c1 + c2

ˆ y

0

dy′

Ks(y′)2 · y′

)
Ks(y).

M7)（3 分）假设在 (0,+∞) 上的定义的 C2 函数 f 满⾜

Df = s2f.

证明，极限 lim
y→+∞

√
ye−2yf(y) 存在。进⼀步证明， lim

y→+∞

√
ye−2yf(y) = 0 当且仅当存在常数

c3 ∈ C，使得

f(y) ≡ c3 ·Ks(y).

以下我们假设 s > 1。

M8)（2 分）证明，任给的 f ∈ Es，对任意的 (x, y) ∈ H，级数
∑
n∈Z

ak(f, y)e
2πikx 收敛并且

∑
n∈Z

ak(f, y)e
2πikx = f(x, y).

M9)（2 分）任给的 f ∈ Es。证明，对任意的 k ∈ Z，ak(f, y)e
2πikx ∈ Es。

M10)（4 分）证明，如果 k ∈ Z 且 k ̸= 0，那么，存在常数 ak(f) ∈ C，使得

ak(f, y) = ak(f) · y
1
2 ·Ks(π · |k| · y).
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M11)（4 分）证明，存在常数 a0(f) ∈ C，使得

a0(f, y) = a0(f) · y
1
2
−s.

M12)（5 分）证明，对任意的 z ∈ C，|z| < 1，级数

∞∑
k=1

(|ak(f)|+ |a−k(f)|) zk

收敛。

M13)（5 分）任意给定 {ak}k∈Z ⊂ C，假定对任意的 z ∈ C，|z| < 1，级数

∞∑
k=1

(|ak|+ |a−k|) zk

收敛。

证明，对任意的 (x, y)，级数

a0y
1
2
−s +

∑
k ̸=0

aky
1
2Ks(π · |k| · y)e2πikx

所定义的函数落在 Es 中。
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