
均匀杆在什么位置离开竖直墙面

姜付锦
（武汉市黄陂一中 　 湖北 武汉 　４３０３００）

（收稿日期：２０１５－１０－２９）

摘 要：先以杆的质心Ｃ为研究对象并结合机械能守恒定律求出杆转动的角速度与夹角θ的关系，接着用牛顿第

二定律分析了匀质杆脱离墙面的条件，最后求得匀质杆脱离墙面的角度．通过研究发现，这个角与杆的长度无关，理论

上有４个解，其中有两个虚数解，一个解为零，还有一个实数解；当两个小球质量相同时脱离角度为ａｒｃｃｏｓ
２
３
ｃｏｓθ０（ ）．
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１　 题目

如图１所示，小球Ａ和Ｂ的质量分别为ｍ１，ｍ２，

两球之间用一长为Ｌ，质量为ｍ均匀分布的杆连接，

杆放在光滑的水平面和光滑的竖直墙壁之间．开始

时杆与竖直墙面的夹角为θ０，某一时刻释放杆，试

分析当小球Ａ 脱离墙壁时杆与墙壁的夹角．
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２　 杆转动角速度的求解

某一时刻杆与墙壁成θ角，则系统的质心位置
坐标为（ｘＣ，ｙＣ），由质心的定义式可知
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对位置坐标求时间ｔ的二阶导数得质心的两个分加
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由系统机械能守恒可知
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式中ＪＣ＝ａＬ２（ａ为某一定值）为系统相对于质心的

转动惯量，则得
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进一步整理得
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３　 系统的转动惯量的计算［１］

系统对过质心垂直纸面的轴的转动惯量为
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４　 小球Ａ 脱离墙面的条件

如图２所示，系统所受的外力有重力、地面支持

力和墙面的弹力，墙面的弹力的方向水平向右．

图２　 系统的受力图
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代数值后整理得
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５　 杆与墙壁夹角的求解

这个方程有一个特解ｓｉｎθ＝０，即θ＝０，由题意

可知这个解无意义舍去．

（１）当ｍ１＝ｍ２时，ｃｏｓθ＝
２
３
ｃｏｓθ０这是１个特

解，与没有两个小球的匀质杆脱离角度相同［２］；

（２）当ｍ１≠ｍ２时，ｃｏｓθ在理论上有３个解，其

中有两个解是虚数，另外１个实数解，由于这个方程

非常复杂，很难求出解析解，故本文给出以下数值模

拟解：

设ｍ１＝２ｋｇ，ｍ２＝４ｋｇ，ｍ＝１ｋｇ，初始角度为
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ｃｏｓθ＝
１
６
２５２ｃｏｓ（θ０）＋４２　４２＋３６ｃｏｓ（θ０）２［ ］

１
２｛ ｝

１
３ －

７

２５２ｃｏｓ（θ０）＋４２　４２＋３６ｃｏｓ（θ０）２［ ］
１
２｛ ｝

１
３

图３　 当系统质量一定时，脱离角度与初始角度的关系

由图３可知，初始时角度的ｃｏｓ（θ０）越大，脱离
时角度的ｃｏｓ（θ）越大；当θ０＝０时，ｃｏｓ（θ）＝０．６０４，

约为５２．８°．若系统质量是其他值时，则只需将以上的

程序略作修改即可，限于篇幅这里不再讨论．
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