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一：模型引入与问题铺垫

如图所示，一只内壁光滑的半球形碗固定在小车上，小车静止在光滑的水平面上。碗和

小车的总质量为M ，在小车最后边的碗边 A处无初速度释放一只质量为m的小球。小球从静

止开始沿内壁下滑（碗的半径为 R，重力加速度为 g）
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为了能够全面细致地了解此模型，我们不妨从最基本的牛顿运动定律入手，下面对m和

M 以及它们之间的运动关联分别写出方程：
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小球运动过程中受弹力 N 和重力G，对小球应用牛顿第二定律：

）（轴方向： 1cos   xmaNx  ）（轴方向： 2sin  ymaNmgy  

对小车和碗整体应用牛顿第二定律：

）（水平方向： 3cos 2  MaN 

根据运动关联（相对运动）有：
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1.求解M 和m加速度的微分表达式

设 2aat x  （换元）， )5)(4( 则变型为：
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由 )7)(6( 两式联立可解得：
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2.求解M 和m速度的微分表达式

由 )10( 式有：  
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对上式两边不定积分可得：
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初始条件， 000   ，时：t

带入上式得： 0C ，所以速度 xv 的表达式为： ）（12sin      
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3.求解 2 关于的表达式

由 )10)(9)(2)(1( 式联立可得：
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设 2y ，则上式可以变型为：
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这是一个一阶线性微分方程，一阶线性微分方程及其通解的形式如下（查阅高等数学相

关章节）
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综合以上可得：
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初始条件： 00  时： t ； 将初始条件代入 ）（19 式得： 0C

所以：
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当然通过系统机械能守恒定律联立 )14)(13)(12( 此式也可以得到此式。

二：问题探究

问题1：小球所受的弹力N 的大小和关系式
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问题2：小球速度大小 v和关系式

小球在任意位置速度的平方为： ）（23222       yx vvv 

由 )23)(20)(10)(1( 式联立可得：
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之前已经讨论过，小球的最大速度出现的位置不一定在最低点，其出现的位置和 Mm和 的

比值有关，现在举例佐证如下。

1.当 10g5,R   ，2.0
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时，  和v 的关系图：
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最大速度出现在最低点

2.当 10g5,R   ，10
M
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时，  和v 的关系图：
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3.当 10g5,R   ，100
M
m

时，  和v 的关系图：
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4.当 10g5,R   ，810
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时，  和v 的关系图：
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最大速度出现在最低点之前



问题3：小球运动的轨迹情况
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由数学知识知 ）（35 式为椭圆方程，所以小球的运动轨迹为椭圆。
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问题4：求椭圆 A点和C的曲率半径

x

y

O
m
A

C

4  图

A点曲率半径：
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问题5：小球由 A到C的运动时间以及小球在最低点做小角度摆动的周期

由 ）（20 式可得：
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变型可得：
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讨论：若小球在最低点附近做小角度摆动，摆动周期是多少？

由 )10)(9(1）（ 联立可得：
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所以小球的小角度振动周期为：
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周期公式退化为单摆周期公式，合理，因为此时M 几乎不动，相当于小球在固定的圆碗

内做小角度振动，可以看做单摆。


